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1. Grupos, anillos y cuerpos

1.1. Definiciones generales

Definiciéon 1.1 (grupo). Un grupo es un conjunto no-vacio G dotado de una ley de composicién interna
GxG@—(G
(91,92) = 9192

que satisface las siguientes condiciones:

1. asociatividad: para todos g1, g2, 93 € G tenemos que
(9192)93 = 91(9293);

2. elemento neutro: existe un elemento e € G (necesariamente tnico) tal que para todo g € G
tenemos que

ge=e€9=4g;
3. inverso: para todo g € G existe un elemento g~! € G (necesariamente tnico) tal que

g9 ' =g 'g=e

Observacion 1.2. Un conjunto no vacio S dotado de una ley de composicion interna asociativa y tal que
existe un elemento neutro (es decir, que verifica las condiciones (1) y (2)) es llamado un semi-grupo.

Decimos que el grupo G es abeliano (o conmutativo) si para todos g1, g2 € G tenemos que g1 g2 = g2gi.-
En cuyo caso, la ley de composicién interna es generalmente escrita de forma aditiva g + gs, €l elemento
neutro es denotado 0, y el inverso de g es llamado el elemento opuesto, el cual es denotado —g.



Definicién 1.3 (anillo y cuerpo). Sea (A, +, -) un conjunto no-vacio con dos leyes de composicion interna.
Se dice que A es un anillo si:

1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. (A,-) es un semi-grupo.
3. Para todos a,b,c € A se tiene que a(b+c¢) =ab+acy (b+ c)a = ba + ca.

Ademas, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a,b € A. Finalmente, diremos que
un anillo abeliano & es un cuerpo si k # {0} y si (k\ {0},+) es un grupo.

Ejemplo 1.4.
1. Los enteros con la suma (Z, +) forman un grupo abeliano.

2. Si k es un cuerpo (como Q,R o C), (k,+) y (k\ {0},-) son grupos abelianos. Mas generalmente,
para un anillo A tenemos el grupo abeliano (A, +) y el grupo multiplicativo (A*,-) de unidades
de A (los elementos de A que son inversibles respecto a la multiplicacion). En particular, si k es
un cuerpo entonces k* =k \ {0}.

1.2. El cuerpo F,

El objetivo de esta seccién es recordar la construccién del cuerpo finito F,,.

Definicién 1.5 (relacion de equivalencia). Sea A un conjunto y sea % una relacion en A (es decir, un
subconjunto Z C A x A). Si para todo (a,b) € A x A tal que (a,b) € # escribimos a ~ b, entonces
decimos que Z es una relacion de equivalencia si es:

1. reflexiva: a ~ a para todo a € A,
2. simétrica: a ~ b si y sblo si b ~ a para todos a,b € A,
3. transitiva: si a ~ by b ~ c entonces a ~ ¢, para todos a,b,c € A.

Definicion 1.6 (clase de equivalencia). Sea % una relacion de equivalencia en A. Para todo a € A
diremos que el conjunto
[alz ={beAla~b}={be A|b~a}

es la clase de equivalencia de a € A respecto a Z, el cual es también denotado ¢ méd Z. En caso
que la relacién Z sea clara en el contexto, escribiremos simplemente [a] o bien @.

Definicién 1.7 (cociente). Sea # una relacion de equivalencia en A. El conjunto cuyos elementos son
todas las clases de equivalencia es llamado conjunto cociente de A por %, y sera denotado A/Z (o
simplemente A/ ~ si la relacién Z es clara en el contexto). Explicitamente,

A/Z = {[a]%, a € A}.
Las relaciones de equivalencia satisfacen las siguientes propiedades.
Proposicion 1.8. Sea Z una relacion de equivalencia en A. Entonces:
1. Para todo a € A,a € [a]g. En particular, [a]g # 0.
2. Si b€ [a]lg entonces a € [b]lg. Ademds, en este caso tenemos que [alg = [b] .

3. Para todos a,b € A ya sea [a]lz = [blz o bien [a]lzN[blez = 0. En particular, A es la unidn disjunta
de las clases [a]g.

Demostracion. Ejercicio al lector. O

Uno de los principales ejemplos de relaciéon de equivalencia es la congruencia médulo n € N21,



Ejemplo 1.9. Sea n € N2!. Consideremos la relacion en Z dada por

a~b<sndividea—1b
& Jk € Z tal que a — b = nk.

No es dificil verificar que la relacion anterior es en efecto una relacion de equivalencia. Utilizaremos la
siguiente notacion en lo que sigue:

s Sia~b,escribimos a =b (mdd n) y diremos que "a es congruente con b moédulo n".

= La clase de equivalencia de a médulo n esta dada por
l[a], ={b€Z]|a=b (médn)}.

= El conjunto de clases de equivalencia, "Z moédulo nZ", es denotado por

Z/nZ = {laln, a € Z}.

Por ejemplo, si n = 2 entonces observamos que
O={a€Z|a=0 (mdd2)} ={a€Z|3IkecZ, a=2k}

es el conjunto de enteros pares. De manera similar, [1]2 es el conjunto de enteros impares. Luego, el
cociente Z/27Z = {[0]2, [1]2} es un conjunto con 2 elementos.

Recuerdo (division euclideana): Sean a,b € Z con b # 0. Entonces existen tnicos enteros ¢q,r € Z
tales que a =bg+7ry 0<r <|b.

Ejercicio 1.10.

a) Utilizando la division euclideana en Z, demostrar que
Z/nZ = {[0]n, [1]n,---, [0 — 1]}

b) Demostrar que para todo a,b € Z se tiene que [a + b, y [ab],, dependen sélamente de [al,, y [b]n,
es decir, si a = @/ (méd n) y b =V (méd n) entonces [a + ], = [@’ + V], v [ab], = [a'V],. En
particular, la suma [a],, + [b],, := [a + b],, ¥ el producto [a],, - [b],, := [ab],, de clases de equivalencias
estan bien definidos.

Lema 1.11 (Bézout). Sean a,b € Z no nulos. Entonces existen x,y € Z tales que ax + by = mced(a, b).

Demostracion. Sea S = {ax + by | x,y € Z} y sea d el menor elemento en S N NZ!. Observemos que d
divide a a. En efecto, la division euclidiana permite escribir:

a=qd+r, congqreZ0<r<d

Dado que a,d € S, tenemos que r = a — gd € S. Por otro lado, como d es el minimo de S N NZ! tenemos
necesariamente que r = 0 (de lo contrario, se obtiene una contradiccion con la minimalidad de d). Por
lo tanto, d | a ("d divide a a"). Analogamente, d | b.

Finalmente, si d’ un divisor en comin de a y de b entonces d’ divide a todos los elementos de S. En
particular, d’ | d y luego d’ < d. Se concluye de esta manera que d = mcd(a,b) = axg + byy para ciertos
o, Yo € Z. O

Corolario 1.12. Sea p un nimero primo. Entonces para todo a € Z tal que p 1 a, existe b € Z tal que
ptb tal que ab =1 (mdd p).

Demostracion. Dado que p no divide a a € Z se tiene que mcd(a,p) = 1, pues p es primo. Entonces, el
lema de Bézout implica que existen z,y € Z tales que ax + py = 1. Equivalentemente,

ax —1=p(-y)

Si definimos b = x, entonces ab =1 (méd p). O



Una consecuencia del corolario anterior es que para todo niimero primo p, el conjunto

Z/pZ - {[O]IH [”pv ) [p - l]p}

es un cuerpo (ver Definicion . En efecto, para todo [a], # [0], existe [a],* tal que [a], - [a] ! = [1],.

Definicién 1.13. Sea p un ntmero primo. Denotaremos por F, al cuerpo de p elementos (Z/pZ, +, -).
Ejercicio 1.14. Calcular las tablas de suma y multiplicacién en Fs.
Ejercicio 1.15. Sea p un ntmero primo.

a) Sea k € {1,...,p — 1}. Probar que p divide a (Z) = #i,g)!.

b) Probar que para todos z,y € F, se tiene (z + y)? = =P + yP.

2. Espacios vectoriales: definicién y ejemplos

Antes de dar la definciéon formal de espacio vectorial, veamos tres ejemplos importantes.
Ejemplo 2.1.

1. Un ejemplo de un espacio vectorial sobre R es el espacio de dimensiéon 3
R® = {(x,y,z) | T,Y,2 € R}

En este caso, el espacio vectorial nos es presentado como un conjunto de n-tuplas (aqui n = 3) de
«coordenadas».

2. Sean a,b € R. El conjunto .#(a, b) de sucesiones (u,)nen de nimeros reales verificando la relacion
de recurrencia lineal

Upt2 = AUpiq + by, (*)

es un R-espacio vectorial. Dicho espacio es de dimensién 2, pues toda sucesion verificando (E[) esté
determinada por sus términos iniciales ug y u1, que pueden ser escogidos arbitrariamente.

3. Sean a,b,ty € R. El conjunto .#(a,b) de funciones f : R — R de clase € verificando la ecuacion
diferencial ordinaria lineal

F1(t) = af'(t) + bf(2) (E)

para todo t € R, es un R-espacio vectorial. Dicho espacio es de dimensién 2, pues toda solucién
de estd determinada por las «condiciones iniciales» f(tg) y f'(to), que pueden ser escogidas
arbitrariamente.

En los ultimos dos ejemplos, la elecciéon de «coordenadasy para el espacio .#(a,b) no es para nada evi-
dente. Una de las gracias del algebra lineal es que ella permite describir simplemente todos los elementos
de #(a,b), una vez que hemos elegido una base apropiada de dicho espacio.

Importante: La nocién de espacio vectorial esta definida para todo cuerpo k (tales como Q,R,C o Fp).

Definicion 2.2 (espacio vectorial). Sea k un cuerpo. Un k-espacio vectorial V' es un grupo abeliano
(V,+) dotado de una operaciéon «multiplicacion por escalaresy (A, v) — X -v de k sobre V verificando
las dos condiciones siguientes:

(i) l-o=vyA-(N-v)=AN)- v
(i) A+ XN)-v=Xv+XN - vyX-(v+V)=X-v+ -0

Podemos memorizar la condicion (i) diciendo que «1 actia como la identidad» y que la «multiplicacion
por escalares es asociativay, y la condicion (ii) diciendo que la «multiplicacion por escalares es compatible
con la sumax.



Observaciéon 2.3 (vector nulo). Dado que (V,4) es un grupo abeliano, V' posee un elementro neutro,
que denotaremos provisoriamente Oy . Por ejemplo, si V =R3 entonces Oy = (0,0,0).

Sea 0 el elemento cero del cuerpo k. Entonces la condicion (ii) implica que para todo v € V' se tiene
0-v=(040)-v=0-v+0-v,

de donde se deduce que 0-v = Oy. En consecuencia, el vector nulo Oy serd denotado simplemente (y
por abuso de notacion) como 0. Asi, denotamos por {0} al espacio vectorial nulo. Por ejemplo, en R? el
espacio de soluciones del sistema
rz—y=20
{ z+y=0

Terminologia: Sea k un cuerpo. Si V es un k-espacio vectorial, entonces decimos que k es el cuerpo de
escalares de V', que los elementos de k son escalares, y que los elementos de V' son vectores.

es el espacio vectorial nulo {0} = {(0,0)}.

Ejemplo 2.4. Sea k un cuerpo.
1. Para todo n € NZ!, el conjunto
E" = {(z1,. .., xn) | 2 € K}
es un k-espacio vectorial.

2. El conjunto M, (k) de matrices con m filas y n columnas con coeficientes en k es un k-espacio
vectorial. Si m = n, lo denotaremos simplemente M,, (k).

3. El anillo de polinomios en una variable k[X] es un k-espacio vectorial.

Definicion 2.5 (sub-espacio). Sea V un k-espacio vectorial. Un sub-espacio vectorial W de V' es un
sub-conjunto de V' que es un sub—grupdﬂ y que es estable por la multiplicacién por escalares.

En otras palabras, W C V es un sub-espacio vectorial si W # () y si para todos w1, ws € W y todo X € k,
se tiene que A - wy +wy € W.

Ejemplo 2.6.

1. El «plano horizontal»
I = {(2,,0) | o,y € R}

dado por la ecuaciéon z = 0, es un sub-espacio vectorial de R3.

2. El conjunto de matrices (a;5)1<i j<3 € M3(R) que son triangulares superiores, es decir, tales que
a91 = az; = agz = 0, es un sub-espacio vectorial de M;3(R).

3. El conjunto kq[X] de polinomios en X de grado < d es un sub-espacio vectorial de k[X].

Definicion 2.7 (aplicacion lineal). Sea k un cuerpo y sean V' 'y W dos k-espacios vectoriales. Decimos
que una funcion ¢ : V. — W es una aplicaciéon lineaﬂ si preserva la suma y la multiplicacién por
escalares, es decir, si para todos v1,v2 € V y A € k se tiene que

p(vr +v2) = p(v1) +@(v2), @A v1) =X-p(v1).
Observacion 2.8. Cabe notar que podemos reagrupar estas dos condiciones en una sola:
(A v1 +v2) = X p(v1) + @(v2),
que a su vez es equivalente a la condicion siguiente:
(A1 v+ A2 v2) = A1 - (v1) + A2 - o(v2)

para todos vi,v2 €V y A1, A2 € k.

I Explicitamente, se verifica que (1) 0 € W, (2) si w1, w2 € W entonces w1 +we € W,y (3) si w € W entonces —w € W.
2También se usan comunmente los términos transformacién lineal y (homo)morfismo entre espacios vectoriales.



Definiciéon 2.9 (endomorfismo). Sea k un cuerpo y V un k-espacio vectorial. Una aplicacion lineal
@:V =V deV en si mismo es llamada un endomorfismo.

Ejemplo 2.10.

1. Sea V = k[X]. La aplicacion d : V' — V que asocia a todo polinomio P(X) = a, X" +...+a1 X +ag
su derivada P'(X) = na, X" ! + ...+ a1 es una aplicacién lineal (endomorfismo).

2. Sea V = %([0,1],R) el R-espacio vectorial de funciones continuas f : [0,1] — R. Entonces la
aplicacién

V - R, f»—>/1f(x)dx
0

es lineal, pero la aplicacion f +— fol f(x)? dz no lo es.

Definiciéon 2.11 (isomorfismo). Sean V'y W dos k-espacios vectoriales, y sea ¢ : V' — W una aplicacion
lineal. Decimos que ¢ es un isomorfismo (de espacios vectoriales) si ¢ es una funcion biyectiva y si su
funcién inversa ¢~ : W — V es lineal.

Observacion 2.12. Es importante notar que la seqgunda condicion es automaticamente verificada. En
efecto, si escribimos 1 = =1 : W — V y consideramos wy,wy € W y X\ € k, entonces el hecho que ¢ es
biyectiva implica que existen v1,v2 € V unicos tales que p(v1) = w1 y (v2) = we. Mds atn, dado que ¢
es lineal tenemos que

oA v +v2) =X p(v1) + p(v2) = A wy + we.

Aplicando 1 a esta dltima igualdad obtenemos
YA -wy +wa) = A-vg + vy =X (wr) + P(ws).
En conclusion, toda aplicacion lineal biyectiva es un isomorfismo.
Notacion: Sean V' y W dos k-espacios vectoriales, y sea ¢ : V' — W una aplicacién lineal. Si ¢ es
1. inyectiva, escribimos ¢ : V — W.
2. sobreyectiva, escribimos ¢ : V. — W.
3. biyectiva, escribimos ¢ : V. = W.

Decimos que V' y W son isomorfos si existe un isomorfismo ¢ : V=5 W entre ellos. En este caso
escribimos V' = W.

Ejemplo 2.13. El conjunto k" de todas las sucesiones (u, )nen de elementos u,, € k dotado de la suma
y multiplicacién por escalares «término a término», es decir,

(un)nEN + (Un)nEN = (un + Un)nENa A (un>n€N = ()\un)nENa

es un k-espacio vectorial. Sean a,b € k y sea .#(a,b) el sub-conjunto de k" formado por las sucesiones
(un)nen verificando la relacion de recurrencia lineal

Up42 = QUp+1 + DUy. (*)

Entonces .#(a,b) es un sub-espacio vectorial de kY. Mas atin, la aplicacion ¢ : .#(a,b) — k2 que a toda
sucesion (uy )nen le asocia el par (ug, up) es lineal (ejercicio); ella es sobreyectiva (pues podemos escoger
arbitrariamente ug y 1), e inyectiva (pues los u,, estan determinados a partir de ug y u; gracias a la
formula (). Luego, ¢ : . (a,b) = k? es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ejercicio 2.14. Sea k un cuerpo y sea kq[X] el k-espacio vectorial de polinomios con coeficientes en k
en la variable X de grado < d. Demostrar que kg[X] = k9+1.



3. Familias generadoras, libres, bases y dimension

Definicion 3.1 (espacio generado). Sea V un k-espacio vectorial. Sea S un sub-conjunto (finito o
infinito) no-vacio de V. Denotamosﬂ por Vect(S) al conjunto de todas las combinaciones lineales finitas
de elementos de S, es decir, al conjunto con elementos de la forma

o=Mv1+...\v,, dondereN2! v, eS8 \ €k

Dicho conjunto es un sub-espacio vectorial de V' (ejercicio). Mas atn, si W es un sub-espacio vectorial
de V conteniendo a S, entonces W contiene toda combinacion lineal o, es decir, contiene Vecty(S). Asi,
Vecty(S) es el sub-espacio vectorial mds pequenio de V' conteniendo S, y lo llamamos el sub-espacio
vectorial generado por S.

Notacion: Si S = {vi1,...,v,} es un conjunto finito de vectores, escribimos simplemente
Vect (S) = Vecti(v1, ..., vn) = {A\v1 + ...+ Aptn | A1, .., A € K}

Definicion 3.2 (familia generadora). Sea V un k-espacio vectorial. Sea S un sub-conjunto (finito o
infinito) no-vacio de V. Decimos que S es un conjunto de generadores (o bien, una familia genera-
dora) de V si Vecty(S) =V, es decir, si todo elemento de V se escribe como una combinacion lineal de
elementos de S. Mas aun, diremos que V es finitamente generado si posee un conjunto de generadores
finitos, es decir, si V' = Vectg(vy, ..., v,) para ciertos vy,...,v, € V.

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que toda familia conteniendo una familia gene-
radora es generadora.

Ejemplo 3.3. Sea k un cuerpo.

1. Para todo n € NZ1, el espacio k™ esta generado por los vectores

er = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., en = (0,...,0,1).

2. Los monomios X", donde n € N, generan el espacio vectorial k[X]. En efecto, todo polinomio
P € k[X] se escribe como una combinacion lineal finita: P = ag +ay; X + ... + ag X%

Definicion 3.4 (dependencia lineal). Sea V un k-espacio vectorial. Sea S un sub-conjunto (finito o
infinito) no-vacio de V. Decimos que los elementos de S son linealmente independientes (o bien, que
S es una familia libre) si no existen relaciones lineales no triviales entre los elementos de S, es decir, si
la condicion siguiente es verificada:

Para todo r» € N2!, todo conjunto de vectores v1,...,v, € S distintos, y todo conjunto de
escalares Aq,..., A, € k tenemos que: si se verifica la relacion A\jv; + ...+ A.v, = 0, entonces
AM=...= ). =0.

En caso contrario, diremos que los elementos de S son linealmente dependiente. En otras palabras, si
existe una relacion lineal no trivial entre los elementos de S, es decir, si existe un entero r € N21, vectores

v1,...,0, €S distintos, y escalares A1,...,\. € k no todos iguales a 0, tales que Ajv1 + ...+ A0, =0.
Caso particular: La definicion anterior se simplifica si el conjunto S = {v1,...,v,} es finito. En tal
caso, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes si:

Para todo conjunto de escalares A1,..., A, € k tenemos que: si se verifica la relacion lineal

Av1 4+ ...+ A\v, =0, entonces Ay = ... =\, =0.
En caso contrario, tenemos que los vectores v, ..., v, son linealmente dependientes si existen escalares
A1,y An € k no todos nulos, tales que A\jv1 +. ..+ A,v, = 0. En este tltimo caso, si por ejemplo \; # 0,

podemos expresar v; en funcion de los otros v; con j # ¢ mediante

)\.
vi:,ZJv..
Pl ’

3También se usa comunmente la notacién inglesa Span(S).




Observacion 3.5. A partir de la definicion anterior se tiene que:

1. Toda sub-familia de una familia libre es libre.

2. Todo conjunto conteniendo un sub-conjunto linealmente dependiente es linealmente dependiente.
Ejemplo 3.6. Sea k un cuerpo.

1. En k™, el conjunto {ey,...,e,} es linealmente independiente. En efecto, para todos Ay,..., A\, € k
tenemos que

)\1€1+...+/\n6n:(/\1,...,/\n),

por lo que si la suma a la izquierda es nula, entonces \; = ... =\, =0.

2. En k[X], la familia de monomios {X™}, ¢y es linealmente independiente. En efecto, sean iy < ... <
ir en Ny sea Ay,..., A, € k todos no nulos, entonces el polinomio

MXE 4N X
es no nulo. Esto demuestra que {X"},,cn es una familia libre.

3. Sik=Qy V = k? entonces los vectores v; = (1,0) y va = (—1,0) son linealmente dependientes.
En efecto,
1-v1+1-v3=0,

pero (A1, A2) = (1,1) # (0,0). Cabe notar que si k = Fy entonces vy = vs.
El siguiente lema caracteriza los conjuntos linealmente independientes infinitos.

Lema 3.7. Sea V un k-espacio vectorial y S = {v; }icr una familia de vectores indexada por un conjunto
de indices I infinito. Entonces S es libre si y sdlo si la siguiente condicion de unicidad es verificada:

Si tenemos una iqualdad

Z)\jvj = Z HpUp, Aj €k, up €K,

JjeJ peP

donde J, P son dos sub-conjuntos finitos de I, entonces los conjuntos {j € J | \; # 0} y
{p € P | pp # 0} son iguales y, denotando por L dicho conjunto, tenemos que A\ = pp para
todo ¢ € L.

Demostracion. Supongamos que la condicion de unicidad es verificada. Si tenemos una igualdad de la
forma Zje] Aju; = 0 (aqui, el término de la derecha corresponde a P = (): una suma indexada por ()
vale 0), entonces {j € J | \; # 0} es vacio, es decir, todos los \; son nulos, de donde se deduce que S es
una familia libre.

Reciprocamente, supongamos que S es una familia libre, y que tenemos una igualdad de la forma
ZjeJ Ajvj = ZpeP LpVp, como en la condicion de unicidad. Entonces, tenemos que

0= Z Ajvj + Z (Ai = pi)vi — Z HpUp,

JEJ\P icJNP pEP\J

y como S es libre, esto implica que A\; =0 = p, para j € J\ Py p € P\ J, y que \; = p; para todo
i € JN P, de donde se concluye que la condicién de unicidad es verificada. O

Definicion 3.8 (base). Sea V un k-espacio vectorial y {v; };er una familia (finita o infinita) de vectores
de V. Decimos que B = {v; };cr es una base de V si todo vector v € V' se escribe de manera inica como
combinacion lineal de los v;, es decir, si:

1. & es una familia generadora, es decir, para todo v € V, existe un sub-conjunto finito J de I (que
depende de v) y escalares \; € k, con j € J, tales que v = ZjeJ Ajvj.



2. 2 verifica la condicion de unicidad siguiente: si tenemos un segundo sub-conjunto finito P de I y
escalares fip, con p € J, tales que

v= E Ajvj = E :l‘pvpv
jedJ peP

entonces el sub-conjunto L = {j € J | A; # 0} coincide con {p € P | p, # 0} y para todo £ € L
tenemos Ay = .

Gracias al lema anterior, esto quiere decir que & es una familia libre y generadora.

Caso particular: La definicion anterior se simplifica si el conjunto B = {vi,...,v,} es finito. En
tal caso, los vectores vy, ...,v, forman una base de V si para todo v € V existe una tnica n-tupla
(A, ..., An) € K™ tal que v = v + ... + Apup.

Ejemplo 3.9. Sea k un cuerpo.
1. Si V = k" la familia {ey,...,e,} dada por
er = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1),
es una base, llamada la base canénica de k".

2. SiV = M,,xn(k) es el k-espacio vectorial de matrices con m filas y n columnas con coeficientes
en k, entonces denotamos por £;; la matriz elemental cuyos coeficientes son todos nulos, salvo
aquel de indice (4, j) (es decir, aquel situado sobre la linea ¢ y la columna j), que vale 1. Entonces,
toda matriz A € M, (k) se escribe de manera dnica como combinacion lineal de las E;;:

A= Z aijEm

1<i<m
155<n

donde a;; es el coeficiente de indice (¢, j) de A. Asi, la familia {F;;}1<i<m, 1<j<n €S una base de
M sen (k).

3. La familia {1, X,..., X%} es una base del espacio vectorial k4[X] de polinomios de grado < d. En
efecto, todo polinomio P € k4[X] se escribe de manera tnica como

P=ay-14a1-X+...+aq X%
donde a; € k. De manera similar, la familia de monomios {X,, }nen forma una base de k[X].

Recordemos que un k-espacio vectorial V' es finitamente generado si posee un conjunto de generadores
finito, es decir, si existen vy,...,v, € V tales que V' = Vecty(vy,...,v,). El siguiente resultado, cuya
demostracion sera discutida en el Apéndice de este texto, es uno de los resultados fundamentales sobre
espacios vectoriales finitamente generados.

Teorema 3.10. Sea V' un k-espacio vectorial finitamente generado. Entonces:

1. Euxisten bases de V', y todas tienen el mismo cardinal n; este entero se llama la dimensién de V
sobre k y es denotada dimy (V) o simplemente dim(V).

2. De toda familia generadora F podemos extraer una base, en particular F es de cardinal > dimg (V).
Mads ain, si card(.Z) = dimg (V) entonces .F es una base de V.

3. Toda familia linealmente independiente es de cardinal < dimg (V). Mds aiun, toda familia lineal-
mente independiente de cardinal dimg (V') es una base de V.

4. Teorema de la base incompleta: Toda familia linealmente independiente puede ser completada en
una base de V.

5. Todo sub-espacio W de V' es de dimension finita < dimy (V). Mds aun, si dimg(W) = dimg(V)
entonces W = V. En otras palabras, todo sub-espacio vectorial distinto de V es de dimension
< dimk(V).



Terminologia: En vista del teorema anterior, diremos a partir de ahora «k-espacio vectorial de dimen-
sién finitay, en lugar de «k-espacio vectorial finitamente generado». Si n = dimy(V'), diremos que V es
de dimensién n.

Ejemplo 3.11. Sea k un cuerpo. Entonces
1. dimg (k™) = n.
2. dimg (M xn(k)) = mn.
3. dimyg(kq[X]) =d + 1.
4. k[X] no es de dimension finita.

Definiciéon 3.12 (coordenadas). Sea V un k-espacio vectorial de dimension n y sea Z = (v1,...,0y)
una base (ordenada) de V. Entonces todo vector v € V' se escribe de manera tnica como

V=21V1 + ...+ TpUn;

decimos que (z1,...,2,) son las coordenadas de v respecto a la base & = (v1,...,v,). Asi, el darse
una base & provee un isomorfismo de k-espacios vectoriales

0z k" SV, (1, ., 20) = 2101 o T,

Importante: En la definicion anterior, y en lo que sigue del texto, una base # = (v1,...,v,) es una
n-tupla ordenada. Por ejemplo, si 8 = (v1,v2) es una base de V, entonces € = (vg,v1) es una base de
V distinta de %: la imagen de (1,2) € R? por pg es el vector v; + 2vy, mientras que su imagen por
pe es el vector vg + 2u; # v1 + 2vy. En caso que querramos pensar a % como un conjunto no-ordenado
escribiremos & = {v1,...,v,} en lugar de B = (v1,...,vp).

Proposicion 3.13. Sea f:V — W una aplicacion lineal entre k-espacios vectoriales.

1. Si f es inyectiva y si F = (v1,...,0,) es una familia linealmente independiente de V', entonces
f(F) es linealmente independiente en W.

2. Si f es sobreyectiva y si F = (v1,...,v,) es una familia generadora de V', entonces f(.F) genera
w.

3. Si f es biyectiva y si B = (v1,...,v,) es una base de V', entonces f(AB) es una base de W. En
particular, dimg (V) = dimg (W) = n.

Demostracion. Para ver (1) supongamos que f : V < W es inyectiva y sea F = (v1,...,0,) €8 una
familia linealmente independiente de V. Supogamos que en W existe una relacion lineal

/\lf(vl) +. 7+ /\nf(vn) =0,

donde \; € k. Entonces, dado que f es lineal, tenemos que 0 = f(Ajv1+...+A,v,). Como f es inyectiva,
0= MAv1+...+ A, Asi, dado que % es una familia libre, tenemos que A\; = ... = \,, = 0, de donde
concluimos que f(.%) es libre.

Para probar (2) supongamos que f : V. — W es sobreyectiva y sea &# = (v1,...,v,) es una familia
generadora de V. Sea w € W. Dado que f es sobreyectiva, existe v € V tal que f(v) = w. Como &
genera V, existen Aq1,..., A, € k tales que v = A\jv1 + ...+ A\,v,, de donde se concluye que

w=f(v)=Af(v1)+ ...+ A f(vp).

En otras palabras, f(.%) genera W.

Finalmente, para demostrar (3) supongamos que f : V =3 W es biyectiva y sea % = (vy,...,v,) una
base de V. Gracias a (1) y (2), f(£) es una familia libre y generadora de W, luego una base de W. En
particular, dimy (W) = n = dimg (V). O

Corolario 3.14. Sea k un cuerpo.
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1. Todo k-espacio vectorial V de dimension finita es isomorfo (de manera no candnica) a k™, para
un dnico n igual a dimg (V).

2. Dos k-espacios vectoriales de dimension finita V. y W son isomorfos si y sélamente si tienen la
misma dimension.

Demostracion. Para probar (1) notamos que si V' es de dimensién n entonces, mediante la eleccion de una
base A, es isomorfo a k™ via la aplicacion g introducida anteriormentdﬂ Reciprocamente, si V = k™,
entonces la proposicion anterior implica que dimg (V) = dim(k™) = m, de donde m = n. En particular,
k™ 22 k™ no son isomorfos como k-espacios vectoriales si m # n.

Para probar (2) notamos que si V' 2 W, entonces dim (V') = dimy (W), gracias a la proposicion anterior.
Reciprocamente, si dimg (V) = dimg (W) = n, entonces V' 'y W son ambos isomorfos a k™. O

Ejemplo 3.15.

1. La recta de ecuaciéon x; +z2 = 0 en R? admite como base el vector e; —es, pero también podriamos
haber escogido el vector es — e;.

2. El plano de ecuacién x; + z2 + 23 = 0 en R? admite como base (e1 — e, ea — e3), pero también
podriamos haber escogido (e; — e3,ea — e3), 0 bien (e; — ea, €1 + ea — 2e3), etc.

Ejemplo 3.16. Retomemos el espacio .#(a,b) de sucesiones (u,)nen de elementos de k verificando la
relacion de recurrencia lineal u,, 12 = auy,41+bu,,. Vimos anteriormente que . (a, b) = k? via la aplicacion
lineal (uy,)nen — (uo, u1), por lo tanto dimy, .#(a, b) = 2. Supongamos que el polinomio P = X? —aX —b
tenga dos raices distintas A # p en el cuerpo k. Consideremos los elementos u = (up )nen ¥ V = (Un)nen
de . (a,b) definidos por

U():U()Zl, ’LL1:>\, V1 = U

Entonces la familia 8 = (u, v) es linealmente independiente (puesto que si su + tv = 0, obtenemos que
s+t=0=sA+tu,dedondet = —sy s(A—pu) =0, por lo que s = 0), por lo que es una base de . (a, b).
En consecuencia, todo elemento w = (wy, )nen de -7 (a, b) se escribe de manera tnica como

w = su+1v,

donde s,t estdn tinicamente determinados por las condiciones s +t = wg y sA + tu = w;.

4. Ncleo, imagen y teorema del rango

Definiciéon 4.1 (nicleo, imagen y rango). Sea f : V. — W una aplicaciéon lineal entre k-espacios
vectoriales. Definimos su nicleo (o kernel, en alemén) como

ker(f) ={ve V| f(v) =0},

el cual es un sub-espacio vectorial de V. Notar que f es inyectiva si y s6lamente si ker(f) = {O}El
Por otro lado, definimos su imagen como

Im(f) = f(V) ={f(v) [veV}CW,

el cual es un sub-espacio vectorial de W. Notar que f es sobreyectiva si y sélamente si Im(f) = W.
Cuando Im(f) es de dimension finita r € N (esto ocurre, por ejemplo, si W o V son de dimension finita),
el entero r = dimy, Im(f) es llamado el rango de f y es denotado rg(f) o bien rango(f).

Teorema 4.2 (Teorema del rango). Sea f : V. — W wuna aplicacion lineal entre k-espacios vectoriales.
Supongamos que V' es de dimension finita. Entonces,

dimy (V) = dimy, ker(f) + rg(f).

En particular, f es sobreyectiva si y solo si W es de dimension dimy (V') — dimy ker(f).

4Este isomorfismo no es canénico, pues depende de la eleccién de una base.
5En efecto, tenemos que f(vi) = f(v2) si y sélamente si f(v1 — v2) = 0.

11



Demostracion. Sea n = dimg(V) € N. Dado que V es de dimension finita, ker(f) C V es de dimen-
siéon finita d < n. Sea # = (e1,...,eq) una base de ker(f). Completemos .# en una base B =
(e1,...,€d,€d+1,---,¢,) de V. Entonces, Im(f) = f(V) es generada por f(%) o, equivalentemente,
por los vectores f(eg+1),- .-, f(en) puesto que f(e;) = 0 para i < d. Veamos que dichos son linealmente
independientes: supongamos que existe una relacion de dependencia lineal

0= /\1f(ed+1) +...+ )\n_df(en) = f(/\1€d+1 + ...+ )\n_den)

entonces el vector A\jegy1 + ... + Ap_qen pertenece a ker(f), y por ende es una combinacion lineal de
e1,...,¢eq, de donde obtenemos

A1+ oo+ Ap—gen — 11 — ... — pgeq = 0.
Como (e1,...,ey,) es una base de V, esto taltimo implica que \; = p1; = 0 para todos 4, j. Asi, los vectores
flea+1), .-, f(en) son linealmente independientes y luego forman una base de f(V'), de donde concluimos
que dimy, f(V) =n — d o, equivalentemente, que rg(f) = dimy, f(V) = dimg (V) — dimg, ker(f). O

Veamos a continuaciéon una demostraciéon alternativa del teorema del rango, que tiene como ventaja
demostrar el hecho siguiente:

si (e1,...,eq) es una base de ker(f), si (w1,...,w,) es una base de Im(f), y si v1,...,v0, €V
satisfacen f(v;) = w; parai=1,...,r, entonces (ey,...,€q,01,-..,0,) es una base de V.

Demostracion alternativa del Teorema del rango. Sea n = dimg (V) € N. Dado que V es de dimension
finita, ker(f) C V es de dimension finita d < n. Sea % = (ey,...,eq) una base de ker(f).
Como Im(f) = f(V) esta generado por n vectores (las imagenes de una base de V), es de dimension finita
r < n. Sea (w1, ...,w,) una base de Im(f) y parai =1,...,7 sea v; € V un vector tal que f(v;) = w;.
Entonces la familia

B =(€1,...,64,V1,-..,0p)

es una base de V. En efecto, ella es generadora: sea v € V arbitrario, su imagen f(v) se escribe como
fw) = w1 +...+  \w,, de donde f(v—Mw; —...—A\w,.) =0. Luego, v — \qw; — ... — \w, € ker(f)
y por ende podemos se escribe como pie; + ... + pgeq, de donde obtenemos

V=A101 + ...+ Avp + p1e1 4+ ...+ pgeq.
Esto demuestra que & es una familia generadora. Veamos que ella es linealmente independiente: si
Avr+ N e oo+ pgeg =0

entonces 0 = f(0) = \jw;y + ...+ Ayw,, de donde concluimos que cada \; es nulo (pues (wy,...,w,) son
linealmente independientes), y luego 0 = pie1+. ..+ pgeq, de donde concluimos que cada p; es nulo (pues
(e1,...,eq) son linealmente independientes). De este modo, tenemos que Z es linealmente independiente,
y por ende una base de V. Finalmente, se tiene que dimg (V) = d + r = dimy ker(f) + dimg rg(f). O

Proposicion 4.3. Sea f : V — W una aplicacion lineal entre k-espacios vectoriales. Supongamos que
dimg (V) = dimg (W) = n. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1. f es biyectiva.
2. f es inyectiva.
3. f es sobreyectiva.

Demostracion. Claramente (1) implica (2) y (3). Reciprocamente, si f es inyectiva, es decir, si ker(f) =
{0} (resp. sobreyectiva, es decir, Im(f) = W), entonces el teorema del rango implica que f es también
sobreyectiva (resp. inyectiva), y luego biyectiva. O
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5. Aplicaciones lineales y matrices

Definicion 5.1 (espacio de aplicaciones lineales). Sean V, W dos k-espacios vectoriales. Denotaremos por
Homy (V, W) o bien Z(V, W) al conjunto de las aplicaciones lineales de V' en W. Si ¢, 1) € Homy (V, W)
son dos aplicaciones lineales y si A € k, definimos las aplicaciones ¢ + 1 y A - ¢ de la manera siguiente:
para todo v € V,

(e +¥)(v) == p(v) +9(v), (A @)(v) =X p(v). (%)
Ellas también son aplicaciones lineales V' — W. En efecto, si v1,v9 € V' y u € k, entonces
(P + ) (p-v1 +v2) = @(p-v1 +v2) +P(-v1 +v2) (por definicién)
= - p(v1) + @(v2) + p - Y(vr) + P(vz) (pues ¢, lineales)
= (¢ + ) (v1) + (¢ + ) (v2) (por definicion)
y también

(A @) (k-1 +v2) = Ap(p- v+ v2) = A= p(v1) + A= p(v2) = p- (A=) (v1) + (A @) (v2).
Asi, dota al conjunto Homy (V, W) = Z(V, W) de una estructura de k-espacio vectorial. Decimos que

es el espacio de aplicaciones lineales de V en W.

Supongamos que V es de dimension finita n y sea (e1,...,e,) una base de V (por ejemplo, V = k" y
(e1,...,en) labase candnica). Sea ¢ € Homy(V, W), y definamos w; := ¢(e;) parai =1,...,n. Entonces,
todo vector v € V se escribe de manera tinica como v = x1eq + ...+ T,e,, de donde obtenemos

) =z1w1 F ...+ TpWwy, (%)

v luego ¢ estd determinada por una coleccién de n vectores wy, ..., w, € W. Reciprocamente, por toda
n-tupla (w1, ..., wy,) € W, la aplicacién ¢ : V — W definida por la férmula (ED es lineal. Asi, hemos
demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 5.2. Si(e1,...,e,) es una base de V, darse una aplicacion lineal ¢ : V' — W «es la misma
cosay que darse una n-tupla (wq, ..., w,) € W".
Supongamos ademés que W es de dimension finita m y sea (f1,..., fim) una base de W. Entonces, cada

w; = ¢(e;) se escribe de manera tnica como
w; = aljfl 4+ ...+ amjfm,

lo cual es representado por el vector columna:

a1j
ag;
w; = .
Qmj
y luego ¢ esta determinada por la matriz siguiente:
a1 a2 -+ Gin
az1 Q2 -+ Q2p
Matf,),(e;) (%) =
aml Am2 ' (mn
que expresa los vectores ¢(e;) (las columnas) en funcion de fi,..., fn.

Importante: Notar que la dimensién n del espacio de partida V es el nimero de columnas, y la dimensiéon
m del espacio de llegada es el nimero de filas.

Reciprocamente, dada cualquier matriz A como maés arriba, sus columnas definen de manera tnica n
vectores wi, ..., w, € W. Explicitamente,

w; = ayjfi+ ...+ am; fj,
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y dicha n-tupla (wsq,...,w,) € W" define una aplicacién lineal ¢ : V' — W cuya matriz asociada es A.
En conclusién, tenemos una biyeccion:

Homy, (V, W) <= My, xn(k).

Mas atn, verificamos facilmente (ejercicio) que si A (resp. B) es la matriz asociada a ¢ (resp. 1), entonces
AA + B es la matriz asociada a Ap + 1, para todo A € k. Asi, la biyeccién anterior es en realidad un
isomorfismo de espacios vectoriales: Homy (V, W) = M, «,, (k).

Teorema 5.3 (aplicaciones lineales y matrices). Sea & = (e1,...,e,) una base de V, y sea € =
(f1,---, fm) una base de W. Entonces

1. Una aplicacion lineal V- — W «es la misma cosa» que una matriz de m filas y n columnas, es decir,
la aplicacion
Homg (V. W) — Mpmxn(k), ¢+ Mate s(p)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

2. Esto dltimo transforma la composicion de aplicaciones lineales en el producto de matrices: si U es
otro k-espacio vectorial de base o/ = (di,...,d,) y si ¢ € Homy(U,V), entonces

Mat%,g{(go o ’(/)) = Mat%7@(ga) . Matggyd(’(ﬁ).

Demostracion. El punto (1) sigue de la discusion anterior, veamos (2) a continuacion. Recordemos que
si A€ Mpyxn(k)y B € Myx,(k) estan dadas por

a1 aiz - QAln bii bz - blp

a1 A2 -+ A2p bor  bap - b2p
A= , B=

am1 Am2 - Gmn bnl bn2 e bnp

entonces la matriz producto C = AB € M, x,(k) esta definida por

€11 Ci2 Cip
C21 C22 Cop

C = . ’
Cm1 Cm2 - Cmp

donde el coeficiente c;; esta dado por la férmula

n
Cik = @i1big + aizbog + -+ - 4+ Ainbny = E ai;bj,

j=1
parai=1,...,my k=1,...,p. En nuestro contexto, sean

A = Matg 2(p) = (aij)1<i<m B =Matg, o (1) = (bjr)1<j<n

1<j<n 1<k<p
las matrices asociadas a ¢ y . Entonces, para todo k =1, ..., p tenemos que
(pow)di) =@ [ Y biwes | =D biwples) =D > binaifi =) aijbjk | fi:
j=1 j=1 j=1i=1 i=1 \j=1

Asi, el coeficiente de indice (i, k) de M = Maty o (p o)) es Z;‘L:1 a;;bjk, v luego M = AB. O
Observacién 5.4. Sea A = (a;;) € Mpxn(k) y sean (e1,...,en) y (fi,..., fm) las bases candnicas de

k™ y k™, respectivamente. Entonces gracias al isomorfismo precedente, A corresponde a la aplicacion
lineal w : k™ — k™ tal que, para todo j =1,...,n,

u(ej) = Z aijfi.
=1
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En lo que sigue, identificaremos cada vez que sea util a la matriz A con la aplicacion lineal u : k™ — k™
asi definida. En otras palabras, la i-ésima columna de A es la imagen del i-ésimo vector de la base
canonica de k™.

Corolario 5.5. Sean A € My, xn(k) y B € Muxp(k), y sean u: k™ — k™ yv: kP — k™ las aplicaciones
lineales asociadas. Entonces AB es la matriz asociada a (wov) : kP — k™.

Importante: A € M,,xn(k) y B € M,xp(k). Si denotamos por Bi,...,B, € k™ las columnas de
la matriz B, entonces las columnas de AB son los vectores ABj,...,AB,. En efecto, si (e1,...,¢ep)
es la base canénica de kP, entonces la matriz B corresponde a la aplicacion lineal que envia cada e;

en el vector Be; = B; € k™, y AB corresponde a la aplicacion lineal que envia cada e; en el vector
A(Bej) = ABJ € k™.

jAtencion! Solo podemos efectuar el producto AB de dos matrices A € My, xn(k) y B € Myxp(k)
cuando n = ¥, es decir, cuando el nimero de columnas de A es igual al namero de filas de B.

Caso particular (endomorfismos): Dada la importancia del Teorema anterior, repetiremos y refor-
mularemos dicho resultado en el caso particular en que el espacio de partida es el mismo que el espacio
de llegada, es decir, en el caso en que consideramos endomorfismos de un espacio V' de dimension finita
n, o matrices cuadradas de tamano n.

Teorema 5.6. El k-espacio vectorial M, (k) de matrices cuadradas de tamano n es un am’llcﬂ Mads
atin, My(k) es una k-a’lgebrﬂ. Del mismo modo, si V es un k-espacio vectorial de dimension n, el
espacio de endomorfismos Endg (V) es una k-dlgebra (donde el producto estd dado por la composicion de
endomorfismos). Adicionalmente, si escogemos una base B = (e1,...,e,) de V, la aplicacion

Endg (V) = M,(k), u+— Matg(u)
es un isomorfismo de anillos y de k-espacios vectoriales, es decir, un isomorfismo de k-dlgebras.

Definicién 5.7 (nicleo, imagen y rango de una matriz). Sea A € M, x» (k). Definimos su nicleo ker(A4),
su imagen Im(A) y su rango rg(A) como el nicleo, imagen y rango de la aplicacion lineal u : k™ — k™
asociada.

Observaciéon 5.8. Sea A € My, xn(k) y sea u : k™ — k™ la aplicacion lineal asociada. Entonces
rg(A) = rg(u) < n (gracias al teorema del rango), y rg(A) = rg(u) < m (pues Im(u) es un sub-espacio
de k™). Luego,

rg(A) = rg(u) < min(m, n).
Alternativamente, la imagen de u es el sub-espacio de k™ generado por los vectores columna Cy,...,C,
de A, luego por definicion rg(A) es el nimero mdzimo de columnas de A linealmente independientes,

y luego rg(A) < min(m,n). Veremos mds adelante que rg(A) es también el nimero mdximo de filas
linealmente independientes.

Definicién 5.9 (matriz transpuesta). Sea A € M,,x, (k) dada por

aii @12 e A1n

a1 Qg2 -+ A2np
A= ,

Am1 Am2 ot Qmn

definimos la matriz transpuesta de A como la matriz ‘A € M, «m (k) definida por

a1 azir 0 Qml
¢ 12 A22 - Am2
A= ,
A1n  A2n o Qmn

0 1\/0 O 1 0 0 0\/0 1 0 0
6 ; : . _ _
El anillo M, (k) es no conmutativo si n > 2 pues <0 0) (1 0) = (0 0), pero (1 0) (0 O) = (0 1).

7Una k-algebra es un k-espacio vectorial A que ademas es un anillo (no necesariamente conmutativo), verificando la
condicién de compatibilidad siguiente: para todos a,b € A y todo A € k, se tiene que (A-a)-b=X-(ab) = a(\-b).
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es decir, la j-ésima columna de A corresponde a la j-ésima fila de ‘A. Equivalentemente, (tA)ij = Gjj-
En particular, t(tA) = A.

Notacién: La notacién A' es comunmente utilizada también. Sin embargo, veremos méas adelante que
(*A)=1 = (A1), por lo que la notacién “A~! esta bien definida, y es més cémoda que (A*)~L.

Proposicion 5.10. La aplicacion
Mopsn(k) = My (k), A ‘A

es lineal. Mds atn, st B € Myxp(k), entonces AB € My, xp(k) y tenemos en Myxm (k) la siguiente
identidad

Y(AB) = 'B'A.
Demostracion. Sean A = (a;;) y A" = (a};) en My,xn(k), y sea A € k. Entonces, AA + A’ esta dada por
(Aaij +aj;) en My, xn(k), y su transpuesta estd dada por la matriz C' tal que, para todo (4, j),

Cji = AA+ A')ij = daij + af; = A("A)zi + ("4,

de donde se concluye la linealidad. Finalmente, si B = (b;j) € M,x,(k), entonces para todo (i,k) se

tiene que
n

((AB))k; = (AB)), = iailbék = ("Be- ("A)ei = (‘B A,

=1 =1
lo que prueba que t(AB) = 'B'A. O

6. Cambios de base

Definicién 6.1 (automorfismos y matrices invertibles). Sea V un k-espacio vectorial. Decimos que un
endomorfismo f : V' — V es un automorfismo si posee una inversa en Endg(V'), es decir, si existe un
endomorfismo f=1: V — V tal que fo f~' = f~1 o f = idy. Esto equivale a decir que f € Endy (V) es
una aplicacién biyectiva, puesto que ya hemos observado que en tal caso la inversa f~! es necesariamente
lineal.

De manera similar, si A € M, (k) es una matriz cuadrada de tamano n, decimos que A es invertible si
existe B € M, (k) tal que AB = BA =1,,, donde I,, denota la matriz identidad de tamaio n. En este
caso B es denotada A~', la matriz inversa de A.

Notacion: Sea V' un k-espacio vectorial. Denotamos por
GL(V) ={f:V — V automorfismo}

al conjunto de todos los automorfismos de V. Dicho conjunto es un grupo respecto a la composiciéon de
endomorfismos. En efecto, la composicion de endomorfismos es asociativa, la aplicaciéon identidad idy es
el elemento neutro, y si f, g son automorfismos entonces f o g lo es también, y su inversa estéd dada por
g "o f" (puesto que fogogTto fTl =idy =g 'o f! °f°9>E|

El grupo GL(V) es llamado el grupo general lineal del espacio vectorial V. De manera completamente
analoga, definimos
GL,, (k) = {A € M, (k) invertible},

el grupo general lineal de matrices invertibles de tamano n. Dado que la correspondencia biyectiva
Endg (k™) — M, (k) transforma la composicién de endomorfismos en el producto de matrices, tenemos
que una matriz A es invertible si y solo si el endomorfismo w : k™ — k™ asociado es biyectivo, en cuyo
caso A7! es la matriz de u~!. En general, la eleccion de una base & = (ey,...,e,) de V induce un
isomorfismo de grupos GL(V) = GL,, (k).

Proposicion 6.2. Sea k un cuerpo.

8Notar la inversiéon en el orden de los factores: (fog)~?!) es igual a g~ o f, mientras que (go f)~! esigual a f~log~1.
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(i) Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita y sean u,v € Endy (V) tales que uwov = idy.
Entonces u,v € GL(V) yu=v"1.

(i’) Sean A,B € M, (k) tales que AB =1,,. Entonces tenemos que BA =1,, y luego A, B € GL,,(k) y
son tnversas una de la otra.

(i) Si A es invertible entonces ‘A es invertible, y tenemos (*A)~1 = t(A_l).

Demostracion. Para ver (i) notar que para todo vector € V' se tiene que
x = u(v(z)),

por lo que u es sobreyectiva, y v es inyectiva. Luego, tanto u como v son biyectivas. Luego, multiplicando

la igualdad u o v = idy a la izquierda por ! obtenemos v = u~!.

Para probar (i’) denotemos por u (resp. v) al endomorfismo k™ — k™ asociado a A (resp. B). Como
AB =1, equivale a uov = idg» tenemos, gracias a (i), que u y v son biyectivas e inversas una de la otra.
Asi, esto altimo también es cierto para A y B, de donde concluimos que B = A~! y luego BA = 1,,.

Finalmente, supongamos que A es invertible y sea B € M, (k) tal que AB = BA = I,,. Tomando la
transpuesta de dichas matrices, y utilizando el hecho que ‘I, = I,,, deducimos que

‘B'A=YAB) =1, = (BA) = 'A‘B.
Esto tltimo demuestra que ‘A es invertible, y que su inversa estéd dada por ‘B = t(A_l). O

jAtencion! Sea V = R[X] y consideremos el operador I : R[X] — R[X] de integracidn que envia cada
monomio X" en X"!/(n+ 1), y el operador de derivacion D : R[X] — R[X] que envia cada polinomio
P sobre su derivada P’. Entonces, Dol = idy, por lo que D es sobreyectivo y I es inyectivo. Sin embargo,
D no es inyectivo puesto que D(1) =0, y I no es sobreyectivo puesto que su imagen esta formada por
polinomios con término constante nulo. En otras palabras, si V' es un k-espacio vectorial de dimension
infinita y u,v € Endy (V') verifican u o v = idy, entonces u y v no son necesariamente biyectivos.

Lema 6.3. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita n, Z = (v1,...,v,) una base de V, y
f:V = V un endomorfismo. Si denotamos w; = f(v;) y si (wy,...,wy,) es una base de V, entonces
f es biyectivo. Mds ain, su inversa g : V — V es el endomorfismo de V definido por g(w;) = v; para
t=1,...,n.

Demostracion. Supogamos que € = (w1,...,w,) es una base de V. Entonces f es sobreyectivo, puesto
que para todo w € V existen Aq,..., A, € k tales que

w=Mw;+ ...+ A\w, = f(Av1 + ...+ Ayop).

Asi, f es biyectivo dado que V es de dimension finita. Finalmente, sea g : V' — V el endomorfismo de V'

definido por g(w;) = v; para i = 1,...,n. Entonces, por un lado tenemos que (g o f)(v;) = v; para todo
i, de donde se tiene g o f = idy, y por otro lado tenemos que (f o g)(w;) = w; para todo 4, de donde se
concluye que f o g =idy. O

Definiciéon 6.4 (matriz de cambio de base). Sea V un k-espacio vectorial de dimension n, y sean
B = (e1,...,en)y B = (v1,...,v,) dos bases de V. Sea P la matriz n x n expresando la base %’ en
términos de la base &, es decir, cada v; se escribe de manera tnica como

Vj = P1j€1 + ...+ Pnjén

y consideramos la matriz

Puir - P1j 0 Pin
P={|pa - Dy - Din
Pn1 -+ Pnj - Pnn
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donde las columnas son los vectores vy, ..., v, expresados en la base (ej,...,e,). Entonces P se llama
la matriz de cambio de base de la base # a la base &', y se denota Matgz(#'). La matriz P es
invertible, y su inversa P~ = Matg (%) esta dada por la matriz que expresa & = (e1,...,e,) en la
base #' = (v1,...,Un).

Ejercicio 6.5. Verificar que P puede ser vista como la matriz asociada a la aplicacion identidad idy,
expresada en las base ' = (vy,...,v,) en la partiday B = (ey, ..., e,) en la llegada. En otras palabras,
P = Matg, g (idy). Del mismo modo, verificar que P~ = Matg g(idy).

Utilizando la notacion precedente, todo vector v € V' se escribe de manera tinica como
/ /
v=2x1€1+ ... +xTH€N y V=201 + ...+ T, Un,

y las x; (resp. z}) se llaman las coordenadas de v respecto a la base % (resp. #’'). Asi, relativamente
a la base A (resp. #'), podemos representar v € V' por el vector columna

x1 x)
X=1: resp. X' =
!/

T Zy,

Proposicién 6.6 (cambio de coordenadas). La fdrmla de cambio de coordenadas, para el cambio de base
B — B' dado por la matriz de cambio de base P, estd dada por

X =PX'.
Es decir, esta formula expresa las antiguas coordenadas X en funcién de las nuevas coordenadas X'.

Demostracion. En efecto, escribiendo v; = Y"1 | pije; y observando que

n n n n n
o= @hu =3 > @ = | > _put] | e
j=1

j=11i=1 i=1 \j=1

obtenemos al comparar con v = .., x;e; que necesariamente z; = Z?leijxg para i =1,...,n. Asi,
se concluye que X = PX'. O

Teorema 6.7 (cambio de base para aplicaciones lineales). Sea A = Maty z(u) € Mpy,xn(k) la matriz
asociada a una aplicacion linealw : V- — W, respecto a las bases B = (e1,...,en) deV y € = (f1,.-., fm)
de W. Sea B' = (v1,...,v) (resp. €' = (w1,...,wy)) una sequnda base de V' (resp. de W), y sea
P e M,(k) (resp. Q € Mp(k)) la matriz de cambio de base correspondiente. Entonces, la matriz de u
en las bases %' y €' estd dada por

Mate: g (u) = Q_lAP.

Demostracion. Gracias a la correspondencia entre aplicaciones lineales y matrices,
Matqg’ggr(u) = Mate g (u o idv) = Matgfygg(u) . Matgg’ggr(idv),

de donde obtenemos que la matriz de u en las bases %’ y 4 es AP. De manera similar, si consideramos
la segunda base ¢’ = (w1, ...,w,) de W, con matriz de cambio de base @ de € a €', entonces Q =
Maty o (idw) y @' = Matg «(idw ). Luego, obtenemos de manera analoga

Mat%/7@/(u) = Matg/ﬁg(idw) . Matgy,@/(u),
de donde se concluye que Matg g (u) = Q LAP. O

Este tltimo resultado puede ser facilmente visualizado gracias al siguiente diagrama conmutativo:

A:Mahg,@ (u)

(V. %) (W, )
Matgg(@’)—PT lQl—Ma‘c%/ (€)
(V, %) (W, %"

Q' AP=Mats g (u)
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Observacion 6.8. Sea u : V. — W wuna aplicacion lineal. El teorema anterior es compatible con la
formula de cambio de coordenadas: si denotamos por X (resp. X') las coordenadas de un vector v € V.
respecto a la base B (resp. a la base B'), y por'Y (resp. Y') las coordenadas del vector u(v) € W respecto
a la base € (resp. €'), entonces tenemos que

Y= AX, X=PX, Y=QVY,
de donde se obtiene Y = Q™'Y = Q7 'AX = Q 'APX'.

Cabe destacar que incluso si nos interesamos en una matriz A € M,,x,(k), es frecuentemente util de
considerar a A como una aplicacion lineal u : k™ — k™ (definida por u(e;) = a1 f1+ ...+ am; fm, donde
(e1,...,en), resp. (f1,..., fm), es la base canonica de k™, resp. k™). Por ejemplo, el teorema anterior
tiene el corolario siguiente caracterizando el rango de una matriz.

Corolario 6.9. Sea A € M,,xn(k) y sea r =rg(A). Entonces,

1. Existen matrices invertible P € GL,, (k) y Q € GLy, (k) tales que
Q—lAP _ (0 Ir Oor,n—r > ,

donde 1. es la matriz identidad de tamano r y donde 0,, denota la matriz nula de p filas y q
columnas.

2. Reciprocamente, si existen matrices invertibles P € GL, (k) y @ € GL,,,(k) y un entero s € N tales

que
I Og
-1 _ s s,n—s

QAP = (0 ) ,

m—s,s Om—s,n—s

entonces s = rg(A).

Demostracion. Sean (e1,...,en) y (f1,..., fm) las bases canonicas de k™ y k™, y sea u : k™ — k™
la aplicacion lineal asociada a A. Por definicion, » = rg(A) es la dimension de Im(u). Sea entonces
(w1, ...,w,;) una base de Im(u), la cual puede ser completada en una base € = (wy,...,wy) de k™.
Denotemos por @ € GL,, (k) la matriz de cambio de base de (f1,..., fm) a €.
Sean vy, ..., v, vectores de k" tales que u(v;) = w; paratodo j =1,...,r, y sea (e1,...,£4) una base de
ker(u). Gracias a la Demostracion alternativa del Teorema del rango, tenemos que & = (v1, ..., Up,€1,.-.,€4d)
es una base de k™. Luego, la matriz de u en las bases & y € esta dada por
I, Or,n—r
Mat(g”%(U) o <0mr,r 0mr,nr> '

Por otra parte, si P denota la matriz de cambio de base de (eq,...,e,) a 9B, entonces
Matig o8 (u) = Q" - Mat(p,) (o) (u) - P = Q7 AP,

de donde se deduce (1).
Reciprocamente, si suponemos que existen matrices invertibles P € GL,, (k) y Q € GL,,(k) y un entero

s € N tales que
I O
-1 _ s s,n—s
Q AP = (O ) ,

m—s,s Omfs,nfs

entonces existen bases (v1,...,v,) de k™ y (w1, ..., wy) de k™ tales que u(v;) = w; paratodoi=1,...,s
y u(vj) = 0 para todo j = s+ 1,...,n. Asi, Im(u) = Vecty(ws,...,ws) es de dimensién s, de donde
obtenemos s = rg(A). O

Como consecuencia de la caracterizacion anterior del rango de una matriz obtenemos la proposicion
siguiente.

Proposicion 6.10. Sea A € M, «n (k). Entonces,

rg(A) = rg(*A).

En particular, el rango de A es el niumero mdzimo de filas de A que son linealmente independientes.
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Demostracion. Gracias al corolario anterior, existen P € GL,, (k) y Q € GL,, (k) tales que

QflAP — <0 Ir Or,nfr ) ,

m—r,r Omfr,nfr

donde r = rg(A). Entonces,
tpiy tQ—l _ (0 L. Or,m—r ) )

n—r,r On—r,m—’r‘
Luego, dado que P € GL, (k) y ‘Q~! € GL,,(k), el corolario anterior implica que r = rg("A). O
La discusién anterior motiva la definiciéon siguiente.

Definicion 6.11 (matrices equivalentes). Sean A, B € M, xn (k). Decimos que A y B son equivalentes
si existen matrices invertibles P € GL, (k) y Q € GL,,(k) tales que Q"' AP = B. En otras palabras, dos
matrices A y B son equivalentes si y s6lo si tienen el mismo rango.

Ejercicio 6.12. Sean m,n € N=! y sea k un cuerpo. Demostrar que la relacion en M,, ., (k) dada por
A~ B & 3P c GL,(k),Q € GL,, (k) tal que Q"*AP = B
es una relacién de equivalencia. Describir el conjunto cociente y determinar su cardinal.

Caso particular (endomorfismos): El teorema de cambio de base de aplicaciones lineales trata el
caso general de una aplicacion lineal u : V' — W, donde V' y W son a priori distintos. En tal caso, si
autorizamos cambios de base arbitrarios tanto en V' como en W, hemos observado que el tnico invariante
de u es su rango, que es un entero r € {0, ..., min(dimy(V), dimg(W))}.

Sin embargo, si V = W y si nos interesamos a la naturaleza geométrica de un endomorfismo v : V — V
(es decir, cuando queremos comparar u(x) y z, donde z varia en V'), entonces para poder hacer la
comparacion nos gustaria expresar tanto x como u(z) en la misma base. Por esta razon, en el caso donde
V = W, escribimos la matriz de u en la misma base & de V tanto en la partida como en la llegada.

Por ejemplo, si V= W = k es un k-espacio vectorial de dimension 1, los automorfismos de k& como
k-espacio vectorial son las homoteciaiﬂ hx:k —k, © — Az con A # 0. Si consideramos % = {1} como
la base de partida y %’ = {A} como la base de llegada, entonces la matriz de hy es (1) € GLy(k) = k>,
es decir, hemos «perdido» el factor A de la homotecia (que describe su geometria). Sin embargo, si
matenemos la misma base Z a la partida y a la llegada, entonces la matriz de hy es (\) € GLy (k) & k*.

El teorema de cambio de base de aplicaciones lineales se reduce al siguiente resultado.

Teorema 6.13 (cambio de base para endomorfismos). Sea A la matriz de un endomorfismosu:V —V
respecto a una base B de V. Si B’ es una sequnda base de V', y si P es la matriz de cambio de base de
B a B, entonces la matriz de u en la base B’ estd dada por

Mat g (u) = P~LAP.
El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

Definicion 6.14 (matrices semejantes). Sean A, B € M, (k) matrices cuadradas de tamaio n. Decimos
que A y B son semejantes si existe una matriz invertible P € GL, (k) tal que P"'AP = B. En este
caso, diremos que A y B estan en la misma clase de semejanza.

Importante: Se puede probar (cf. equivalencia de matrices) que la relacion en M, (k) dada por
A~ B« 3P € GL, (k) tal que P"'AP =B

es una relacién de equivalencia. Asi, las clases de semejanza corresponden a las clases de equivalencia
respecto a esta relacion. Cabe destacar que:

9En general, si V es un k-espacio vectorial, una homotecia es un endomorfismo de la forma hy : V — V, v — Av donde
A € k es llamado el factor de la homotecia.
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1. Dos matrices A y B son semejantes si y solamente si ellas representan, en bases diferentes, el mismo
endomorfismo u : k"™ — k" de k.

2. Si A,B € M,(k) son semejantes, entonces ellas son equivalentes. Sin embargo, el reciproco esta
lejos de ser verdad, tal como se observa ya en el caso de n = 1 que acabamos de discutir. De hecho,
las clases de semejanza forman una particion de M, (k) mucho mds fina que aquella dada por el
rango, tal como discutiremos méas adelante en el curso.

7. Operaciones elementales sobre filas y columnas

7.1. Operaciones sobre columnas

El objetivo de esta seccion es recordar los métodos algoritmicos para calcular el rango de una aplicaciéon
lineal uw : k™ — k™.

Concretamente, sea A € M, «n (k) y denotemos por (eq, ..., e,) la base canonica de k™. Procederemos a
calcular una base de Im(A) y de ker(A) de la manera siguiente.

Observemos que intercambiar las columnas C; y C; de A es equivalente a permutar, antes de aplicar A,
los vectores e; y e; de la base canonica de k™, lo que equivale a su vez a multiplicar A por la derecha por
la matriz de permutaciéon P(i, j) dado por el automorfismo de k™ que intercambia e; y e;, y que deja
fijo cada ey para ¢ # i, j. Por ejemplo, paran =4y (i,7) = (1,4) se tiene que

0
P(1,4) =

— o O

o o= O
o= O o
o O o

Del mismo modo, multiplicar una columna C; por un escalar \; # 0 es equivalente a reemplazar el vector
ej por el vector Aje;, es decir, a multiplicar A por la derecha por la matriz diagonal donde todos los
términos diagonales valen 1, excepto por el j-ésimo que vale A;.

Por otro lado, para todo A € k e ¢ # j, adicionar AC; a C; equivale a reemplazar, antes de aplicar A,
el vector e; por el vector e; + Ae;, lo que equivale a su vez a multiplicar A por la derecha por la matriz
B;;(X) asociada al automorfismo de k™ que deja fijo e; para ¢ # j y que envia e; en e; + Ae;. En otras
palabras,

Definiciéon 7.1 (operaciones elementales sobre columnas). Llamaremos operaciones elementales so-
bre las columnas a las operaciones precedentes: intercambio de columnas, multiplicaciéon de una co-
lumna por un escalar no-nulo, o adicionar AC; a C; con j # i. Gracias a la discusion anterior, observamos
que efectuar estas operaciones sobre las columnas equivale a aplicar automorfismos sobre el espacio de
partida k™, por lo que esto no cambia la imagen de A ni su rango.

Luego, podemos calcular Im(A) de la manera siguiente:

(1°) Sea iy el indice de la primera fila no-nula. Entonces, permutando columnas, podemos suponer que
ai, 1 # 0y luego, multiplicando por a;}l nos reducimos al caso a;, 1 = 1.

(2°) A continuacion, sustrayendo a;, ;C1 de C; nos reducimos al caso a;, ; = 0 para j > 2.

(3°) Sea iz el indice mas pequeno tal que existe j > 2 con a;,,; # 0. Procediendo como en los pasos
anteriores, nos reducimos al caso a;, 2 =1y a;, ; =0 para j > 3.

4° Sea ’6.3 el indice més pequeno tal que existe 7 > 3 con [0 7] 0. Repitiendo el proceso anterior,
peq q J =2 3,J P p
obtenemos una matriz de la forma siguiente:
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0 0 0 0 o --- 0
1 0 0 0 o --- 0
a2,1 0 0 0 0 - 0
; 0 0 0 0 -+ 0
Aiy 1 1 0 0 0 - 0
* * 0 0 o --- 0
A= £ 0 0 0 - 0
Aiz1  Gig,2 1 0 0 - 0
* * * 0 o --- 0
air,l air’2 air,B N 1 0 RN 0
es decir, las columnas de indice > r son nulas y, para j = 1,...,r, las columnas C;» satisfacen
Cj = €y, + Z Qg,j€¢,
E>’i]‘
con iy < ig < -+ < ip. Asi, los vectores C1,...,Cl. € k™ son linealmente independientes, y luego forman

una base de Im(A). En particular, r = rg(A).

El proceso anterior se llama reduccién de columnas, la matriz A’ obtenida de esta forma verifica
A= AP

donde P es una matriz invertible, correspondiendo a las operaciones elementares sobre las columnas que
hemos efectuado. Hemos visto que Im(A”) = Im(A); por otro lado, el ntacleo de A’ es el sub-espacio V' de
k™ generado por los vectores e,11,...,e, de la base candnica. Luego, la igualdad A’ = AP implica que

ker(A) = P(V) = Vectg(Pry1, ..., Pn),

donde P,1,..., P, denotan las tltimas (n — r) columnas de P. En efecto, si v € V entonces 0 = A'v =
APv por lo que Pv € ker(A). Reciprocamente, como P es invertible, tenemos que A = A’P~! por lo
que si x € ker(A) entonces 0 = Az = A’P~1z, de donde se obtiene que P~z € ker(A’) = V y luego
x € P(V).

La igualdad ker(A) = Vecty (P41, .., P,) permite determinar explicitamente una base de ker(A4) de la
manera siguiente. Las operaciones sobre las columnas que hemos hecho corresponden a multiplicar A a
la derecha por ciertas matrices invertibles de un tipo particular, y P es el producto de dichas matrices.
Luego, la misma serie de operaciones sobre las columnas de la matriz identidad I,, nos permite encontrar
la matriz P.

En la practica: escribimos A sobre la matriz identidad I,,, donde n es el ntumero de columnas de A (es
decir, la dimension del espacio de partida) y, a cada etapa, efectuamos las mismas operaciones elementales
sobre las columnas de las dos matrices. Obtenemos asi al final del proceso tanto la matriz A’ = AP como
la matriz P = InPE

Consideremos el siguiente ejemplo:

1 2 3 4
A=|1 3 6 6
3 8 15 16

Escribamos I, bajo la matriz A y, denotando por Cy,Cs,C5 y Cy las columnas de A, realicemos las
siguientes operaciones sobre las columnas:

10Mas atin, si m = n, es decir, cuando consideramos matrices cuadradas, podemos utilizar este proceso para determinar
si A es invertible y calcular su inversa. Veremos esto méas adelante.
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2 1 0 0 0 1 0 0 0
3 11 3 2 11 0 0
8 Cy—Cr—2C1 |3 2 6 4 3 2 0 0
0 ComCh=3Ch, 5 3 5| CaCi=8C: [T 5 3
1 C4>—>C4*4Cl 0 1 0 O C4'—>C472CQ 0 1 _3 _2
0 0 0 1 0 0o 0 1 0
0 0o 0 0 1 0o 0 0 1
Luego, Im(A) y ker(A) poseen las siguientes bases:
1 0 3 0
Im(A) = Vecty, < 11,11 > y ker(A) = Vecty, < 713 ) 52 > .
3 2 0 1

En resumen, la «reduccion de columnasy de una matriz A € M,,«,(k) nos otorga bases de Im(A) y
ker(A). Sin embargo, dado un vector Y = (y1,...,ym) € k™ (resp. X = (21,...,2,) € k™), no es
necesariamente claro si Y € Im(A) (resp. si X € ker(A)). Por lo anterior, es a veces mas comodo tener
ecuaciones que definan Im(A) y ker(A). Veremos en seguida que dichas ecuaciones se obtienen gracias
al proceso de reduccion de filas de A.

Importante: En el ejemplo anterior, el primer pivote estaba en posicion (1,1), y luego el segundo en
posicion (2,2). Evidentemente, este no es siempre el caso; en teoria, uno siempre se puede reducirse a dicho
caso intercambiando columnas, pero con un poco de practica no es necesario hacer cambios de columnas:
basta reducirse al caso de una matriz A’ donde las columnas sean escalonadas mddulo permutacion de
columnas. En tal caso, las columnas no-nulas de A’ forman una base de Im(A) y, en la matriz inferior
(obtenida a partir de I,,), las columnas bajo las columnas nulas de A’ forman una base de ker(A).

Por ejemplo, el calculo siguiente

0 0 0 1 0 0 0 1
3 1 2 1 0 1 0 1
C3—C3—4Cy 6 2 4 3 0 2 0 3
Co—=C2—2C, 1 0 0 0 C1—C1—-3C> 1 0 0 0
Cl>—>01—3C4 0 1 0 0 Cg'—)C;}—QCQ _3 1 _2 0
0 0 1 0 0 0 1 0
-3 -2 -4 1 3 -2 0 1

nos permite deducir que Im(A) y ker(A) estan dados por

1 0
0 1 _3 9

Im(A) = Vecty, < 1],(1 > y ker(A) = Vecty < ol |1 > .
2 3 3 0

7.2. Operaciones sobre filas

Sea A € M, xn (k). Podemos calcular el rango de A y, méas especificamente, ecuaciones de ker(A) y de
Im(A) realizando operaciones sobre las filas de A.

Observemos que multiplicar una fila F; de A por un escalar \; # 0 equivale a multiplicar por la izquierda
por la matriz diagonal invertible cuyos términos diagonales valen 1, excepto por el i-ésimo que vale \;.

Del mismo modo, para todo A € k e ¢ # j, adicionar AF; a F} equivale a multiplicar A por la izquierda
por la matriz invertible
Bji(A) = L +AEj;
(cuya inversa es Bj;(—\)).
Finalmente, intercambiar las filas F; y F; de A equivale a multiplicar por la izquierda por la matriz

asociada al automorfismo de k™ que intercambia los vectores f; y f; de la base canonica (fi,..., fm), ¥
que deja fijo cada f, para ¢ # i,j (esta matriz es igual a su inversa).
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Definiciéon 7.2 (operaciones elementales sobre filas). Llamareoms operaciones elementales sobre
las filas a las operaciones precedentes: intercambio de filas, multiplicacién de una fila por un escalar
no-nulo, o adicionar AF; a Fj con j # . Gracias a la discusién anterior, observamos que efectuar estas
operaciones sobre las filas equivale a aplicar automorfismos sobre el espacio de llegada k™, por lo que
esto no cambia el nucleo de A ni su rango.

Luego, podemos calcular ecuaciones de ker(A) e Im(A) de la manera siguiente:

(1°) Sea j; el indice de la primera columna no-nula. Entonces, permutando filas, podemos suponer que
a1,j, # 0y luego, multiplicando la primera fila por ai}l nos reducimos al caso a1 ;, = 1.

(2°) A continuacion, sustrayendo a; j, Fy de F; para todo ¢ > 2, nos reducimos al caso a;;, = 0 para
12> 2.

(3°) Sea j2 el indice mas pequefio tal que existe ¢ > 2 con a; j, # 0. Procediendo como en los pasos
anteriores, nos reducimos al caso as ;, =1y a;,, = 0 para ¢ > 3.

(4°) Sea js el indice mas pequeno tal que existe ¢ > 3 con a; j, # 0. Repitiendo el proceso anterior,
obtenemos una matriz de la forma siguiente:

0 1 % ayj, * aij - ayj *
000 1 Agjs - A2,
0 0 O 0 0 1 * as, j,.

*

A//

O : : 0 . : o
0 0 O 0 0 0 0 1 * %
0

oo0oo0o o0 o 0O - 0 00
Tenemos que A” = QA, donde Q € GL,,(k) es invertible, por lo que ker(A) = ker(A”). En particular,
rg(A) = rg(A”) = r.
Mas atn, A” provee directamente ecuaciones de ker(A”). En efecto, considerando el sistema lineal

Ty
A// : _ O

Tn

observamos que podemos escoger arbitrariamente x; para i & {j1,...,Jjr}, y que cada z;, se expresa en
funcién de los x; con i > jy.

Por otro lado, Im(A"”) es el sub-espacio W de k™ generado por los vectores f1, ..., fm, de donde deducimos
que Im(A4) = Q= '(W). Sin embargo, no es necesario calcular la inversa de la matriz ) para tener
ecuaciones de Im(A). En efecto, si escribimos la matriz A de lado de un vector columna arbitrario

Y1
Y=]|:|ck™
Ym
y aplicamos tanto a A como a Y las mismas operaciones sobre las filas, obtenemos al final
(A"=QA|Y" =QY),

de donde se deduce que Y € Im(A) si y s6lo si Y € Im(A”) y, dado que Im(A"”) = Vectg(f1,..., fr),

tenemos que Y € Im(A”) si y sélamente si las tltimas (n—r) coordenadas y;’, ,,..., ¥, deY"” son nulas.
En conclusion, Im(A) estd determinada por las ecuaciones y,',y =0,...,y, = 0.

Consideremos el siguiente ejemplo:
1 2 3 4
A=11 3 6 6
3 8 15 16

—_
—_

24



Apliquemos la reducciéon de filas a la matriz A y a un vector columna arbitrario Y:

1 2 3 4|y
1 3 6 6 |y
3 8 15 16| ys

Primero, las operaciones Fy — Fy — F} y F3 — F3 — 3F} nos permiten obtener

1 2 3 4 Y1
013 2| yp—-un |,
0 2 6 4 Y3 — 3y1
y luego la operacion Fs — F3 — 2F5 nos da
1 2 3 4 Y1
01 3 2 Ys — 1
0 0 0 0]ys—3y1—2(y2—%1)=y3—y1—2y2

Asi, las ecuaciones de ker(A) estan dadas por

T, + 2x9 +3x3 +4x4 =0
To 4+ 3x3+ 224 =0

Dichas ecuaciones expresan tanto zo como x; en funciéon de x3 y 4, que a su vez podemos escorger
arbitrariamente. Eligiendo 3 =1y x4 =0 (resp. 3 =0y x4 = 1), obtenemos los vectores

3 0
— -2
u=14 resp. v=|
0 1

que forman por lo tanto una base de ker(A).
Por un lado, como @ es invertible, las soluciones de la ecuacion AX =Y son las mismas que las soluciones
de la ecuacion QAX = QY es decir, A”X =Y. Por otro lado, el sistema

1 + 2I2 + 31‘3 + 4.174 = Y
Ty +3x3+204 = Y2—11
0 = ys—y1— 2y

posee soluciones si y sélamente si

Ys = y1 + 2yo. (*)
Obtenemos asi que (ED es una ecuacion de Im(A). Por ejemplo, escogiendo y; =1y y2 =0 (resp. y1 =0
y y2 = 1), obtenemos que los vectores

1 0
0 resp. 1
1 2

forman una base de Im(A).

Importante: En el ejemplo anterior, el primer pivote estaba en posicion (1,1), y luego el segundo en
posicion (2,2). Evidentemente, este no es siempre el caso; en teoria, uno siempre puede reducirse a dicho
caso intercambiando filas, pero con un poco de practica no es necesario hacer cambios de filas: basta
reducirse al caso de una matriz A” donde las filas sean escalonadas mddulo permutacion de filas. En tal
caso, las filas no-nulas de A” dan ecuaciones de ker(A), y las filas de lado de las filas nulas de A” dan
ecuaciones de Im(A).

Por ejemplo, el calculo siguiente

3 15 8 16 | w1 0 6 2 4|y —3ys 0 0 0 O0|y1—2y2—wys
1 6 3 6 |y | 2205351 003 1 2| yo—ys | 2202800 0 3 1 2] yo—uys
1 3 2 4|y ) PoPB 1 3 2 4 Ys 1 3 2 4 Ys
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nos permite deducir las siguientes ecuaciones para ker(A)
31’2+1’3+21’4 =0
z1 +3xo +2x3+4x4 =0
y la ecuacion y; — 2ys — y3 = 0 para Im(A).

Relacién con los sistemas lineales: La reduccién de filas es equivalente a la teoria de sistemas lineales
estudiada durante el primer ano. En efecto, si denotamos por X al vector columna

x

asociamos a la matriz A € M,,«, (k) el sistema lineal AX = 0, es decir, las m ecuaciones
11 + ...+ ainTp =0 (Fz)

dada por las filas F1, ..., F}, de A. Sea s el rango de dicho sistema, es decir, el niimero maximo de filas de A
que son linealmente independientes (es decir, s = rg(tA)). El método general de reduccion de filas muestra
que, haciendo operaciones elementales sobre las filas de A, este sistema posee las mismas soluciones que el
sistema escalonado A” X = 0, donde A” es la matriz con lineas escalonadas que obtuvimos anteriormente.
Sij1 < ... < js denotan las columnas donde se encuentran los pivotes sobre las filas 1. .., s de A, podemos
escorger arbitrariamente x; para ¢ & {j1,...,Js}, y cada xj, se expresa en funcion de los z; para ¢ > jj.
Luego, el espacio de soluciones de este sistema, que no es nada mas que ker(A), es de dimension igual a
n—s. Por otra parte, como dimy ker(A) = n —rg(A) gracias al teorema del rango, obtenemos el corolario
siguiente (que ya demostramos anteriormente usando otros métodos):

Corolario 7.3. Para toda matriz A € My, (k) se tiene rg(*A) = rg(A).

7.3. CaAalculo de la inversa de una matriz cuadrada

Sea A € M, (k) una matriz cuadrada. Podemos utilizar el algoritmo de reduccion de columnas para
determinar si A es invertible y, en caso de serlo, calcular su inversa.

Denotemos por (eg,...,e,) la base canonica de k™. Si la primera fila de A es nula, entonces A no
es invertible, puesto que en tal caso la imagen de A estaria contenida en el sub-espacio generado por
€2,...,en. Podemos por ende suponer que la primera linea de A es no-nula. Asi, la primera etapa del
algoritmo de reduccion de columnas nos otorga una matriz A; = AP; cuya primera linea es

(1 o .- O) .
Seat € {2,...,n} y supongamos que luego de t — 1 etapas obtenemos una matriz
Ay 1 =AP - P,

donde las primeras t — 1 filas son de la forma

1 0 0 O 0
* 1 0 0 0
* *x 1 0 0

Si la t-ésima fila tiene todos sus coeficientes de indice > t nulos, entonces Im(A) esta contenido en el
sub-espacio generado por las columnas Ay,..., A;—1 y por los vectores e;y1,...,e, de la base canonica,
por lo que A no es invertible.

Obtenemos asi las alternativas siguientes: o bien durante el proceso de reduccion de columnas obtenemos
una matriz de la forma

Ay

* % X% o x =
¥ ¥ ¥ |¥ = O
* % ¥ |—= OO
* X OO O O
* % OO O O
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en cuyo caso A no es invertible (gracias a la discusion anterior), o bien obtenemos una matriz triangular
inferior con 1 sobre la diagonal:

1 0 0 0
* 1 0 0
A, =1 * * 1 0
0
n1 QAp2 *°° Apn-—1 1
por lo que sustrayendo a,;C,, a la j-ésima columna, para j = 1,...,n — 1, obtenemos una matriz
1 0 0 0
* 1 0 0
An+1 = AnPn+1 = * * 1 01>
An—-11 Gn-12 - 1 0
0 0 0 0 1
por lo que sustrayendo a continuacion a,,—1,;Cy,—1 a la j-ésima columnas, para j = 1,...,n—2, obtenemos
una matriz
1 0 0 0
* 1 0 0
An+2 = AnPn+1Pn+2 = * * 1 01>
o --- 0 1 0
0 0 O 1

etc. Continuando de esta forma, llegamos a una matriz A” = AP que es igual a la matriz identidad I,,.
Luego, P = A~'. M4s atin, tal como observamos anteriormente, la matriz P se obtiene escribiendo al
comienzo del proceso la matriz identidad I,, bajo la matriz A, y efectuando en cada etapa las mismas
operaciones elementales sobre las columnas de ambas matrices. Asi, al final del proceso obtenemos arriba
a la matriz A’ = AP =1,,, y abajo la matriz I,P = P = A~

Sea k = Q y consideremos el ejemplo siguiente:

2 -1 1
A=(1 0 3
1 2 0
Luego,
2 -1 1 1 0 0 1 0 O
1 0 3 Ci—ticy (1/2 1/2 5/2 1/2 1 0
1 2 0| eeetrian |1/2 5/2 —1/2|  ca2es |12 5 13
1 0 0 CSHC3*%C1 1/2 1/2 —1/2 C3—C3—5Co 1/2 1 -3
0O 1 0 0 1 0 0 2 -5
0O 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
C1r—>C1+2—16C3 (1/2 1 0 0 1 0
C2—C2+ 5 Cs 0 0 1 C1—C1—3Cs 0 0 1
ooy | B/13  —2/13  3/13 6/13 —2/13  3/13
~5/26 1/13  5/13 ~3/13 1/13  5/13
1/26  5/13 —1/13 —2/13  5/13 —1/13

de donde obtenemos que A es invertible y que

6/13 —2/13 3/13
Al =|-3/13 1/13 5/13
-2/13  5/13 —1/13
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Notemos que, en lugar de la serie de operaciones elementales sobre las columnas que utilizamos anterior-
mente, podriamos elegir cualquier serie de operaciones sobre las columnas de tal suerte que se obtengan
los célculos més simples posibles. Asi, en el ejemplo anterior, es mas conveniente realizar las operaciones
siguientes:

2 -1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 3 CisCs 0o 1 3 0 1 0
1 2 0 comci42c, | =2 5 2| oy3s05-3¢c, | =2 5 —13
1 0 0] cs—Cs+0s 0 1 0 0O 1 -3
0 1 0 -1 2 1 -1 2 =5
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0
C1Cr— 2 Cs 0 1 0
CorsCat 2503 0 0 1
Com—tcs | 6/13° —2/13 3/13
-3/13 1/13  5/13

—2/13  5/13 —1/13

Importante: En general, podemos utilizar también el proceso de reduccion de filas, tal como se ilustra
a continuacion.

Sea A € M, (k). Si la primera columnas de A es nula, entonces A no es invertible. Luego, podemos
suponer que la primera columna de A es no-nula. Asi, la primera etapa del algoritmo de reducciéon de
filas nos otorga una matriz A; = QA cuya primera columna es

1
0

0
Sea t € {2,...,n} y supongamos que luego de ¢t — 1 etapas obtenemos una matriz

A1 =Qu1--- Q1A

donde las primeras t — 1 columnas son de la forma

1 *x =%
0 1 =«
0 0 1
0
0 0 O

Si la t-ésima columna tiene todos sus coeficientes de indice > ¢ nulos, entonces Im(A) esta contenido en el
sub-espacio generado por los vectores eq,...,e;—1 de la base canénica y por las columnas A;1q, ..., Ay,
por lo que A no es invertible.

Obtenemos asi las alternativas siguientes: o bien durante el proceso de reduccién de filas obtenemos una
matriz de la forma

1 % % | x *
0 1 == *
0 0 1/|=x *
Ar=170 0 0[]0 * =
S I O
0 0 0|0 =% =

en cuyo caso A no es invertible (gracias a la discusion anterior), o bien obtenemos una matriz triangular
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superior con 1 sobre la diagonal:

1 * .- ain

o
—

A2n

A, = 0 O 1 * *

Gn—1,n

0o 0 0 O 1

por lo que sustrayendo a;, F;, a la i-ésima fila, para i =1,...,n — 1, obtenemos una matriz
1 * % ajp1 O
0 1 *  A2,np—1 0
An+1 = QnJrlAn =10 0 1 0],
0o - 0 1 0
0 0 O 1
por lo que sustrayendo a; ,—1F,—1 a la i-ésima fila, para ¢ =1,...,n — 2, obteneoms una matriz
1 % 0 0
0 1 = 0 O
Apio = QuiaQuiiA, =0 0 1 0 01
0 .. 010
0 0 0 0 1

etc. Continuando de esta forma, llegamos a una matriz A” = QA que es igual a la matriz identidad
I,. Luego, @ = A~!. M4s atn, tal como observamos anteriormente, la matriz @) se obtiene escribiendo
al comienzo del proceso la matriz identidad I,, al lado de la matriz A, y efectuando en cada etapa las
mismas operaciones elementales sobre las filas de ambas matrices. Asi, al final del proceso obtenemos a
la izquierda la matriz A” = QA =1,,, y a la derecha la matriz QI, = Q = AL,

Sea k = Q y consideremos el ejemplo precedente:

2 -1 1|1 0 0 Py 1 —1/2 1/2 ] 1/2 0 0
FQ?—)F2—§F1

1 0 3{010|——=[0 1/2 52 |-1/2 10

1 2 0|0 0 1) W=l \ o 5/2 —1/2]|-1/2 0 1

1 —-1/2 1/2|1/2 0 0

a2l 0 1 5 1-1 2 0

Fafs=sl2 \'g 0 —13| 2 -5 1

Fl}—)F1+LF3 _ —
pomtET (1 —1/2 0] 15/26 —5/26 1/2
SRR E

: 0 1 0]-3/13 1/13 5/13
F3——13F3 0 0 1 _2/13 5/13 _1/13
1 0 0] 6/13 -2/13 3/13
1
SRR L0 10| =313 113 5/13
0 0 1|-2/13 5/13 -1/13

de donde se concluye que A es invertible y que

6/13 —2/13 3/13
A'=1-3/13 1/13 5/13
—2/13  5/13  —1/13

Notemos nuevamente que, en lugar de la serie de operaciones elementales sobre las filas que utilizamos
anteriormente, podriamos elegir cualquier serie de operaciones sobre las filas de tal suerte que se obtengan
los calculos més simples posibles. Asi, en el ejemplo anterior, es mas conveniente realizar las operaciones
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siguientes:

2 -1 1|1 0 0 Fis Py 1 0 3]0 1 0
1 0 3[o 10| 2=2822 09 1 51 -2 0
1 2 0olo o 1) B8 g o _3/0 -1 1
10 310 1 0

forFs 01 5 |-1 2 0

FsmBst2le \ g g 13 2 -5 1

F10—>F1+%F3

At 6/13 —2/13 3/13
—_

1 00

0 1 0|-3/13 1/13 5/13
Foo—ggls \ 0 0 1|-2/13 5/13 —1/13
iAtencion! En este algoritmo para calcular A~! hay que escoger si se hacen operaciones sobre las
columnas o bien sobre las filas, pero no hay que mezclarlas (!).
En efecto, si hicieramos a la vez operaciones sobre las filas y columnas de A, y si hicieramos las mismas
operaciones sobre la matriz identidad I,,, llegariamos al final del proceso a un par de matrices

y por ende la primera igualdad nos darfa A = Q~'P~! de donde obtenemos A~! = PQ. Sin embargo,
en el lado derecho habriamos calculado QP en lugar de PQ.

Ejercicio 7.4. Sea k un cuerpo. Supongamos que una matriz invertible A € GL,, (k) conmuta con todas
las matrices invertibles, es decir, supongamos que

AB = BA

para toda B € GL, (k). Probar que A = Al,, es una homotecia, para cierto A # 0.

8. Apéndice: existencia de bases (de Hamel)

El presente apéndice tiene dos objetivos: el primero es demostrar el teorema fundamental sobre espacios
vectoriales finitamente generados (ver Teorema , y el segundo es probar el hecho que todo espacio
vectorial (no necesariamente finitamente generado) admite una base. Si bien que este ultimo hecho es
una generalizacién del primero, por motivos sicologicos he decidido separar la discusion en dos partes
relativamente independientes.

8.1. Teorema fundamental de espacios vectoriales finitamente generados

Referimos al lector a la seccion §3] para recordar los conceptos de familias generadoras y familias lineal-
mente independientes, asi como la caracterizaciéon de conjuntos linealmente independientes infinitos dada

por el Lema [3.7]

Recordemos que un k-espacio vectorial V' es finitamente generado si posee un conjunto de generadores
finito, es decir, si existen vy, ...,v, € V tales que V' = Vectg(v1,...,v,). El objetivo de esta seccion es
probar el siguiente resultado, anunciado anteriormente en el Teorema [3.10]

Teorema 8.1. Sea V' un k-espacio vectorial finitamente generado. Entonces:

1. Euxisten bases de V', y todas tienen el mismo cardinal n; este entero se llama la dimensién de V
sobre k y es denotada dimg (V') o simplemente dim(V').

2. De toda familia generadora F podemos extraer una base, en particular .F es de cardinal > dimyg (V).
Mads ain, si card(F) = dimg (V) entonces .F es una base de V.

3. Toda familia linealmente independiente es de cardinal < dimy (V). Mds ain, toda familia lineal-
mente independiente de cardinal dimg (V') es una base de V.
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4. Teorema de la base incompleta: Toda familia linealmente independiente puede ser completada en
una base de V.

5. Todo sub-espacio W de V es de dimension finita < dimg (V). Mds ain, si dimg(W) = dimg (V)
entonces W = V. En otras palabras, todo sub-espacio vectorial distinto de V es de dimension
< dlmk(V)

Comencemos por introducir la siguiente terminologia.
Definicion 8.2. Sea V un k-espacio vectorial, y sea .# = (v;);c; una familia de vectores de V.

1. Decimos que # es una familia generadora minimal si es una familia generadora y si «no
podemos hacerla mds pequenia», es decir, si para todo sub-conjunto J C I, la familia (v;);es no es
generadora.

2. Decimos que .# es una familia linealmente independiente maximal si es una familia lineal-
mente independiente y si «no podemos hacerla mds grande», es decir, si para todo v € V' \ .7, la
familia .# U {v} es linealmente dependiente.

Proposicion 8.3. Sea V' un k-espacio vectorial y sea F = (v;)icr una familia no-vacia de vectores de
V. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. % es una base de V.
2. F es una familia generadora minimal.
3. F es una familia linealmente independiente maximal.

Demostracion. Supongamos que (v;);cr es una base de V, es decir, que es una familia generadora y
linealmente independiente. Entonces, para todo i € I, la familia (v;);jer (i} no es generadora: en caso
contrario, v; se escribirfa como combinacién lineal de los v;, donde j # ¢, de donde obtendriamos una
relacion lineal no-trivial v; — (Av;, +...+ Aqv;,.) = 0. Esto prueba que (v;);ecr es una familia generadora
minimal.
Maés atn, todo v € V se escribe como una combinacion lineal (de un nimero finito) de v;, por lo que si
v € %, la familia estrictamente mayor .% U {v} es linealmente dependiente. Esto prueba que (v;);cs es
una familia linealmente independiente maximal. En otras palabras, tenemos que (1) implica (2) y (3).
Veamos que (2) implica (1). Para esto, supongamos que (v;);es es una familia generadora minimal y
probemos que ella es linealmente independiente. En caso contrario, tendriamos una relaciéon lineal no-
trivial

)\11)1'1 + ...+ )\TU“ =0

donde 7 > 1y donde, sin pérdida de generalidad, los \; # 0. Asi, v;, = =\ ! Zj# Ajvi; y luego la
familia (v;);ep s,} ya serfa generadora, contradiciendo la hipotesis de minimalidad. Concluimos que (2)
implica (1).

Finalmente, veamos que (3) implica (1). Para esto supongamos que (v;);cs es una familia linealmente
minimal y probemos que ella es generadora. Sea v € V' \ .%, entonces la familia .% U {v} es linealmente
dependiente, por lo que existe una relaciéon lineal

PO+ Avi, + .o+ Ay, =0

que es no-trivial (es decir, p1 y los A; no son todos nulos). Notar que es imposible que @ = 0, pues en

tal caso tendriamos que Ay = ... =\, = 0, pues los v; son linealmente independientes. Asi, y # 0 y por
ende v = —pu " (A\jvy, + ...+ Apv;,). Luego, Z es una familia generadora, de donde concluimos que (3)
implica (1). O

Corolario 8.4. Todo k-espacio vectorial finitamente generado posee una basd 1}

M Aqui, y en todo el texto, adoptamos la convenciéon que el conjunto vacio () es una base del espacio nulo {0}. En
particular, Vecty (0) = {0}.
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Demostracion. Sea V un k-espacio vectorial finitamente generado. Por definicion, V' es generado por una

familia finita {v1,...,v,}. Esta familia contiene una sub-familia generadora % de cardinalidad minimal,
la cual es por ende una familia generadora minimal. Gracias a la proposiciéon anterior, dicha familia %
es una base de V. O

Para probar el resultado principal de esta seccion necesitaremos el lema siguiente.

Lema 8.5. Sea V un k-espacio vectorial y sean m > n dos enteros positivos. Sea vy,...,v, € V un
conjunto de vectores, y sean uq, ..., Uy, vectores de V que son combinaciones lineales de los vy, ..., v,.
Entonces, los vectores uy,...,u,, son linealmente dependientes.

Demostracion. Procedemos por inducciéon en n. El resultado es claramente cierto para n = 1, por lo que
supondremos n > 2 y que le resultado es cierto para n — 1. Escribamos

U, = a11v1 +...+ a1pvn

Uz = ag1V1 + ...+ a2,Up

Uy, = Am1V1 + ..o+ QmnUn-

Si todos los u; son combinacion lineal de los n — 1 vectores vo, ..., v,, entonces los u; son linealmente
independientes, gracias a la hipotesis de induccién. En caso contrario, moédulo reordenar los indices si
fuese necesario, podemos suponer que a1 # 0. Luego, para i = 2,...,m, los m — 1 vectores

l -1
U; = Ui — Q31077 UL

son combinacién lineal de los n — 1 vectores vs, ..., v, y por ende son linealmente independientes, gracias
a la hipotesis de induccién. Asi, existen escalares Ao, ..., A, no todos nulos, tales que

0= )\211/2 + ...+ )\mu;n = XUs + ... + AUy, — (Z )\ia“aﬁl) Ui,
=2

de donde concluimos que los vectores uq, ..., U, son linealmente dependientes. O

Observacion 8.6. El lema precedente tiene las siguientes importantes consecuencias: Sea V un k-
espacio vectorial generado por un numero finito de elementos x1,...,xyN. Gracias al corolario anterior,
V posee una base B = (v1,...,v,) formada den < N elementos. Dado que B es una familia linealmente
independiente, el lema precedente implica que:

(a) Toda familia generadora de V' posee al menos n elementos.

(b) Toda familia generadora de V' constituida por exactamente n elementos es minimal, y luego es una
base de V.

De mismo modo, dado que & es una familia generadora de V, el lema precedente implica que:
(a’) Toda familia linealmente independiente de V' posee a lo mds n elementos.

(b”) Toda familia linealmente independiente de V' constituida por exactamente n elementos es maximal,
y luego es una base de V.

En conclusion, toda base de V', siendo a la vez una familia generadora y linealmente independiente, estd
constituida exactamente por n elementos.

Veamos a continuacion la prueba del teorema fundamental de espacios vectoriales finitamente generados.

Demostracion del Teoremal8l Ya hemos visto los puntos (1), (2) y (3). El Teorema de la base incomple-
ta (4) se deduce del hecho que toda familia linealmente independiente puede completarse en una familia
linealmente independiente maximal, es decir, en una base de V.

Finalmente, para probar (5) consideremos un sub-espacio W de V. Gracias a (3), toda familia linealmente
independiente de elementos de W es de cardinal < n = dimg(V), por lo que W posee una familia
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linealmente independiente maximal %, de cardinal m < n. Luego, ¥ es una base de W, pues ¥ es una
familia linealmente independiente maximal, de donde concluimos que W es finitamente generado, y de
dimension m < n. Si ademads se tiene m = n entonces, gracias a (3), € es una base de V' (y luego genera
V), de donde se concluye que W = V. O

8.2. Lema de Zorn y existencia de bases de Hamel

Hemos visto que todo espacio vectorial finitamente generado posee una base. Pero, jqué sucede con los
espacios vectoriales que no son finitamente generados (tales como el espacio €([0,1],R) de funciones
continuas de [0, 1] con valores reales)?, jposee un tal espacio vectorial una base?.

Veamos qué ocurre en algunos ejemplos sencillos.
Ejemplo 8.7.

1. Consideremos el espacio R[X] de polinomios en la variable X con coeficientes reales. Tal como
observamos anteriormente, dicho R-espacio vectorial no esta generado por ningtn conjunto finito.
Por otra parte, todo polinomio puede ser escrito como una tnica una combinacién lineal finita de
los monomios (X™),en. En otras palabras, (X™),cn es una base de R[X].

2. Sea R*® (o también RY) el espacio vectorial de todas las sucesiones infinitas (ag, a1, as,...) de
ntmeros reales, con la suma y multiplicaciéon por escalares componente a componente. ; Qué podria
ser una base de R>°?

Una familia natural a considerar es {eg, e1, €2, ...} generalizando la base candnica de R". En otras
palabras, e; es la sucesién compuesta sélo de ceros, excepto en la posicion i-ésima donde aparece un
1. Dicha familia es linealmente independiente, sin embargo no es generadora: el espacio generado
por ellos es por definicion (!) el conjunto de sucesiones tales que s6lo un namero finito de términos
no son cero. Asi, el vector v = (1,1,1,...) no puede ser escrito como una combinacién lineal finita
de los e;.

Dado que el vector v no puede ser escrito como combinacién lineal de los e;, la familia formada
por los e; y por v es linealmente inpedendiente. Lamentablemente, dicho conjunto tampoco es una
base: el vector (1,2,3,4,...) no es una combinacion lineal de los e; y v. Podriamos intentar repetir
este proceso agregando cada vez un vector nuevo y esperando que eventualmente termine para
asi obtener una base de R*°. Sin embargo, es posible probar que ningin conjunto numerable de
vectores de R puede ser una base de R*°, por lo que incluso de R posee una base, no seremos
capaces de construirla simplemente agregando elementos uno por uno a la familia canonica (e;);en.

3. El mismo argumento anterior, implica que si consideramos V' como el sub-espacio de R* dado
por las sucesiones convergentes de ntumeros reales, entonces (e, e1,€s,...) es una familia lineal-
mente independiente que no es generadora. En efecto, la sucesion constante (1,1,1,...) € V es
convergente.

4. Sea (?(R) el sub-espacio de R formado por todas las sucesiones cuadrado sumables, es decir, aque-

llos vectores (ag, a,as, . ..) tales que la serie Y ;o a? converge. Este espacio incluye a los elementos
e; de la familia candnica, pero no esta generado por ellos. En efecto, el vector (1, %, %, %, ...) € 2(R)
(la suma anterior vale 4/3), pero no es una combinacién lineal finita de los e;. ;Posee £*(R) una
base?

5. El conjunto R de los niimeros reales puede ser considerado como un espacio vectorial sobre el cuerpo
Q de los numeros racionales. ;Cual podria ser una base?

El posible probar que los elementos v/2,v/3, V5,6, ... son linealmente independientes, pero ellos
no generan a R puesto que también se necesitan elementos tales como 7,72, 72, ..., que también
forman un conjunto linealmente independiente. En efecto, dado que QQ es un conjunto numerable,
uno puede probar que cualquier sub-espacio de R generado por un sub-conjunto numerable de R
debe ser también numerable. Dado que R no es numerable, ningin conjunto numerable puede ser
una base de R sobre Q. Esto significa que una base de R sobre Q, si llegase a existir, va a ser dificil
de describir.
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Los ejemplos anteriores nos senalan que incluso aunque pudiesemos demostrar que todo espacio vectorial
admite una base, esto no quiere decir que dicha base sea fécil de encontrar o de describir. El principal
resultado de esta seccion es el siguiente.

Teorema 8.8 (Bleicher (1964), Halpern (1966)). Todo k-espacio vectorial admite una base.

Para probar este importante resultado es necesario utilizar el Lema de ZOTWE que recordamos a conti-
nuacion.

Recuerdo (Lema de Zorn): Sea P un conjunto y sea Z una relacion en P. Si para todo (a,b) € P x P
tal que (a,b) € #Z escribimos a < b, entonces decimos que Z es un orden parcial si es:

1. reflexiva: a < a para todo a € P,
2. anti-simétrica: si a < by b < a entonces a = b, para todos a,b € P,
3. transitiva: si a < by b < c entonces a < ¢, para todos a,b,c € P.

El par (P, %) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.

Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea 7' C A un sub-conjunto. Decimos que T es total-
mente ordenado o una cadena si para todos a,b € T se tiene que a < b o bien b X a.

Sea T' C P una cadena y sea s € P. Decimos que s es una cota superior de T sit < s para todot € T.
Un conjunto parcialmente ordenado no vacio tal que toda cadena posee una cota superior es llamado un
conjunto inductivo.

Sea m € P. Decimos que m es un elemento maximal si para todo a € P se tiene que m < a implica
que m = a.

Finalmente, el lema de Zorn afirma que todo conjunto inductivo posee al menos un elemento mazimal.

Demostracion del Teorema[8.8. Sea V un k-espacio vectorial. Sea P el conjunto de todas las familias .#
linealmente independientes de V', parcialmente ordenado por la inclusiéon de conjuntos. Dicho conjunto
es no-vacio pues cualquier vector v # 0 de V' define una familia linealmente independiente {v}. Sea

F1C Fp S F3C -

una cadena en P. El conjunto . = J;~, #; pertenece a P, puesto que la uniéon creciente de familias
linealmente independientes es linealmente independiente, y es claramente una cota superior para la
cadena anterior. Asi, el Lema de Zorn implica que existe una familia linealmente independiente maximal.
Luego, la Proposicion [8.3]implica que .# es una base de V. O

Importante: El mayor inconveniente en la demostracion del teorema anterior es que, a menos que la
dimension de V sea finita (o al menos numerable), no da ningin método para calcular concretamente
alguna base. Asi, a pesar de que el Lema de Zorn nos asegura la existencia de bases, en la practica, este
hecho puede ser un poco intil si no tenemos un procedimiento para hallar una.

Por esta razon, las bases no son comunmente usadas en espacios vectoriales de dimensién infinita y es
necesario encontrar otros reemplazos. Debido a lo anterior, una base de un espacio vectorial de dimensién
finita es llamada una base de Hamel para poder distinguirla de otras nociones mas tutiles que usualmente
(jy confusamente!) son llamadas bases.

Por ejemplo, en Andlisis de Fourier se construyen ciertas «bases» ortonormales que permiten expresar
vectores como combinaciones lineales infinitas, que son llamadas series de Fourier. En la practica, a
pesar de que un espacio vectorial de dimension infinita posea una base ortonormal numerable (como
por ejemplo €([0, 1], R)), puede ocurrir perfectamente que ninguna base de Hamel sea numerable. Otra
importante diferencia entre dichas bases ortonormales y las bases de Hamel es que no es cierto que toda
combinacién lineal infinita de elementos de la base ortonormal pertenezca a nuestro espacio vectorial
(esto ocurre en %([0,1],R), por ejemplo).

12Es un hecho conocido, que el Lema de Zorn es equivalente al Axioma de elecciéon. En 1984, Andreas Blass publica el
articulo Existence of bases implies the axiom of choice, donde prueba que la existencia de bases de todo espacio vectorial
es equivalente al Axioma de eleccion.
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