Quiz 3 — ALGEBRA LINEAL AVANZADA (MAT210, 2025-1)
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Problema 1 (50 puntos)

Sea V = R* con base canénica ¢ = (e1, €2, €3, ¢e4), y considere las formas lineales /1, fo, (3,4 € V* dadas por
Uy =€l +e5+e5, lo=2e;5, U3 =2e;5, {4 = 3e].
(a) (20 puntos) Probar que (¢, ¢, ¢3,¢4) es una base de V*.
(b) (30 puntos) Determinar una base & = (f1, f2, f3, f1) de R* tal que (¢1, {3, f3,4,) sea la base dual de .

Indicacion: Escriba cada f; como combinacion lineal de los e; y determine explicitamente las constantes requeridas.
Puede expresar su respuesta usando coordenadas en la base €.

Solucién: Para (a) suponemos que existen A; € R tales que £ := A1 + Aalo + A3l + A\yly = 0 en V*. Luego, {(e1) =
)\1 = O7 €(€2> = )\1 + 2/\27 4(63) = )\1 + 2/\37 6(64) = 3/\4 = O, i.e., /\1 = )\2 = )\3 = )\4 =0 y 1uego (61,62753,44) son l.i.
y por ende una base, dado que dimg(V*) = dimg (V) = 4. Para (b) notamos primero que si f = (a,b,c,d) € R* entonces
L(f) =a+b+c b(f) =2b, l3(f) = 2¢, L4(f) = 3d y luego 4;(f1) = ;1 implica f1 = (1,0,0,0), £;(f2) = d;2 implica
f2=(=%,1,0,0), ;(f3s) = 6;3 implica f3 = (—3,0,1,0), y £;(f1) = &4 implica f4 = (0,0,0, 3).

Problema 2 (50 puntos)

Considere R* con coordenadas (z,y, z,t) respecto a la base canénica ¢ = (ey, ez, €3,e4) y considere la forma cuadratica real
Q:R* SR, (z,y,2,t) — a2 + 5y? + 422 + 10t% 4 2xy + 2xt + 2yt.

(a) (10 puntos) Determinar la matriz Ag = (B(e;, e;))1<ij<a € My(R) asociada a la unica forma bilineal simétrica
B :R* x R* = R determinada por Q.

(b) (30 puntos) Utilizando el método reduccion de Gauss, determine el rango y signatura de Q.
(c) (10 puntos) Determine los vectores isotropos de R* respecto a la forma cuadratica Q.

Solucién: Para (a), utilizamos el algoritmo visto en clases (o bien la formula de polarizacion) para calcular
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Para (b), consideramos la variable x para escribir Q(x,y, z,t) como
22 4 2x(y + 1)+ (5y* +422 + 102+ 2yt) = (x+y +1)2 — (y+ )% + 5y? + 422 + 1062 + 2yt = (v +y + 1) + 4y* + 422 + 912,

ie, Q = (2 + 03 + (3 + (3, donde las /; son las mismas formas linealmente independientes. Luego, la signatura de @ es
(p,q) = (4,0) y rg(Q) = 4+ 0 = 4. Por ultimo, para (c) basta notar que @ es definida positiva y por ende {0} es el tanico
vector isotropo.



