Nombre y apellido :

Quiz 1 MAT210

ROL :

INSTRUCCIONES GENERALES:

La evaluacion comenzard a las 9:00 AM del dia Sabado 2 de Mayo 2020 y debe ser entregada a mas
tardar a las 14:00 PM del dia Sabado 2 de Mayo 2020.

Lea cuidadosamente cada una de las preguntas y responda justificando de forma clara, concisa y
ordenada.

Se pueden utilizar los apuntes del curso durante la evaluacién. Es importante destacar que sélo se
supondrén conocidas las nociones alli vistas, y todo argumento utilizando resultados adicionales (no
justificados) no serd considerado.

Pruebas donde se detecte copia, plagio de respuestas en Internet, utilizacion de software para efectuar
calculos, y/o cualquier situacién de fraude académico serén calificadas con nota cero. Cabe destacar
que AULA cuenta con un sistema de deteccién de plagio.

La evaluacién debe ser enviada a través de la plataforma AULA en un tnico archivo PDF, el cual
debe contener la resolucién de la evaluacidén, la cual debe estar escrita a mano. Adicionalmente, el
archivo debe tener por nombre |Q1_MAT210_Apellido_Nombre.pdfl

Los problemas son independientes y pueden ser abordados en el orden que usted prefiera.
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Problema 1 (50 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar la relacién entre las matrices de permutacién de tamano n xn y
los elementos del grupo de permutaciones S,,.

Sea k un cuerpo y n € N un entero positivo. Si denotamos por (ei,...,e,) la base canénica de k",
definimos la matriz de permutacién P(o) € M, (k) asociada a la permutacién o € S,, como la matriz
asociada a la aplicacién lineal p, : k" — k" dada por py(e;) = e,(;) para todo i € {1,...,n}, respecto a la
base canénica. En otras palabras, P(o) = Mat(, ..)(ps)-

1. Describir todas las matrices de permutacion de tamano 3 x 3, es decir, describir explicitamente los
elementos del conjunto {P(0)}ses,-

2. Probar que para todo o € S, la matriz P(o) pertenece a GL,, (k) y calcular su inversa.

3. Demostrar que det(p,) = €(0) es la signatura de la permutacién o € S, para toda permutacién
oges,.

Solucion:

1. (10 pts) Cada matriz de permutacién P(o) se obtiene al permutar las columnas de la matriz iden-
tidad usando o. El grupo simétrico S3 estd dado por Ss = {id, (1,2),(2,3),(1,3),(2,3,1),(3,1,2)},
por lo que los elementos P(o) estdn dados por:

1 00 010 100
P@d)=10 1 of, P((1,2))=|1 0 o], P((2,3)=|0 0 1],
0 01 001 010
0 01 0 0 1 010
P((1,3))=]0 1 of, P((23,1))=|1 0 of,P((3,1,2))=|0 0 1
1 0 0 010 1 00
2. Dado que o € S, es una biyeccién, p, envia una base (e1,...,e,) de k™ en una base (€4(1), - - -, €y(n)) de

k™. Luego P(0) es invertible, i.e., P(c) € GL,(k) (10 pts). Notar que (p,-1 0 ps)(e:) = po-1(€s()) =
€s-1(a(s)) = €i para todo i€ {1,...,n}. Luego, pat = p,-1 y en particular P(o)~! = P(c7!) (10 pts).

3. Tenemos que det(p,) = det(P(0)) = Yres, €(T)Pr(1)1" Pr(n)n, donde P(o) = (pi;) € Mnp(k). Por
definicién de p, y de P(c), los tinicos elementos p,(;); # 0 no-nulos son aquellos de la forma p,(;); = 1.
Luego, la suma anterior se reduce a ¥ ¢, €(T)Pr(1)1""Pr(n)n = €(0)Po(1)1" Po(n)n = €(7), de donde se
concluye el resultadoﬂ (20 pts).

! Alternativamente, se puede usar directamente las propiedades vistas en clase para deducir que dets(e(1)s---1€o(n)) =
e(o)detg(es,...,en) =c(o).



Problema 2 (50 puntos)

El objetivo de este problema es calcular el determinante de una matriz de una forma muy particular, que
aparece de forma natural en el contexto de la interpolacién por polinomios en Anélisis Numérico.

Sea k un cuerpo y n € N*! un entero positivo. Sean a1,...,a, € k elementos arbitrarios y fijos durante todo
el problema. Consideremos la matriz A, (a1,...,a,) € M,(k) definida por
11 1
a as - ap
An(ar,...;an) =] a? a3 - a2
arl gl !

1. Para n =2, calcular el valor de det(A3(aj,az)).

2. Definamos el polinomio P € k[ X ] mediante P(X) := det(A(ay,...,an-1,X)), el cual es un polinomio
de grado n — 1 (esto ultimo, puede usarlo directamente sin demostracién). Determinar las raices de
P(X) en k y deducir que el coeficiente que acompaiia X" ! es det(A,_1(a1,...,an-1)).

3. Calcular el valor exacto de det(As(ai,a2,as)) usando los puntos (1) y (2). Deducir una férmula
general para det(A(ay,...,a,)) y probarla usando induccién.

Solucion:

1 1
1. det =ay —ay (5 pts).
ap az

2. Dado que el determinante es una forma multilineal alternada, sabemos que si dos columnas de una
matriz son iguales entonces el determinante es cero. En particular, P(a;) = det(A(aq,...,an-1,0;)) =
0 para i € {1,...,n—1} (10 pts). Luego, P(X) = ¢(X —a1)(X —az) (X —an_1) = cX" 1+ ..,
donde c € k es el coeficiente principal de P(X). Para determinar ¢ notamos que en el desarrollo por
columnas del determinante

1 1 1
al as X
P(X)=det| o a3 - X?
a?f—l ag—l Xn—l
la inica forma de obtener X! es desarrollar la tiltima columnaﬂ (+1)-X"tdet(An_1(a, ..., an 1))+

(-1) X" 2¢, o+...+(-1)""1cy, donde los ¢; € k son los cofactores correspondientes. Luego, el término
que acompaiia X" ! es det(A,-1(a1,...,a,-1)) (15 pts).

3. Sabemos que P(X) =det(An-1(a1,...,an-1))(X-a1)(X-a2)(X-a,-1) y que det(A,(ai,...,a,)) =
P(ay), por lo que si n = 3 obtenemos que det(Az(ai,az,a3)) = det(Az2(ai,az2))(as —ai)(as —ar) =
(a2 —a1)(as—a1)(asz —az) (5 pts). Luego, deducimos que det(A,(a1,...,an)) =icicj<n(aj—a;) (5
pts). En efecto, por induccién (y los puntos anteriores), tenemos que det(A4, (a1,...,ay)) estd dado
porf]
det(An(ai,...,an)) =det(Ap_1(a1,...,an-1))(an —a1)(an —a2)(an — an-1)

= (Micicjsn-1(a; = a;)) (an = a1)(an = a2)-+(an = an-1) = Micicjn(aj — a;) (10 pts).

2 Alternativamente, también se puede argumentar usando la férmula det(A) = X,cq, €(0)a0(1)1° 0o (n)n y Dotando que

sélo hay que considerar los sumandos que contienen el término as(nyn = @nn = X"t por lo que o = (¢',mn) con
o' € Sy-1 para dichos sumandos (y en particular e(c) = e(c’), pues o y ¢’ tienen el mismo nimero de inversiones). Asf,

n-1 n-1 7 .
Yores, 1 €(0)aor (1)1 Ao/ (n-1yn-10nn = X" T g €(0)ar(1)1Uor(n-1yn-1 = X" det(An-1(a1,...,an-1)), y €l término que
acompaifia X" ! es det(An-1(ai,...,an-1)).

3Este determinante es conocido comtinmente como determinante de Vandermonde.



