GUIA 3 DE EJERCICIOS (MAT210)

PEDRO MONTERO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Sea k un cuerpo, y sea V un k-espacio vectorial de dimension finita dimg (V') = n.

1.

El objetivo de este ejercicio es verificar que las propiedades de matrices que conmutan no son
necesariamente ciertas para matrices que no conmutan. Més especificamente:

=) el )

matrices en Ms(R). Probar que A y B son diagonalizables, AB # BAy que A+ By AB no

son diagonalizables.
0 1 0 0
Eip = (0 O) y FEa= (1 O)

(b) Sean
matrices elementales en My (k). Probar que E?y = F2, =0, E19E2 # Eo1E12, y que Ejo+ Eo
v F12F51 no son nilpotentes.

(a) Sean

Sea A € M,(C) tal que A € C es su tnico valor propio. Describir su descomposicion de Dunford
A =S5+ N,y describir A en términos de S'y N.

Consideremos la matriz real
1 1 1
A=10 1 1
0 0 1

(a) Determinar la descomposicion de Dunford A = S+ N de la matriz A.

(b) Calcular el orden de nilpotencia de N.

(¢) Deducir, a partir de los puntos anteriores, una formula para A™ para todo n € N.

Sea A € M, (R) una matriz real. Supongamos que existe P € GL,(C) matriz invertible compleja

tal que P"*AP = D es una matriz diagonal con coeficientes reales (i.e., D € M,,(R)). Probar que
existe Q € GL,(R) matriz invertible real tal que Q~1AQ = D.

Sea a € R y consideremos la matriz

0 0 0 O
1 0 0 1

A= 01 0 a S M4(R)
0 01 —a

Determinar los valores de a € R de tal suerte que A sea diagonalizable sobre R.

Calcular el nimero de clases de equivalencia de clases de semejanza de matrices nilpotentes en
Mg (k). Dar un representante de cada clase.

Sean Ai,..., A, € C nameros complejos distintos. Sea P(X) = [[*_;(X — \;))™ conn; > 1y
ny + ...+ n, =: n. En particular, el Teorema de Jordan implica que el nimero de clases de

semejanza de matrices complejas A € M, (C) tales que P4 = P es igual a p(n1)---p(n,), donde
p(n;) es el ntmero de particiones de n; € N=1.

(a) Sea P(X) = X"—3X6+3X5— X% ;Cudl es el nimero de clases de semejanza de matrices en
M7(C) con polinomio caracteristico P?



(b) Dado P(X) = ?Zl(X — A;)™ como en la introduccién del ejercicio, definimos
€ (P)={A € M,(C) tal que P4 = P}.
(Bajo qué condicion sobre P el conjunto €' (P) esta formado por una tnica clase de semejanza?

8. Sea u : V — V un endomorfismo tal que su polinomio caracteristico P, € k[X] escinde sobre k, y
sea u = ug + u, su descomposicion de Dunford. Sea % una base de V tal que

,él,I”,li,O,L,Q,, ,:]“,1,;,0,;,,0,,
| | L.
S=l o0 o0 |y N=L 00
0 jOjApInp OjOjan
9. Consideremos la matriz real

0 1 0
A=|-5 4 1
-2 1 2

(a) Determinar la forma candnica de Jordan de A.

(b) A partir de lo anterior, deducir la descomposicion de Dunford A = S+ N de A. Determinar el
orden de nilpotencia de N.

(c) Usando los puntos anteriores, determinar una matriz B € M3(R) tal que A = B2. ;Es B tnica?

10. El objetivo de este ejercicio es verificar a mano que ciertas normas son equivalentesﬂ Mas especi-
ficamente:

a) Probar que para todo (x € R2 se tiene
(a) que p Y

%umy)ng < @ 9lloo < N1 9) -

(b) Sea V =R"™ o C". Probar que para todo = € V se tiene
[2]loo < ll2ll2 < flzfly < nfl2]lco-

11. Sean A = (ai;) y B = (b;;) matrices en M>(R). Proba1E| que ||AB|1 < |A|l1]|B]l1-

12. Sea k = R o C. Sea (A,,)men una sucesion de matrices tal que A,, € GL,, (k) para todo m € N.
Supongamos que (A, )men converge a A € M, (k) y que (A;,})men converge a B € M, (k). Probar
que A € GL, (k) y que A=! = B. Dar un ejemplo de una sucesion (M,,)men de matrices invertibles

que converge a cierta M € M, (k), pero tal que (M, 1), ey diverge y M & GL,, (k).

m

13. Sean (am)men ¥ (bm)men dos sucesiones de ntimeros complejos tales que las series Y~ am y
Z;o:o b, convergen a a € C y b € C, respectivamente. Se define su producto de Cauchy como
la serie Y7 ¢ donde

k

Cr = Zaébk_é = apbg + a1bp_1 + ... + apbg.
£=0

1En general, si V' es un espacio vectorial de dimensién finita sobre R o C, entonces todas las normas en V son equivalentes
(ver §24 del curso).

2En §24 del curso, probamos que esto es cierto para matrices de tamaifio arbitrario. El objetivo de este problema es
reescribir la demostraciéon en el caso particular de matrices 2 x 2.




14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

Enoo§24 del curso se pruebaﬂ que si Z::o Qm V ;S::o bim c(c;r)wergen absolutamente entonces

Y ook converge (absolutamente) al producto (3°,"_;am)(D > _qbm) = abo.oDe hecho,ogon un

poco méas de esfuerzo, se puede probar que basta que una de las dos series, >~ am 0> b,

converga absolutamente para tener el mismo resultado. El objetivo de este ejercicio es probar que
_ (="

esta condicion es realmente necesaria. Mas especificamente, sea a,, = b, = — 7 bara todom € N:

(a) Probar que Y~ am = Y _obm es convergente pero que no es absolutamente convergente.
(b) Calcular ¢ = ZIZ:O agb—¢ y probar que |c;| > 1 para todo k € N.

(c) Concluir que el producto de Cauchy > -, ¢ diverge.

Sea A = (a;;) € M,(C) matriz compleja tal que |a;;| < L para todo i,5 € {1,...,n}.

(a) Probar que la sucesion de matrices (Sp,)men definida por

Spm=1,+A+ A2+ .. .+ A™

es convergente.

(b) Probar que B :=1, — A es invertible, y que B~! = lim S,,.

m—roo

Sea k=R o C, ysea Aec M,(k).

(a) Probar que exp('A) = ‘exp(A).
(b) Probar que det(e?) = e'"(4).

Consideremos la matriz real

2 -1 2
A=110 -5 7
4 =2 2

a) Calcular la forma canonica de Jordan J de A.

(a)
(b)
(

c¢) Calcular la exponencial exp(J) y deducir el valor de exp(A).

Deducir a partir de lo anterior la descomposicion de Dunford A = S + N de A.

Sea A € M,(R) una matriz real. Definimos el coseno cos(A) € M,(R) de A (resp. el seno
sin(A) € M, (R) de A) como la parte real (resp. imaginaria) de la matriz compleja e'4 € M,,(C).

(a) Probar que las matrices cos(A) y sin(A) conmutan, y que cos(A)? + sin(A4)? = I,,.

0 1 . (0 1
(b) Sea 6 € R. Calcular cos (O 9) y sin <0 9>.

Resolver (i.e., determinar la solucion general) el sistema diferencial

¥=xz+y
y = —dx — 3y

Determinar la tinica soluciéon que verifica (x(0),y(0)) = (1,2).
Resolver el sistema diferencial
r=y—122
Y =—x+2y— 20z
Z'=x -5z

Resolver la ecuacién diferencial =’ + 32" — 42 = 0.

Encontrar todas las soluciones reales de la EDO 2(™) () = x(t).
Indicacion: Tratar separadamente el caso n par y el caso n impar.

Encontrar una EDO lineal homogenea con coeficientes constantes reales tal que las dos funciones
f(t) =t2cos(2t) y g(t) = t3e~* sean soluciones.

3Mejor aun, se prueba que esto es valido también para series matriciales.



