GUIA 2 DE EJERCICIOS (MAT210)

PEDRO MONTERO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Sea k un cuerpo, y sea V un k-espacio vectorial de dimension finita dimg (V') = n.

1.

Sea u € End, (V) y v € V un vector propio asociado al valor propio A € k. Probar que para todo
polinomio @ € k[X] se tiene que Q(u)(v) = Q(AN)v.

Sean Vi, V5 C V dos sub-espacios vectoriales de V. Consideremos la aplicaciéon lineal
p:Vix Vo=V, (v1,v2) = p(v1,v2) := v1 + va.

(a) Sidenotamos a la imagen Im(p) C V por V; + Vo, demostrar que Vi + Vo = Vect(V1, V2) es el
sub-espacio vectorial generado por Vi y Vs.

(b) Probar que ker(p) = {(v, —v), v € Vi N Va} y deducir que ker(p) = V4 NVs.
(¢) Deducir que
dlmk(‘/l + ‘/2) = dln’lk(Vl) + dlmk(‘/g) - dimk(Vl N va),
yque V=V, &V, siysolosi V= Vecty(V1,Va) y V1 NVa = {0}.
Sean Vi,...,V, C V sub-espacios vectoriales de V tales que V = @?:1 Vj, y sea %; una base de

V; para j € {1,...,p}. Consideremos un endomorfismo v : V' — V' y supongamos que u(V;) C V;
para todo j € {1,...,p}. Probar que

AL 0,0
Matgg(u)z 0 : ‘. : 0
004,
es una matriz diagonal por bloques, donde # = (%1,...,%,) es la base obtenida al yuxtaponer

las bases de Vi,...,V, y donde A; € M, (k) con n; = dimy(V}).

Sea u : V. — V un endomorfismo. Probar que A € k es el @nico valor propio de w si y so6lo si
u = A Idy es una homotecia (de factor ).

Calcular valores y vectores propios de la matriz de rotacion compleja Ag € M>(C) dada por

T

donde 6 € R es un angulo real. Concluir que Ay es diagonalizable sobre C.

Sea P € k[X] y a € k. Probar que a es una rafz multiple de P (i.e., de multiplicidad > 2) si y s6lo
si P(a) = P'(a) = 0E|

Sea A = (a;j)1<ij<s € Ms(R). En la formula explicita del determinante de A, ;cuél es el signo
correspondiente al término a; gas 73,164,605 306,407,208,57

Sea u : V. — V un endormorfismo y & = (ey,...,e,) una base de V. Probar que Matg(u) es
triangular superior si y solo si Mats (u) es triangular inferior, donde € = (e, ep—1,.-.,€1).

El objetivo de este problema es comparar los valores propios, traza y determinante de un automor-
fismo u € GL(V) y de su inverso u~! € GL(V). Sea u € GL(V) un automorfismo de V:

(a) Expresar los valores propios de u~! en términos de los valores propios de w.

!'Recuerdo: Si P € k[X] esta dado por P(X) = agX?+...+ a1 X +ag, entonces la derivada formal de P esta definida
por P/(X) = dagX? ' + ...+ 2a2X + a1 € k[X]. Por ejemplo, si k = F, y P(X) = XP — X + 1 € Fp[X] entonces
P/(X) = —1 es un polinomio constante (no-nulo).



10.

(b) Probar que u es diagonalizable si y solo si u~! es diagonalizable.

(c) Sea A € GL, (k) una matriz triangular superior invertible con términos diagonales dados por
Al,..., A € k. Probar que A™! es una matriz triangular superior y determinar sus términos
diagonales.

(d) Deducir, usando el punto anterior, que si P, € k[X] escinde sobre k, i.e., se factoriza de la
forma P, (X) = H;L=1(X — );) donde A; € k (no necesariamente diferentes), entonces

B n 1 B n 1
det(ut) = H SV tr(u™t) = Z o
. j:l ]

Seanu:V — V yv:V — V endomorfismos. Probar que v owv y v o u tienen los mismos valores
propios.

11. Sea V = Vectg(cos(z),sin(z)) C €°(R,R) el sub-espacio vectorial real generado por las funciones

COSeno y seno.

(a) Calcular dimg (V).

(b) Probar que la derivacion d : €°°(R,R) — €< (R,R), f(x) — f'(z) induce un endomorfismo
dy :=d|y : V = V de V. Determinar rg(dy ).

(c) Probar que dy no posee vectores propios.

(d) Consideremos Vg = Vecte(cos(z), sin(x)) € €°° (R, C) el espacio vectorial complejo generado
por las funciones coseno y seno. Determinar una base de V¢ formada por valores propios de
d\/C : V(C — Vc.

12. Sea u : V. — V un endomorfismo, y sean A = Matg(u) € M,(k) y B = Matg(u) € M,(k)
dos matrices representando a u respecto a las bases By € de V (i.e., A y B son semejantes:
existe P € GL, (k) tal que B = P"1AP). Probar que B® = P~'A"P y, en particular, A" y B"
representan al mismo endomorfismo u™ : V' — V para todo n € N21.

13. Determinar valores y vectores propios de la matriz real

3 1
=(3 )
Calcular A™ para todo n € N21.

14. Sea u : V — V un endomorfismo diagonalizable. Demostrar que V' = ker(u) @ Im(u).

15. El objetivo de este problema es obtener un algoritmo para calcular el maximo comun divisor entre
dos polinomios no-nulos en k[X]. Si P es un polinomio no-nulo, definimos med(P,0) := P. Sean
A, B € k[X] no-nulos tales que gr(B) < gr(A):

(a) Considerar la divisiéon euclideana de A(X) por B(X) dada por
A(X) = Qo(X)B(X) + Ro(X),
donddﬂ se cumple gr(Rp) < gr(B). Probar que un polinomio D(X) divide A(X) y B(X) siy
solo si D(X) divide B(X) y Ro(X). Deducir que med(A, B) = med(B, Ry).
(b) Sea A1(X) := B(X) y B1(X) := Ro(X). Describir la division euclideana de A (X) por By (X),
y definir convenientemente nuevos polinomios As(X) y Ba(X).
(¢) Proponer un algoritmo para generar polinomios Ay11(X) y Br+1(X) a partir de los polinomios
Ap(X) y Br(X). Demostrar que en cada etapa se tiene la desigualdad
gr(Ak+1) + gr(Br+1) < gr(Ax) + gr(Bx).
2Recordemos que, por convencion, el grado del polinomio nulo es gr(0) := —1. Luego, si B(X) = B € k\ {0} es un

polinomio constante entonces gr(Ro) < gr(B) implica que Ry = 0.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

(d) Concluir que eventualmente By (X ) = 0 para cierto N, es decir, el algoritmo termina. Y deducir
que med(A4, B) = mcd(Ay,B1) = ... =mecd(An,0) = An.

(e) Usar el algoritmo anterior para calcular el maximo comun divisor entre los polinomios reales
AX)=X2+7X+6y B(X)=X?—-5X —6.

(f) Usar el algoritmo anterior para calcular el maximo comtn divisor entre los polinomios reales
AX)=X4+X? - X?2-2X -2y B(X)=X3-1.

El objetivo de este problema es estudiar las factorizaciones de polinomios con coeficientes en R.

(a) Demostrar que todo polinomio P € R[X] con coeficientes reales es el producto de polinomios

reales de grado < 2. Indicacion: Agrupar las raices complejas no-reales en pares conjugados.
(b) Para todo n € N=1, descomponer el polinomio real P(X) = X™ — 1 como producto de poli-
nomios reales de grado < 2. Utilizar la factorizaciéon del polinomio X® — 1 para determinar el
2m

valor exacto de cos (?)

Sea v : V — V un endomorfismo y m,, € k[X] su polinomio minimal.

(a) Probar que gr(m,) =1 (i.e., m,(X) = X — X para cierto A € k) si y solo si u es una homotecia
(de factor A). En particular, m,(X) = X siy solo si u = 0.

(b) Sea A € Ms(k) una matriz 2 x 2. Probar que si A no es una homotecia, entonces my = Py.
Utilizar esto para construir una matriz real A € M(R) tal que m4(X) = P4(X) = X2 + 1.

(¢) Dar un ejemplo de una matriz 3 x 3, A € M3(k), que no sea una homotecia y que cumpla
gr(ma) < gr(Pa).

Sea
2 -1 1
A=11 0 1] € M;3R).
1 -1 2

(a) Determinar el polinomio minimal m4 € R[X] de A.
(

)
b) Probar que para todo n € N, existen reales a,,, b, € R tales que A" = a, A + b,15.
(¢) Calcular explicitamente a,, y b, en funcion de n.

(d) Deducir una férmula explicita para A™.

Determinar el polinomio minimal de las matrices reales siguientes:

10 0 0 1100
01 0 1 010 0
A=1o 1 10l ¥ B=l0o 01 0
00 0 0 000 2

Consideremos la matriz diagonal por bloques

A= (“(1)1 i) € M, (k).

(a) Demostrar que el polinomio minimal m4 € k[X] de A divide al producto ma,ma, de los
polinomios minimales de los bloques A1 y As.
(b) Dar un ejemplo donde m4 = ma, ma, y un ejemplo donde gr(ma) < gr(ma,ma,).

El objetivo de este problema es probar un criterio muy tutil para determinar si un endomorfismo es
diagonalizable.

(a) Sea u : V — V un endomorfismo. Demostrar que u es diagonalizable si y solo si existe un
polinomio @ € k[X] que escinde sobre k con raices simples tal que Q(u) = 0.

(b) Utilizar el criterio anterior para probar que toda matriz compleja A € M, (C) que verifica
A3 =1, es necesariamente diagonalizable. ;Qué puede decir en el caso real?

(c) Utilizar el criterio anterior para probar que toda matriz compleja A € M, (C) que verifica
A? =1, es necesariamente diagonalizable. ;Qué puede decir en el caso real?



