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Estas notas son material adicional al curso de Algebra Lineal para estudiantes de segundo afio en Mate-
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1. Recuerdo sobre los nimeros complejos

Sea C el cuerpo de los nimeros complejos. Denotamos por ¢ € C una raiz cuadrada de —1, la cual
fijaremos durante todo el texto. Asi, todo z € C se escribe de manera wnica como

z=a+1b,

donde a,b € R. En particular, R? — C, (a,b) — a + ib es un isomorfismo de espacios vectoriales reales.
Orientaremos al espacio euclideano C =2 R? declarando que la imagen de la base canénica de R? por el
isomorfismo anterior es una base directa, i.e., la base ordenada (1,4) es una base directaﬂ Por convencion,
identificamos Ry {a+ib € C | b = 0}, y diremos que todo complejo perteneciente a este altimo conjunto
es real, y escribiremos z € R. Del mismo modo, los elementos de iR := {a +ib € C | a = 0} seran
llamados imaginarios puros.

Definicién 1.1. Sea z € C un ntimero complejo.

1. Si escribimos z = a + b con a,b € R. Decimos que a (resp. b) es la parte real (resp. parte
imaginaria) de z, y la denotaremos Re(z) (resp. Im(z)). Luego, z = Re(z) + i Im(z).

2. La conjugaciéon compleja es la aplicaciéon que a todo z = a + ib asocia z := a — ib.

3. Si escribimos z = a +ib con a,b € R, entonces 2z = a® + b?, y definimos el médulo de z mediante

|z| := V2Z.

Informalmente, esto quiere decir que declaramos como angulos positivos aquellos que van en sentido anti-horario.




4. Si z # 0, entonces z/|z| tiene médulo 1, y luego es de la forma e? = cos(f) + isin(f). Asi, todo
z € C\ {0} posee una forma polar

z=pe’, donde p=|zl cRZ°y € R mébd 277Z.
En particular, si suponemos § €] — 7, 7] entonces 6 es tnico, y lo llamamos el argumento de z.
Ejercicio 1.2. Sean z,z’ € C dos ntuneros complejos.

a) Probar que Re(—iz) = Im(z) y que Im(iz) = Re(z).

b) Probar que z +z = Re(z), 2 —Z = 2iIm(z), y que z € R si y solo si z =Z.
c¢) Probar que z + 2/ =z + 2/, que zz’ = z2' y |22'| = |z||¢/]..
d) Probar que si z € C cumple que z € R y que iz € R, entonces necesariamente z = 0.

2. Formas hermitianas

Antes de dar la definicion formal de una forma hermitiana, veamos el ejemplo fundamental a considerar.

Ejemplo 2.1. En R?, la norma euclideana ||(z,y)|| = /22 + y? estd definida a partir (de la raiz cuadra-
da) del producto escalar canénico {(x1,41), (X2,y2)) = z122 + y1y2. Si consideramos ahora los nimeros
complejos z1 = x1 +iy1 ¥ 22 = X2 + Y2, nos gustaria construir una funcién h : C x C — C tal que para
21 = zy obtengamos h(z1, z1) = 2% + y3.

Notar que si considerasemos simplemente el producto z1ze = (21 + iy1)(x2 + iy2) = (z122 — Y1y2) +
i(r1y2 + T2y1) entonces para z; = 29 obtendriamos 27 = (22 —y?) +i2x1y1, el cual no es necesariamente
real y que no podemos usar para calcular el médulo de z;.

Por otra parte, dado que |z|? = 2%, si consideramos cualquiera de las dos funciones
hi(z1,22) = 2172 0 ha(21,22) := hi(z1, 22) = Z122,

entonces obtenemos para z; = z5 el resultado esperado.

Es muy importante notar que hy y hs no son formas bilineales complejas, puesto que h;y (resp. hs) es
C-lineal en la primera variable (resp. segunda variable), pero no es lineal en la segunda (resp. en la
primera). Por ejemplo, para todos z1, 22, 23 € C (pensados como vectores) y todo A € C (pensado como
escalar) se tiene:

h1(21 + )\22, 23) = h(Zl, 23) + /\h(ZQ, 2’3) y hl(Zg, 21+ )\22) = hl (23, 2’1) + Xh,l(Zg, 22).
Luego, hy anti-lineal (o lineal conjugada) respecto a la segunda variable: diremos que hp es sesquilineal.

En lo que sigue supondremos que los espacios vectoriales son de dimension finita, a pesar que de la
mayoria de las definiciones tienen sentido en dimension arbitraria.

Definicion 2.2 (aplicacion anti-lineal). Sean V, W dos C-espacios vectoriales. Decimos que una funcion
@ :V = W es una aplicacién anti-lineal si para todos vy,vs € V y todo A € C se tiene que

p(v1 +v2) = p(v1) + @(v2), (A1) = Ap(v).

Observacion 2.3. Es muy importante observar que si V' es un espacio vectorial sobre C, entonces pode-
mos definir el espacio vectorial conjugado V' de la manera siguiente: como grupo abeliano definimos
V=V y, siveV esun vector y X\ € C un escalar, entonces definimos la multiplicacion por escalares

en V mediante B
A-vi= v,

donde el lado derecho lo definimos a partir de la estructura de espacio vectorial complejo de V. Luego,
una funcion ¢ : V. — W es anti-lineal si y solo si la funcion ¢ : V. — W es una aplicacion lineal (en el
sentido usual).



Definiciéon 2.4 (forma sesquilineal). Sea V' 2 C™ un espacio vectorial complejo. Decimos que una
funcion h: V xV = C, (z,y) — h(z,y) es una forma sesquilineal si:

1. h es C-lineal en la primera variable, i.e., para todos z,y,z € V y A € C se tiene que
h(Az,y) = Ah(z,y) v h(z+y,2) =h(z,2)+ h(y, 2).

2. h es anti-lineal en la segunda variable, i.e., para todos x,y,z € V y A € C se tiene que
h(z,\y) = Mh(z,y) v h(z,y+ 2) = h(z,y) + h(z, 2).

Denotamos por Sesq(V') al espacio vectorial complejo de formas sesquilineales en V. Finalmente, dada
una forma sesquilineal h : V x V — C, definimos la forma sesquilineal adjunta h* : V xV — C
mediante la formula h*(x,y) := h(y, x).

Ejercicio 2.5. Probar que la forma sesquilineal adjunta h* : V x V' — C es una forma sesquilineal.

Observacion 2.6. En vista de la observacion anterior, una forma sesquilineal h : V- x V. — C es lo
mismo que una forma C-bilineal h: V xV — C.

A Es importante senalar que, tal como lo vimos en el Ejemplo podemos considerar también formas
anti-linealeales en la primera variable y C-lineales en la segunda variable. Esta tltima convencion es
comunmente usada en Fisica, puesto que es coherente con la notaciéon bra-ket introducida por Dirac.

Definicion 2.7 (forma (anti-)hermitiana). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo. Decimos que una
forma sesquilineal A : V x V' — C es:

1. una forma hermitiana si h* = h, i.e., h(x,y) = h(y, x) para todos z,y € V.

2. una forma anti-hermitiana si h* = —h, i.e., h(z,y) = —h(y, z) para todos z,y € V.

Denotaremos por Herm(V) (resp. AntiHerm(V')) al espacio vectorial real de formas hermitianas (resp.
anti-hermitianas) de V.

Proposicion 2.8. Sea V = C" un espacio vectorial complejo. Una forma sesquilineal h sobre V es
hermitiana si y sdlo si h(x,x) € R es real para todo x € V.

Demostracion. Si h es hermitiana entonces h(z,y) = h(y,z) implica (tomando x = y) que h(z,z) =
h(z,z), i.e., h(xz,x) € R. Por otra parte, si la forma sesquilineal h verifica h(z,z) € R para todo z € V
entonces para todos x,y € V' tenemos que

h(.’E,y)-f—h(y,fE) :h($+y,x+y)—h(1’—y,x—y) ER?

por lo que h(z,y) — h(y,xz) = (h(z,y) + h(y,x)) + (h(y,x) + h(y,z)) € R. Si reemplazamos x por iz

€R =2Re(h(y,z))ER
obtenemos

i(h(z,y) — h(y,x)) = h(iz,y) + ih(y, x) = h(iz,y) + (—i)h(y, ) = h(iz,y) — h(y,iz) € R.

Por otra parte, si a € C verifica a € Ry ia € R entonces necesariamente a = 0, de donde concluimos que
h(z,y) — h(y,z) = 0 y luego h es hermitiana. O

Observacién 2.9. Sea h: V x V — C forma sesquilineal en V' = C™. Dado que (ih)* = —ih*, se tiene
h hermitiana < ih anti-hermitiana, h anti-hermitiana < ih hermitiana.
En particular, h es anti-hermitiana si y sdlo si h(v,v) € iR (imaginario puro) para todo v € V.

Notemos que toda forma sesquilineal i se descompone de manera tGnica en una suma
h=0+q,
donde o es hermitiana y « anti-hermitiana, donde
1 1
o= §(h+h*) y a= i(h_h*)

En particular, tenemos el siguiente resultado.



Proposicion 2.10. Sea V = C" espacio vectorial complejo. Entonces, tenemos una descomposicion en
suma directa de espacios vectoriales reales

Sesq(V) = Herm(V) @ AntiHerm(V'),
donde 1
dimg Herm (V') = dimg AntiHerm(V') = 3 dimg Sesq(V') = dim¢ Sesq(V).
Demostracion. La discusion anterior implica directamente que Sesq(V) = Herm(V)@® AntiHerm (V') como
R-espacios vectoriales. Méas atin, tenemos un isomorfismo R-lineal
Herm(V) = AntiHerm(V'), h ~ ih,
de donde se deduce la relacion entre las dimensiones. O

Tal como en el caso de formas bilineales reales, podemos describir formas sesquilineales en términos
matriciales. Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y sea & = (ey,...,e,) una base de V. Dados
vectores

n n
T = ijej eV, y= Zyjej eV,
=1 =1

la hipotesis de sesquilinealidad de h : V' x V' — C implica que

n

h(z,y)=h ijej,y = ijh(ej,y) = szh (ej,Zykek> = Z z;Tx h(ej,ex).
j=1 j=1 j=1 k=1

— j=1k=1

3

Luego, si definimos hji := h(e;, ex) € C entonces
hwy) = > hik,T.
1<j,k<n

Reciprocamente, toda expresién de esta forma con coeficientes hj;, € C arbitrarios define una forma

sesquilineal b : V x V — C. En particular, Sesq(V') = M,,(C) y luego dimc Sesq(V) = n?.

Definicion 2.11. Sea V' =2 C™ un espacio vectorial complejo y sea & = (ey,...,e,) una base de V.
Dada una forma sesquilineal h : V x V — C, definimos la matriz de h en la base % mediante

H = Matg(h) := (hjr)i1<jr<n = (h(ej, ex)) 1<) k<n-

Mas atn, si A = (a;i) € Mpxp(C) es una matriz compleja de n filas y p columnas, llamamos la matriz
adjunta a la matriz A* € M,.,,(C) dada por la transpuesta conjugada

A* = "4 = (@)
En particular, Matg(h*) = H*.
Ejercicio 2.12. Sean A € M, «,(C) y B € Mpx,(C) matrices complejas.
a) Probar que (A*)* = Ay que la aplicaciéon A — A* es anti-lineal.
b) Probar que (AB)* = B*A*.
¢) Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea & = (ey,...,e,) unabasede V.Sih: V xV — C

es una forma sesquilineal de matriz H = (hj) respecto a %, probar que para x = Z?Zl zjej e

y =Y 1_, ykex se cumple que B
h(z,y) = XHY,

donde
Mo Y1

X=]|:1€C" y Y=]:|ecC"
Tn Yn

son los vectores coordenadas de = e y respecto a 4. Deducir que si %’ es otra base de V' y
P = Matg(%') es la matriz de cambio de base, entonces

H' = Matg (h) = '"PHP.



A Usualmente en Fisica se utiliza la notacion A* para referirse a la matriz conjugada de A (que nosotros
denotamos A), y se usa Al para referirse a la matriz adjunta de A (que nosotros denotamos A*).

Una consecuencia inmediata de la definicién de matriz adjunta es la siguiente caracterizacion matricial
de las formas hermitianas y anti-hermitianas.

Proposicion 2.13. Sea V = C™ un espacio vectorial complejo, y sea h : V. x V. — C una forma
sesquilineal. Entonces, para toda base % de V se tiene que:

1. La forma h es hermitiana si y sélo H* = H (i.e., '"H = H).
2. La forma h es anti-hermitiana si y sdlo si H* = —H (i.e., '"H = —H).
donde H = Matg(h) es la matriz de h en la base A.

Demostracion. Sea % = (eq,...,e,) una base arbitraria de V. Gracias al Ejercicio (¢), si escribimos
n n
T =35 Tjej ey =), yke entonces se cumple que

h(z,y) = 'XHY,
donde
X=|:]leC" y Y=|:]|eC
Tn Yn

son los vectores coordenadas de z e y respecto a Z. En particular, h*(z,y) = ‘XH*Y y luego h* = h
(resp. h* = —h) siy solo si H* = H (resp. H* = —H). O

Definiciéon 2.14 (matriz (anti-)hermitiana). Sea A € M, (C) una matriz compleja. Decimos que A
es una matriz hermitiana (resp. matriz anti-hermitiana) si A* = A (resp. A* = —A). Deno-
taremos por Herm,, (C) (resp. AntiHerm,,(C)) al espacio vectorial real de matrices hermitianas (resp.
anti-hermitianas).

Observacion 2.15.

1. Si A = (aji) € M,(C) es una matriz hermitiana, los coeficientes diagonales a;; verifican a;; = @5,
y luego aj; € R. De manera andloga, si A es una matriz anti-hermitiana entonces sus coeficientes
diagonales son imaginarios puros.

2. Notemos que dimge Sesq(V) = n? y la relacion

dimg Herm (V') = dimg AntiHerm(V) = % dimg Sesq(V') = dim¢ Sesq(V)

implican que dimg Herm,,(C) = dimg AntiHerm,,(C) = n?.

Definiciéon 2.16 (forma cuadratica hermitiana). Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea
h:V xV — C una forma hermitiana. La forma cuadratica hermitiana asociada a h es por definicion
la funcién @ : V — R dada por

Q(z) = h(z,xz) paratodoz e V.
En particular, para todo x € V' y todo A € C se cumple
Q(\z) = h(Ax, A\x) = A\h(z, x) = |A\?Q(x).

Observacién 2.17. Dado que h es una forma hermitiana, tenemos que Q(x) = h(z,z) € R para todo
xz €V (c.f. Proposicion @) Luego, Q estd asociada también a la forma bilineal real B : V x V — R
dada por (z,y) — B(z,y) := Reh(z,y), la cual es simétrica pues

B(y,z) = Reh(y,z) = Reh(z,y) = Re h(z,y) = B(z,y).



En particular, Q es una forma cuadrética real si pensamos V = R2" como un espacio vectorial real. Mds
aun, la forma cuadrdtica real Q verifica la propiedad adicional

Q(\z) = [\2Q(z) YA€EC, Vz eV

Veremos que esta ultima propiedad permite distinguir a las formas cuadrdticas hermitianas entre las
formas cuadrdticas reales (ver Proposicion , Finalmente, es importante destacar que una forma
cuadrdtica hermitiana no es una forma cuadrdtica compleja asociada a una forma bilineal compleja
sobre V =2 C", puesto que en el 1iltimo caso deberiamos tener Q(Ax) = X\2Q(z) para todo A € C (lo cual
impide que Q tenga valores reales, a menos que Q@ =0).

Tal como en el caso real, la férmula de polarizaciéon nos permitira deducir de manera tnica la forma
hermitiana asociada a una forma cuadrética hermitiana.

Lema 2.18 (polarizacion hermitiana). Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea h: V xV — C
una forma hermitiana. Si denotamos por @ : V. — R la forma cuadrdtica hermitiana Q(x) = h(x,z)
asociada a h, entonces para todos x,y € V se tiene:

1. Reh(z,y) = 3(Q(z +y) — Qz) — Q(v)) = 1(Q(z +y) — Q(z —y)).
2. Imh(z,y) = 3(Qz +iy) — Q(z) — Qy)) = 1(Q(z + iy) — Q(z — iy)).
Luego,

W) = 3 (@ +y) — Q —y) +iQUa +iy) — iQx — i),

Demostracion. Para todos z,y € V tenemos que

Qx+y) =hlr+y,z+y) = Q)+ Qy) + h(z,y) + h(y,z)
Qr—y) =hlr —y,r —y) = Q(x) + Qy) — h(zx,y) — h(y,x)

y, dado que h(z,y) + h(y,z) = h(z,y) + h(z,y) = 2Reh(z,y), obtenemo (1). Dado que para todo
z € C se tiene que Im(z) = Re(—iz), obtenemos

Imh(x,y) = Re(—ih(x,y)) = Re h(z,iy),
por lo que (2) se obtiene de (1) reemplazando y por iy, y usando que Q(iy) = |i|?Q(y) = Q(y). Finalmente,
dado que h(z,y) = Reh(z,y) + iImh(z,y), la formula de polarizacion hermitiana
1 . . . .
h(z,y) = 7(Qz +y) - Qe —y) +iQ(z +iy) —iQ(z — iy)).
se obtiene de (1) y (2). O

La siguiente proposicién prueba que las formas cuadraticas reales sobre V = C™ = R?" que verifican la
propiedad adicional Q(Az) = [A|*?Q(z) para todo A € C corresponden exactamente a formas cuadréticas
hermitianas. Mejor aiin, veremos que basta considerar \ = 1.

Proposicion 2.19. Sea V = C™ un espacio vectorial complejo. Si Q : V — R es una forma cuadrdtica
real en V = R?" verificando adicionalmente que Q(iz) = Q(z) para todo x € V, entonces la formula
de polarizacion hermitiana define una forma sesquilineal hermitiana h. En particular, Q es una forma
cuadrdtica hermitiana.

Demostracion. El hecho que @ : V' — R sea una forma cuadratica real implica que

Blz.y) = 1(Q +) - Qw ~ y)

es una forma bilineal simétrica real. Deducimos que

h(z,y) = %(Q(x +y) = Qr —y) +iQ(z + iy) —iQ(x — iy)) = B(w,y) — iB(w,iy)

2Notemos que (1) es exactamente la formula de polarizacion real aplicada a la forma bilineal simétrica (x, y) — Re h(z,y).



es una forma R-bilineal con valores complejos. Mas aun, por una parte tenemos que

h(x,iy) = i(Q(x +iy) — Q(x —iy) +iQ(z — y) —iQ(x +y)) = —ih(z,y).

Por otra parte, la hipotesis Q(iz) = Q(x) implica que Q(x) = Q(—z) = Q(—ix), de donde deducimos
1

h(iz,y) = 7(QUiz +y) — Qix —y) +iQ(iz +iy) —iQ(ix — iy))
1 . . . . .
= 1@ —iy) = Qz +iy) +iQ(z +y) — iQ(z —y)) = ih(z,y).
De lo anterior y de la R-bilinealidad de h se obtiene que h: V x V' — C es una forma hermitiana. O

Terminemos esta secciéon definiendo el rango de una forma hermitiana o, equivalentemente, de una forma
cuadratica hermitiana.

Definicién 2.20 (rango). Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea h : V x V' — C una forma
hermitiana. Dada una base Z = (ey,...,e,) de V, definimos el rango de h (o de la forma cuadratica
hermitiana @ : V — R asociada a h) como rg(h) = rg(Q) := rg(H), donde H = Matg(h) es la
matriz de h respecto a la baseﬂ 2. Diremos que la forma hermitiana h (o que Q) es no-degenerada si
rg(h) = dimg(V), i.e., si la matriz H es invertible.

3. Ortogonalidad hermitiana y Teorema de Sylvester

En esta seccion estudiaremos el analogo hermitiano de la nocién de ortogonalidad respecto a una forma
bilineal simétrica (o, equivalentemente, respecto a una forma cuadratica).

Definicion 3.1. Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y sea h : V x V — C una forma hermitiana.
Diremos que:

1. Dos vectores z,y € V son ortogonales respecto a h si h(z,y) = 0 (o equivalemente, si h(y, z) = 0).

2. Si U C V es un sub-conjunto no-vacio, el conjunt(ﬁ
Ut ={yeV|VzeU, h(z,y) =0}
es el ortogonal de U.

3. El kernel de h es
ker(h) := vt = {r eV |Vy eV, h(z,y) =0}.

4. El conjunto de vectores isétropos de la forma cuadratica hermitiana Q(x) = h(z, z) asociada es

{zr eV |Q(z) =0}.

Observacién 3.2. Cabe destacar que a pesar que U C V' pueda ser simplemente un sub-conjunto (y no
necesariamente un sub-espacio vectorial) de V', el ortogonal U+ C V es siempre un sub-espacio vectoria
de V. Por otro lado, el conjunto de vectores isétropos de una forma cuadrdtica hermitiana Q (asociada
a la forma hermitiana h) es un cono complejo, i.c., si x € V es un vector isétropo entonces Ax es un
vector isdtropo para todo A € C. En general, se tiene la inclusion ker(h) C {x € V | Q(z) = 0} pero
dicha inclusion puede ser estricta, tal como lo muestra el siguiente ejemplo.

3Notamos que dicho rango no depende de la base escogida, pues si P es otra base y P = Matg(#’') es la matriz de
cambio de base, entonces H' = Mat (h) = "PHP y, dado que *P, P € GL,(C), se tiene que rg(H') = rg(H).

4En ocasiones, para insistir en el hecho que UL es el ortogonal respecto a h (o equivalentemente, respecto a la forma
cuadratica hermitiana Q asociada a h), es que se denota también ULr o Ute.

5Siy1,y2 € UL y X € C entonces para todo x € U se cumple h(z, A\y1 +y2) = Mh(x, y1)+h(z,y2) = 0, i.e., Ay1+y2 € UL,



Ejemplo 3.3. Sea V = C? y consideremos la forma cuadratica hermitiana
Q(21,22) = 71 — 227 = |21|* — ||

La formula de polarizacion hermitiana implica que h((z1, 22), (w1, ws)) = 21W1 — 20W3 es la forma her-
mitiana asociada. La matriz H de la forma h respecto a la base canénica % de C? est4 dada por

1 0
H =Matg(h) = (0 _1) ,
la cual es una matriz invertible y luego h es no-degenerada. En particular,

ker(h) = {0} # {(21,22) € C* | Q(21,22) = 0} = {(21,22) € C* | |21] = |22}

Ejercicio 3.4. Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea h : V x V — C una forma hermitiana.
Sean U, W C V sub-conjuntos no-vacios de V.

a) Probar que si U C V entonces vicut.
b) Probar que U+ = Vectc(U)* .

¢) Supongamos que U C V es un sub-espacio vectorial y que (eq,...,e,) es un conjunto generador de
U (no necesariamente linealmente independiente), probar que

Ut ={e,...,es} - ={z €V |h(z,e;) =0Vj=1,...,r}

Teorema 3.5. Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea h : V x V — C una forma hermitiana.
Entonces, para todo sub-espacio vectorial U C V se tiene que:

1. U C (UHt ydime(UL) > dime (V) — dime(U).

2. ker(h) = {0} si y sdlo si h es no-degenerada.

3. Si h es no-degenerada, entonces U = (UL)L y dimc(U) = dime (V) — dime(U).

4. SiuNU* = {0} entonces V=UQU".

Demostracion. Sea x € U, entonces para todo y € U’ se tiene h(z,y) = h(y,z) = 0 por lo que z €
(U+)*, de donde se prueba la primera parte de (1). Para probar la segunda parte de (1) consideramos una

base (ey,...,e,.) una base de U, donde r = dim¢(U), la cual completamos en una base & = (e1,...,e,)
de V. Sea H = (hjx) la matriz de h respecto a la base % (i.e., hji = h(ej,e) para todo j,k=1,...,n).
Sea x = x1e; + ...+ xpe, €V, entonces z € UL si y solo si h(z,e;) =0 para j=1,...,r. Dado que

h(z,e;) = h(zier + ...+ Tnen,e) = > aphlen,ej) = Y hyjy,
h=1 k=1

la condicién z € U+ equivale a decir que el vector de coordenadas X = (z1,...,2,) € C" es solucion del
sistema lineal

a1+t @, = 0

a1+t apprn, = 0

cuya matriz asociada A € M, (C) es la matriz obtenida al considerar las r primeras filas de ‘H. Dado
que el espacio de soluciones del sistema es de dimension n — rg(A), obtenemos

dimc(U+) =n —1g(A) > n —r,
de donde obtenemos la segunda parte de (1). Mas atin, en el caso particular donde U = V, tenemos que

A ="H y luego dimc(UL) = n—rg(*H) = n—rg(H). Luego, ker(h) = VL es nulo si y solo si rg(H) = n,
de donde obtenemos (2).



Para probar (3) supongamos que h es no-degenerada, i.e. las columnas de la matriz H son linealmente
independientes. En particular, las primeras r columnas de H son linealmente independientes y luego
rg(A) = r, de donde deducimos que dimc(U~+) = n —r. Reemplazando U por U+ obtenemos la igualdad
dimc(U+)t =n—(n—17) = r y luego la inclusién U C (U+)L es una igualdad, de donde obtenemos (3).

Finalmente, si suponemos que U N U+ = {0} (sin suponer necesariamente que h es no-degenerada),
entonces U y U~ estdn en suma directa y la dimension del sub-espacio U@ UL de V es d = r+dimc(UL).
Gracias a (1), tenemos que d > n y luego V = U @ U~ (en particular, dim¢(U+) = n —r), lo que prueba
(4). O

Un caso particular importante es cuando los vectores de una base son ortogonales respecto a una forma
hermitiana.

Definicién 3.6 (base ortogonal). Sea V' 2 C™ un espacio vectorial complejo, sea h : V x V — C una
forma hermitiana y sea @ : V' — R la forma cuadrética hermitiana asociada. Decimos que una base
B = (e1,...,e,) de V es una base ortogonal respecto a h (o respecto a @) si

h(ej,er) = 0 para todos j # k.

Equivalentemente, la matriz H = Matg(h) es una matriz diagonal

A 0 o oo 0
0 X 0 - 0
H=]10 0
: . - - 0
o --- 0 0 X\,
donde los A1,..., A\, € R son numeros reales (pues H es hermitiana), siendo esto tltimo a su vez
equivalente a que si (z1,. .., 2,) son coordenadas respecto a la base % entonces

Q(z1,...,2,) = )\1|21|2 + ...+/\n|zn|2.

El siguiente resultado afirma que siempre podemos encontrar al menos una base ortogonal respecto a
una forma hermitiana dada.

Lema 3.7. Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea h : V x V. — C una forma hermitiana.
Entonces, existe una base % de V que es ortogonal respecto a h.

Demostracion. Demostraremos la existencia de una base ortogonal por induccién en la dimension n =
dim¢ (V). Dado que el resultado es cierto si n = 0 0 si h = 0, podemos suponer que el resultado es cierto
paran — 1, y que ademéas h # 0. En particular, la forma cuadrética hermitiana @ : V' — R asociada a h
es no-nula y luego existe un vector e; € V' tal que Q(e1) # 0.

Sea U = Vectc(ey) la recta generada por e;. Dado que Q(e1) = h(ey, er) # 0, tenemos que UNUL = {0}

y luego V = U @ U~. La hipétesis de induccion implica que existe una base (es,...,e,) de Ut tal que
h(ej,er) = 0 para todos j # k en {2,...,n}. Luego, # = (e1,e€2,...,€,) es una base de V ortogonal
respecto a h. O]

Concluimos esta seccién con el andlogo hermitiano del teorema de Sylvester de clasificacion de formas
cuadraticas reales.

Teorema 3.8 (de Sylvester, caso hermitiano). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo, sea h :
V xV — C una forma hermitiana, y sea Q : V — R la forma cuadrdtica hermitiana asociada. Sea
B = (e1,...,e,) una base de V ortogonal respecto a h y sea H = Matg(h) la matriz diagonal real de
coeficientes \1,..., A\, € R. Entonces,

1. Mdédulo permutacion de los elementos de la base B, podemos suponer que Ai,...,A. # 0 y que
Aj =0 sij>r. En particular, si (z1,...,2,) son las coordenadas respecto a la base %, entonces

Q(z1,- -y 2n) = Ml21]? + .o+ Moz



2. Seap € N (resp. g € N) el numero de indices j € {1,...,n} tales que Q(e;) >0 (resp. Q(e;) <0).
Entonces, p y ¢ no dependen de la base ortogonal escogida. El par (p,q) se llama la signatura®| de
la forma hermitiana h (o de Q), y se cumple que p+ q = r = rg(h).

3. El kernel ker(h) es el sub-espacio Vectc(ert1,-..,en) dado por las ecuaciones z1 = ... = z,. = 0.

Mads aun, podemos escoger & de tal suerte que

Ly 00
H={ 01=1g0 0
0770 0,

Demostracion. El hecho que 2 sea una base ortogonal respecto a h implica directamente (1), asi como
la igualdad p + ¢ = r = rg(h) en (2).

Comencemos por probar (3). La féormula de polarizacion hermitiana implica que, respecto a la base 4,
la forma hermitiana h esta dada por

h(z,y) = Mz1Y1 + ... + A2 T,

donde z = 37| wjej e y = D7 yje;. Supongamos que x = Y7, x;e; pertenece a ker(h) y conside-
remos y = e; para j = 1,...,r (e, y; =1 e yr = 0 para k # j), de donde obtenemos que z; = 0 y
en particular € Vectc(er41,-.-,en). Reciprocamente, la formula de h en la base % implica que todo
vector x = > 7, wje; en Vectc(eri1,...,¢,) (ie., tal que 21 = ... = x, = 0) pertenece a ker(h), de
donde se obtiene (3).

Veamos ahora (2), i.e., que el par (p, q) es independiente de la base ortogonal escogida. Recordemos que

r =rg(h). Sean # = (e1,...,e,) y B = (e},...,el) dos bases de V ortogonales respecto a h. Denotemos

e n

por p (resp. p') al niimero de indices j € {1,...,n} tales que Q(e;) > 0 (resp. Q(e}) > 0) y por g (resp.
q') al ntimero de indices j € {1,...,n} tales que Q(e;) < 0 (resp. Q(€;) < 0). Entonces,

pta=r=p+q.

En particular, basta probar que ¢ = ¢’ para obtener que (p,q) = (p/, ¢’'). Reordenando los elementos de
By # si fuese necesario, podemos suponer que

Qej) >0 sij=1,....p Qef)>0 sij=1,....p
() Qej) <0 sij=p+1,....p+q=r Q) <0 sij=p +1,....p +¢ =r
Qej) =0 sij>p+qg=r QE)=0 sij>p +q =r

Sea P, el sub-espacio vectorial de V' generado por los n—g vectores e; tales que Q(e;) > 0. En particular,
dime P =n—gq. Seax € P, y escribamos z = )., zje; donde J = {1,...,p} U{r+1,...,n}. Luego,
las relaciones (%) implican que

jerl
p

Qz) =Y _|z;[’Qle;) > 0.
j=1

Por otra parte, si P’ es el sub-espacio vectorial de V' generado por los ¢’ vectores e;- tales que Q(e;) <0
entonces dimg P/ = ¢'. Sea y € P. un vector no-nulo y escribamos y = Z;ZP, 41 Y€}, donde al menos
uno de los y; # 0 (pues y # 0). Entonces, las relaciones (x) implican que

I

Qy) = Y lyl*Q(e) <o.

Jj=p'+1
En consecuencia, tenemos que P, N P’ = {0} y por lo tanto
n = dimg(V) > dime(Py) + dime(P.) =n—q+ ¢/,

de donde deducimos que q > ¢'. Intercambiando los roles de 4 y %’ en la discusiéon anterior, obtenemos
del mismo modo que ¢’ > ¢q. Asi, ¢ = ¢’ y por ende p = p', lo cual prueba (2).

6En ocasiones, se define también la signatura de h como el trio (o4,0_,0¢), donde o4 = p, o— = q y 09 = dimc ker(h).
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Finalmente, si ordenamos los elementos de una base ortogonal & = (e1, ..., e,) como en () y considera-
mos el valor absoluto real |Q(e;)| > 0 para j =1,...,p+ q = r, entonces al reemplazar e; por el vector
e;//|Q(e;)| para cada j =1,...,r obtenemos una base ortogonal %’ tal que Matg (h) es de la forma

L, 0, 0
0 =L 0,
0 ‘ 0 ‘ 0,
de donde se obtiene el resultado. O

4. Grupo unitario U(p, q) y grupo especial unitario SU(p, q)

Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y sea @ : V — R una forma cuadratica hermitiana. Denotamos
por h : V x V — C la tnica forma hermitiana asociada a ) mediante la féormula de polarizacion
hermitiana.

Ejercicio 4.1. Sea u : V — V un endomorfismo. Probar (usando la formula de polarizacion hermitiana)
que las propiedades siguientes son equivalentes:

1. u preserva la forma hermitiana h, i.e., h(u(z),u(y)) = h(x,y) para todos z,y € V.
2. u preserva la forma cuadratica hermitiana @, i.e., Q(u(z)) = Q(x) para todo z € V.

Definicién 4.2 (automorfismo unitario). Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea @ : V — R
una forma cuadratica hermitiana. Decimos que un automorfismo u : V.= V (i.e., u € GL(V) = GL,(C))
es unitario respecto a @ si u preserva @ (o equivalentemente, preserva la forma hermitiana asociada h).
Denotamos por

U(Q) = {u € GL(V) | u unitario respecto a Q} C GL(V)

al conjunto de automorfismos unitarios respecto a Q.

Proposicion 4.3 (grupo unitario). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y sea Q : V — R una
forma cuadrdtica hermitiana. El conjunto U(Q) es un sub-grupo de GL(V), llamado el grupo unitario

de Q.

Demostracion. La identidad Idy preserva la forma cuadratica hermitiana @ y luego Idy € U(Q). Por
otra parte, si u,v € U(Q) preservan ) entonces para todo x € V' se tiene

Q(uov)(x)) = Qu(v(z)) = Qv(z)) = Q(),

por lo que la composicién v o v € U(Q) preserva . Finalmente, si u € U(Q) preserva ) entonces para
todo = € V escribimos y = u~1(x) y calculamos

Qu™'(z)) = Qy) = Qu(y)) = Q)
por lo que u~! € U(Q) preserva Q. Asi, concluimos que U(Q) es un sub-grupo de GL(V). O

A Si la forma cuadratica hermitiana @@ : V' — R es no-degenerada, entonces todo endomorfismo
u:V — V que preserva @) es automéaticamente biyectivo (i.e., u € GL(V)). En efecto, si denotamos por
h:V xV — C la forma hermitiana asociada a Q y si x € V verifica u(z) = 0, entonces

h(z,y) = h(u(z),u(y)) =0 para todo y € V.

En particular, x € V+ y por ende 2 = 0 (pues V+ = {0} si Q es no-degenerada). Luego, u es inyectivo
y por ende biyectivo (pues V = C"™ es de dimension finita).

Convencioén: Sea V = C" un espacio vectorial complejo y @ : V — R una forma cuadratica hermitiana.
Si A es una base de V, diremos que la matriz de @ respecto a la base % es la matriz de la tnica
forma hermitiana h : V x V' — C asociada a ) mediante la formula de polarizaciéon hermitiana. En otras
palabras,

Mat%(Q) := Matg(h) = H € M, (C).
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Proposicion 4.4 (grupo especial unitario). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y Q : V — R
una forma cuadrdtica hermitiana. Sea B una base de V' y denotemos por H la matriz de Q respecto a la
base . Dado un automorfismo w:V =V de V de matriz A = Matg(u) respecto a B, tenemos que:

1. u e U(Q) (i.e., u es unitario) si y sélo si ' AHA = H.
2. Si @ es no-degenerada y u € U(Q) entonces |det(u)| = 1. Mds ain, el conjunto
SU(Q) = {u e U(Q) | det(u) =1}
es un sub-grupo de U(Q), llamado el grupo especial unitario de Q.

Demostracion. Sean x,y € V. Si representamos x e y por los vectores columna X,Y € C™ dados por sus
coordenadas respecto a la base %, entonces sabemos que

h(z,y) = 'XHY,

por lo que h(u(z),u(y)) = (AX)H(AY) = tX(tAEZ)Y. Luego, la matriz de la forma hermitiana
(z,y) — h(u(z),u(y)) respecto a la base & es "AHA. Asi, u es unitario respecto a Q si y solo si las
formas hermitianas h(-,-) y h(u(-),u(-)) coinciden, lo cual equivale a la igualdad H = "AHA en (1).

Si @ es no-degenerada entonces H € GL,,(C) y luego det(H) # 0. En particular, si u € U(Q) entonces,
gracias a (1), tenemos que H = "AHA y por ende det(H) = det(A) det(H) det(4). Esto altimo implica
que det(A) det(A) = det(A)det(A) = |det(A4)|?> = 1, de donde deducimos que en este caso |det(u)| = 1.
Finalmente, dado que det(Idy) = 1 y que det(u o v) = det(u)det(v), concluimos directamente que
Idy € SO(U), que u,v € SU(Q) entonces uov € SU(Q), y que si u € SU(Q) entonces u~* € SU(Q).

En otras palabras, SU(Q) es un sub-grupo del grupo unitario U(Q), probando asi (2). O

Definiciéon 4.5 (equivalencia de formas cuadraticas hermitianas). Sea V' = C™ un espacio vectorial
complejo, ysean Q : V — Ry Q' : V — R dos formas cuadraticas hermitianas. Decimos que las formas
Q@ v @ son equivalentes si existe un automorfismo v € GL(V) tal que Q(z) = Q'(v(x)) para todo
x € V, y escribiremos Q ~ Q’.

Proposicion 4.6. Sea V = C™ un espacio vectorial complejo, y sean Q : V — R y Q' : V — R dos
formas cuadrdticas hermitianas. Si las formas Q ~ Q' son equivalentes, entonces los grupos unitarios
asociados U(Q) = U(Q') son isomorfos.

Demostracion. Sea v € GL(V') automorfismo tal que Q(x) = Q'(v(z)) paratodox € V.Dadou: V =V
endomorfismo unitario respecto a @ (i.e., v € U(Q)) y dado x € V, tenemos que:

Q'(x) = Q' ((vov )(x)) = Qv (x)) = Q(uov™(2)) = Q' ((vouo v H)(2)).
En particular, vouov~! € U(Q’). Finalmente, la funciéon
0 U(Q) — U@), ur— p(u) =vouov

es biyectiva (pues su inversa estd dada explicitamente por ¢! (u') = v~ o’ ov para todo v’ € U(Q')) y

~

preserva las estructuras de grupos, i.e., p(ujous) = ¢(uy)ow(uz). Concluimos asi que U(Q) 2 U(Q'). O

Caso particular importante: Sea V' = C" un espacio vectorial complejo. Gracias al Teorema de
Sylvester y a la proposicion anterior, el estudio de los grupos unitarios de formas cuadraticas hermitianas
no-degeneradas de signatura (p, ¢), con p+ ¢ = n en este caso, se reduce a estudiar

Q21,1 20) = |21|2 +..t |zp|2 - |Zp+1|2 — =zt

El grupo unitario correspondiente es denotado U(p, q) y el grupo especial unitario asociado es denotado
SU(p, q). Explicitamente, si consideramos

entonces U(p, q) = {A € GL,(C) | tAHp,qZ =Hp .} ySU(p,q) = {A € U(p,q) | det(4) =1}.

Si (p,q) = (n,0) (i.e., @ es una forma cuadratica hermitiana definida positiva) escribimos U(n) y
SU(n) en lugar de U(n,0) y SU(n,0). Explicitamente,

Un) 2 {AecGL,(C)| "AA=1,} = {A e CGL,(C) | A*A=1,}.
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5. Producto escalar complejo y espacios hermitianos

Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo. Recordemos que una forma hermitiana @ : V' — R es definida
positiva si su signatura es (n,0). En otras palabras, existe una base % de V tal que, si (21,...,2,) son
las coordenadas respecto a dicha base, entonces se tiene

Q(z1,- . zn) =21+ .. F |z =22+ + 2070

En particular, toda forma cuadratica hermitiana definida positiva es no-degenerada, i.e., si x € V entonces
Q(x) = 0 implica que x = 0. Méas atn, Q(z) > 0 para todo = € V' \ {0} no-nulo.

Definiciéon 5.1 (producto escalar y espacio hermitiano). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo.
Un producto escalar complejo es una forma hermitiana h : V x V' — C tal que la forma cuadratica
hermitiana asociada es definida positiva. Un espacio hermitiancﬂ es un espacio vectorial complejo
dotado de un producto escalar complejo.

Notacion: El producto escalar entre dos vectores z,y € V = C™ se denota usualmente como (x,y) en
lugar de h(z,y). Asi, la forma hermitiana

() : VXV —C, (z,y) — (z,y)

1. lineal en la primera variable, i.e., para todos x,y,z € V y A € C se tiene que
(Az,y) = Mz,y) vy (w+y,2) = (2,2) + (y, 2).

2. anti-lineal en la sequnda variable, i.e., para todos x,y,z € V y A € C se tiene que
(@) = XMaz,y) v (z,y+2)=(2,9) +(z,2).

3. hermitiana, i.e., para todos x,y € V se tiene que

<33,y> = <yv 33>

N

. definida positiva, i.e., (r,z) € R>? para todo z € V \ {0} no-nulo. En otras palabras, el tnico
vector isétropo es el vector nulo.

Ejemplo 5.2. Sea V = C". Para todos = (21,...,Zn),y = (Y1,--.,Yn) € C", la relacion
(z,y) =211 + 222 + ... + 2T

define un producto escalar complejo en C™, llamado el producto escalar candnico. Asi, C™ es un espacio
hermitiano.

A Terminologia: La generalizacion de los conceptos de espacio euclideano y de espacio hermitiano a
dimension infinita es lo que conocemos como un espacio de Hilbertﬂ Asi, un espacio euclideano (resp.
espacio hermitiano) no es nada més que un espacio de Hilbert real (resp. complejo) de dimension finita.

Definicién 5.3 (base ortonormal). Sea V' = C™ un espacio hermitiano. Diremos que

1. una familia de vectores (e;);c., donde J es un conjunto de indices arbitrario, es ortonormal si
(ej, ex) = 01 para todos j,k € J (i.e., (ej,e;) =1y (ej,ex) =05si j # k).

2. una base # = (ey,...,€,) €s una base ortonormal de V' si & es una familia ortonormal.

Lema 5.4. Sea V = C" un espacio hermitiano. Entonces, toda familia ortonormal de vectores es lineal-
mente independiente. En particular, toda familia ortonormal (eq,...,e,) de cardinal n = dimc (V) es
una base ortonormal de V.

“En honor al matematico francés Charles Hermite (1822-1901).
8En honor al matemético aleman David Hilbert (1862-1943).
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Demostracion. Sea (e;);es una familia ortonormal y supongamos que existe una relacion lineal
>‘1€j1 —+ ...+ )\T(Bjr = 0

donde ji,...,7, € J son indices distintos y A1,..., A, € C. Al considerar el producto escalar de la
igualdad anterior con el vector ej, , donde k € {1,...,7}, obtenemos

(e, Mej, + .+ Aveg ) = Ailej,e5,) + oo+ Ae(egn e,

Como (ej,,e;,) = 0si k # ¢, se tiene que 0 = Ag(ej,, €j,) = Ak, ¥ luego Ay = 0 para todo k € {1,...,r}.
En otras palabras, (e;);cs es una familia linealmente independiente. O

Teorema 5.5 (existencia de bases ortonormales). Sea V' = C™ un espacio hermitiano. Entonces V
admite una base ortonormal.

Demostracion. Esto es consecuencia directa del Teorema de Sylvester en el caso hermitiano, y del hecho
que la signatura de la forma cuadratica hermitiana asociada al producto escalar es de signatura (n,0). O

Observacién 5.6 (sub-espacios). Si V = C" es un espacio hermitiano y U C V es un sub-espacio
vectorial. Entonces la restriccion a U del producto escalar (-,-)|y : U x U — C es un producto escalar en
U. Luego, todo sub-espacio de un espacio hermitiano es también un espacio hermitiano.

Teorema 5.7 (proyeccion ortogonal). Sea V' = C™ un espacio hermitiano y sea U C V un sub-espacio
vectorial. Si denotamos por UL el ortogonal de U respecto a la forma hermitiana dada por el producto
escalar de V', entonces:

1. Se tiene que V. =U @ UL. Mds ain, la aplicacion py : V — V definida por esta descomposicion es
lineal, donde ITm(py) = U y ker(py) = UL. Decimos que py : V — V es la proyeccién ortogonal
sobre U.

2. Sea (e1,...,e,) una base ortonormal de U, donde r = dim¢(U). Entonces, para todo x € V se
tiene que
pu(z) = (z,e1)er + ...+ (z,er)e,,

donde los coeficientes (x,ej) € C son llamados los coeficientes de Fourier de x € V' respecto a
la base (eq,...,e.).

3. Se tiene que (U+)L. En particular, la proyeccion ortonogonal py1 : V — V sobre UL coincide con
Idy —py, i.e., Idy = py + pye.

Demostracion. Gracias al Teorema[3.5] y dado que el producto escalar complejo es una forma hermitiana
no-degenerada, tenemos que U = (U~+)+. Ademas, dado que no hay vectores isétropos no-nulos pues la
forma cuadratica hermitiana asociada es definida positiva, tenemos que V = U @ U*t. Asi, todo vector
x € V se escribe de manera tinica como z = a+ b, donde a € U y b € UL. Luego, si definimos py(z) = a
entonces py : V — V es lineal y verifica por construccién Im(py) = U y ker(py) = UL. Mas atn, dado
que (U+)* = U, tenemos que py . esta definido por pyro (z) = by luego Idy = py +py . Con esto hemos
probado (1) y (3).

Para probar (2) escribamos provisoriamente a := (z,e1)e; + ...+ (z,e,)e, € U. Entonces, para todo
je€{l,...,r} tenemos que

<‘T - a7€j> = <1'76j> - <Z<I,€k>€k,6]‘> = <QJ,6]‘> - Z<x76k> <6kvej> = <1'76j> - <1'76j> =0,

k=1 k=1
6jk

porloque z =a+ (v —a),donde a € Uy (x —a) € U+. Dado que V = U @ U=, la escritura anterior es
unica y luego py(z) = a = (x,e1)e; + ...+ (x, e, )e,. O

Al igual que en el caso de espacios euclideanos, el producto escalar complejo nos permite definir una
nociéon de distancia entre vectores en un espacio hermitiano. Mejor ain, nos permite definir una norma.
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Definiciéon 5.8 (norma). Sea V = C™ un espacio vectorial complejo. Una norma || - || en V es una
funcion || - || : V — R2%, x s ||z|| verificando las propiedades siguientes:

1. ||| =0 siy sélo si x = 0.

2. ||Az|| = |A|||z|| para todos x € V y A € C.

3. Para todos z,y € V se tiene que ||z +y|| < [[z| + [Jy[| («desigualdad triangular» ).
Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial dotado de una norma.

Teorema 5.9 (desigualdad de Cauchy-Schwarz y norma hermitiana). Sea V' = C™ un espacio her-
mitiano, y sea Q(x) = (x,z) la forma cuadrdtica hermitiana asociada al producto escalar complejo.
Entonces, para todos x,y € V se tiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(2, y)” < Q(2)Q(y),

con igualdad si y sdlo si x ey son colineales (i.e., son linealmente dependientes). En consecuencia, la
aplicacion x — ||z|| := \/Q(z) = /(z,z) define una norma en V, llamada la norma hermitiana
asociada al producto escalar (-,-). Luego, la desigualdad de Cauchy-Schwarz se reescribe como

[z, 9)| < [l llyll
para todos x,y € V.

Demostracion. Ya observamos anteriormente que la forma cuadratica hermitiana Q(z) = (z,z) es tam-
bién la forma cuadratica real asociada a la forma R-bilineal simétrica B(z,y) = Re(z,y) en V = R?".
Para 2,y € V = R?" (visto como espacio vectorial real), la desigualdad de Cauchy-Schwarz real implica

que
|Re(z,y)| < V/Q(2)/Q(y).

Consideremos la escritura del nimero complejo z = {x,y) € C en su forma polar:
(w,y) =re, r=[(z,y)|-
Entonces, dado que e~ = it y r € R, se tiene que
r=e"z,y) = (z,e"y) = Re(z,e"y),

por lo que

[{z,9)| = |Re(z,ey)| < VQ()1/Q(e?y) = /Q(2)1/[e2Q(y) = VQ(2)VQ(y)-

Finalmente, por el célculo anterior y por el caso real de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos la
igualdad ocurre si y solo si z e ey son R-linealmente dependientes. Esto implica en particular que z
e y son C-linealmente dependientes. Reciprocamente, si x e y son C-linealmente dependientes y z # 0,
entonces y = Az para cierto A € C y por ende

(z,y) = Mz, 2) = 2Q(z), VQ(2)vQ(y) = NVQ(2)VQ(z) = [NQ(z
de donde |(z,y) = \/Q(x)/Q(y) en este caso. El caso = 0 es similar, pero mas simple.

Finalmente, dado que para todo nimero complejo z = a + ib se tiene Re(z) = a < Va? + b? = |z|, para
todos =,y € V tenemos por la féormula de polarizacion y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que:

lz +yll* = ll2l* + llyll* + 2Refz, y) < 2]+ Iyll* + 2/, )| < 2l + [ly1* + 2l2llyll = (=l + [|y]),

de donde se deduce la desigualdad triangular. O
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Ejemplo 5.10. Sea V = C". La norma hermitiana asociada al producto escalar canénico de C™ esta
dada por

(21, z)ll = V]2 2+ -+ |2a]?,

donde (z1,...,2,) € C". En particular, si (w1,...,w,) € C" es otro vector, entonces la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se escribe como

n n
|07 + .+ 2] < (D 122 | D w2
j=1 j=1

Observacion 5.11. Vale la pena reescribir con la nueva notacion las formulas de polarizacion discutidas
anteriormente en Lema[2.18 Explicitamente, si V = C™ es un espacio hermitiano y x,y € V, entonces:

1

1. Re(z,y) = 5(lz +yl* = l2l” = ly1?) = 2z + yl* = ll= — yl*).
2. Im(z,y) = 3(llz +ayl® = l|l=lI* = lyl*) = (= + iy]]> = = — iy[|?).

Luego,
1 , . . .
(@y) = (e +yll* = |z = yll* +illz +iy]|* = illz - iy]*).

Ejercicio 5.12. Sea V = C" un espacio hermitiano. Probar que si z1,...,%, € V son ortogonales,
entonces se verifica el «Teorema de Pitagoras»:

o1+t zm? = 2+

Tal como en el caso euclideano, una clase importante de aplicaciones lineales son aquellas que preservan
la norma hermitiana (o equivalentemente, el producto escalar complejo).

Proposicion 5.13 (isometrias). Sean V =2 C™ un espacio hermitiano, y seaw : V. — V un endomorfismo.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. w preserva la norma, i.e., para todo x € V se tiene que
]| = [Ju(z)]].
2. u preserva el producto escalar, i.e., para todos x,y € V se tiene que
(z,y) = (u(z),u(y)).

3. Para toda base ortonormal % de V', la imagen u(%) es una base ortonormal de V.
4. Existe una base ortonormal B de V tal que la imagen u(%AB) es una base ortonormal de V.

5. La matriz A = Matg(u) respecto a una base ortonormal % de V' es una matriz unitaria, i.c.,
A*A =1, (o equivalentemente, "AA = 1,).

Un endomorfismowu : V — V que cumple estas propiedades es necesariamente biyectivo (i.e., u € GL(V)),
y es llamado una isometria de V. En particular, el conjunto de isometrias (lineales) de un espacio
hermitiano V-2 C" se identifica naturalmente al grupo unitario U(n).

Demostracion. Vimos que (1) y (2) son equivalentes gracias a la formula de polarizacion hermitiana. Por
otra parte, claramente (2) implica (3), y (3) implica (4). Veamos que (4) implica (1):

Sea # = (ey,...,e,) una base ortonormal tal que u(#) = (u(e1),...,u(e,)) es una base ortonormal de
V.Seax € Vy escribamos = = >_7_, xje;. Entonces, u(z) = 3_7_, x;u(e;) y, dado que tanto (er, . .., ey)
como (u(ey),...,u(e,)) son bases ortonormales de V', tenemos que los coeficientes de Fourier respecto a

dichas bases verifican
zj = (z,e5) v zj=(u(x),ule))),
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por lo que (u(z),u(ej)) = (z,e;) paratodo j € {1,...,n}. En particular, el Teorema de Pitagoras implica
2> =z, e5)* =D {ul), ule;))® = [lul@)]?,
j=1 j=1
de donde obtenemos ||u(z)|| = ||z|| y por ende (1) se verifica.

Finalmente, sabemos por la Proposicion[f.4que un endomorfismo u : V' — V preserva la forma hermitiana
no-degenerada h = (-,-) (v luego, u es automaticamente biyectivo) si y solo si ‘"AHA = H, donde
H = (hji) con h;, = (ej,ex) = ;i si B = (e1,...,e,) es una base ortonormal. En otras palabras,
H =1,, y luego (1) es equivalente a (5). O

Como consecuencia inmediata, obtenemos las siguientes caracterizaciones diferentes del grupo unitario.

Corolario 5.14. Sea V = C™ un espacio hermitiano y sea % una base ortonormal de V. Entonces, el
grupo unitario de isometrias de V' es isomorfo a

U(n)={Aec M,(C) | A*A=1,} ={A e M,(C)| '"AA=1,} = {A € GL,(C) | At = 4"}
={Ae M,(C)| (AX,AY) = (X,Y) para todos X,Y € C"}
={A e M,(C) | |AX| = || X| para todo X € C"}
={A € M,(C) | (Avy,..., Av,) es base ortonormal para toda base ortonormal (vq,...,v,) de C"}
={A e M,(C)| (Aey,...,Ae,) es base ortonormal, donde (ey,...,e,) es la base canoénica de C"}
= {A € M, (C) | las columnas de A son ortonormales},

donde (-,-) y || - || denotan el producto escalar y la norma hermitiana candnicos en C™. O

6. Endomorfismo adjunto y endomorfismos normales

Comencemos por introducir la nocién de adjunto de un endomorfismo.

Teorema 6.1 (adjunto). Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo y sea h : V x V. — C una forma
hermitiana no-degenerada. Entonces, para todo endomorfismo u : V — V existe un unico endomorfismo
u* : V. —V que verifica

h(u(z),y) = h(z,u*(y)) para todos z,y € V,

llamado el adjunto de u (respecto a h). Mds ain, para toda base B de V se tiene que

Matg(u*) = H-1 Matg(u)*H,

*

donde H = Matg(h) es la matriz de h respecto a %B. En particular, (u*)* = u.

Demostracion. Supongamos que existe un endomorfismo u* : V- — V verificando h(u(z),y) = h(z, u*(y))
para todos z,y € V. Sea Z una base de V' y denotemos H = Matg(h), A = Matg(u) y B = Matg(u*).
Sean x,y € V arbitrarios y denotemos por X,Y € C" los vectores columnas asociadas (i.e., los vectores
coordenadas respecto a la base %). Entonces,

h(u(z),y) = (AX)HY = ‘X '"AHY = h(z,u*(y)) = ‘XHBY,

por lo que ‘AH = HB. Asi, dado que H es invertible (puesto que la forma hermitiana h es no-degenerada),

tenemos que B = H—1"AH = H-'A*H, donde por definicién A* = A es la matriz adjunta de A. Esto
altimo muestra que u*, en caso de existir, verifica la relacion

Matg(u*) = H-1 Matg(u)*H

y por ende estd tnicamente determinado por u y por h. Reciprocamente, y con la notacién anterior,
si denotamos por u* : V. — V el endomorfismo de V' cuya matriz respecto a la base % esta dada por
H~-1A*H entonces para todos z,y € V se tiene que

h(z,u*(y)) = 'XHBY = 'XH(H-'A*H)Y = 'XHH YA*HY = "X '"AHY = (AX)HY = h(u(z),y),

17



por lo que u* : V' — V verifica la relacion pedida. Esto demuestra la existencia y unicidad del endomor-
fismo adjunto. Finalmente, notamos que para todos z,y € V se tiene que

h(u®(z),y) = h(y, v (x)) = h(u(y), ) = h(z, u(y))

y por ende u es el adjunto de u*, i.e., (u*)* = u. O

Ejercicio 6.2. Sea V = C™ un espacio vectorial complejo. Probar que la aplicacién
Endc(V) — Endc(V), u+— u*
es anti-lineal.

En el caso de espacios hermitianos el teorema anterior se reescribe de la manera siguiente.

Teorema 6.3 (adjunto en espacio hermitiano). Sea V = C™ un espacio hermitiano. Entonces, para todo
endomorfismo u : V — V existe un unico endomorfismo u* : V. — V que verifica

(u(z),y) = (z,u"(y)) para todos z,y € V,
llamado el adjunto de w. Mds atin, para toda base ortonormal % de V se tiene que
Mat g (u*) = Matg(u)* = tl\/Iatgg(u).

Demostracion. Si % es una base ortonormal de V', entonces la matriz H de la forma hermitiana h = (-, )
es la identidad I,,, de donde obtenemos el resultado. O]

El siguiente lema sobre estabilidad de sub-espacios vectoriales sera ttil en lo que sigue. Recordemos que
siu:V — V es un endomorfismo de un espacio vectorial V', entonces un sub-espacio vectorial U C V es
estable por u si u(U) C U, i.e., si para todo x € U se tiene que u(z) € U.

Lema 6.4 (estabilidad). Sea V = C™ un espacio hermitiano y sea uw : V. — V un endomorfismo.
Entonces, para todo sub-espacio vectorial U CV se tiene que

w(U) CU < u*(UL) c UL,
En otras palabras, U es estable por u si y solo si UL es estable por u*.

Demostracion. Supongamos que u(U) C U y sea y € UL. Entonces, para todo = € U se tiene

(z,u*(y)) = (u(z),y) =0,

donde la tltima igualdad se obtiene gracias a que u(x) € U e y € UL, por lo que u*(y) € Ut. Asi,
u*(U+) C U+, Reciprocamente, supongamos que u*(U+) C U y, por el mismo argumento anterior
pero reemplazando u por u* y U por UL, tenemos en este caso que (u*)*((U+)1) C (U+)+. Dado que
(ULt =U y (u*)*=u, la inclusion (u*)*((U+)1) C (UL)L es equivalente a u(U) C U. O

Las siguientes clases de endomorfismos de un espacio hermitiano son especialmente importantes.

Definiciéon 6.5 (endomorfismo normal). Sea V' = C™ un espacio hermitiano, y sea u : V. — V un
endomorfismo. Diremos que u es:

1. auto-adjunto (o hermitiano) si u* = u.
2. anti-hermitiano si v* = —u.
3. unitario si uou* =1Idy (i.e., u € GL(V)y u~! =u*).

De manera méas general, diremos que u es un endomorfismo normal si conmuta con su adjunto u*, i.e.,
uou* = u* ou. En particular, esta nocién engloba los tres casos precedentes.
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En dimension finita, el espectro de un endomorfismo es por definicion el conjunto de sus valores propios.
La teoria espectral es el estudio de valores propios y vectores propios de endomorfismos (eventualmente
generalizando resultados de dimensién finita a dimension infinita, para poder tomar en cuenta opera-
dores, tales como el operador de Schrodinger en mecénica cuantica). En este texto introductorio, nos
contentaremos con estudiar la teoria espectral de endomorfismos normales en dimensioén finita (que cubre
en particular el caso de endomorfismos simétricos y anti-simétricos reales, hermitianos y anti-hermitianos
complejos, unitarios y ortogonales reales). El siguiente resultado es conocido como teorema espectral.

Teorema 6.6. Sea V = C" un espacio hermitiano y sea u : V — V un endomorfismo normal. Enton-
ces, u es diagonalizable y los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales. En
particular, existe una base ortonormal % de V' formada por vectores propios de u. Mds ain:

1. St u es hermitiano, entonces los valores propios de u son reales A\1,..., A\, € R y luego
A0 L..00
0 X ... O
Matg(u) = | . . .| € My (R).
0 0 ... X
2. Siu es anti-hermitiano, entonces los valores propios de u son imaginarios puros iAq,...,i\, € iR
y luego
Ay 0 ... O
0 X ... O
Matg(u) = . . . . € M, (C).
0 0 ... i\
8. Si u es unitario, entonces los wvalores propios de u son de moédulo 1, i.e., A,..., A, € C con
IA;| =1, y luego
A0 .0
0 X ... O
Matg(u)=1| . . . . | € GL,(C).
0 0 ... X\

Demostracion. La demostracion es por induccion en la dimension n = dime (V). Notamos que el resultado
es cierto si n = 1, por lo que podemos suponer que n > 2 y que el resultado se verifica para n — 1. Dado
que C es algebraicamente cerrado, el polinomio caracteristico P,(X) posee al menos una raiz A en C, y
A es un valor propio de u.

Sea V) el espacio propio asociado, el cual es estable por u* (i.e., u*(Vy) C Vy). En efecto, dado que u y
u* conmutan, tenemos que para todo x € V) se cumple que

u(u*(z)) = u*(u(z)) = v (M) = Au*(x),

por lo que u*(z) € Vy. Luego, gracias al lema de estabilidad (ver Lema tenemos que el ortogonal
Vit es estable tanto por u como por u*. Por otro lado, dado que V = V) & V& y dime(Vy) > 0 (por
definicion de espacio propio), tenemos que dimc (Vi) = dime (V) — dime(Vy) < dime (V) = n.

Denotemos por v := ulyx : V- — Vi la restriccion de uw a Vi, y por v* la restriccion de u* a Vit
Entonces, para todos z,y € Vi- tenemos que v(z) = u(z) y v*(y) = u*(y), por lo que

(v(@),y) = (u(x),y) = (z, 0" (y)) = (z,v"(y)),

lo que muestra que el adjunto de v es v*, vistos como endomorfismos de VAL. Dado que u y ©* conmutan,
las restricciones v y v* también conmutan, i.e., v es un endomorfismo normal de V/\L. Luego, la hipotesis de
induccién implica que v es diagonalizable y que espacios propios asociados a valores propios distintos son
ortogonales. Dado que V =V, & V)\J-, lo anterior también se cumple para u. En particular, considerando
bases ortonormales de cada espacio propio de u, obtenemos que existe una base ortonormal % de V
formada por vectores propios de u.
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Finalmente, si consideramos la matriz diagonal D = Matg(u) con coeficientes diagonales A1, ..., A, € C,
entonces se tiene que si u es ademas

1. hermitiano, entonces D* = D = D, i.e., \; € R para todo j € {1,...,n}.
2. anti-hermitiano, entonces D* = D = —D, i.e., \; € iR para todo j € {1,...,n}.
3. unitario, entonces D*D = DD = I,,, i.e., |\;| = 1 para todo j € {1,...,n}.
de donde se prueba el resultado. O]

Observacion 6.7. Tal como mencionamos anteriormente, el teorema espectral anterior cubre también
el caso de matrices reales simétricas, anti-simétricas y ortogonales. En efecto, si A € M,(R) es una

matriz real y la pensamos como elemento de M, (C), entonces A* = A = *A. Por lo que A es hermitiana
(resp. anti-hermitiana, resp. unitaria) si y solo si es simétrica (resp. anti-simétrica, resp. ortogonal).

7. Apéndice A: Método de reduccion de Gauss (caso hermitiano)

El presente apéndice tiene por objetivo probar e ilustrar con ejemplos el método de reduccion de Gauss
en el caso de formas cuadréticas hermitianas. Los calculos son un poco més complicados que en el caso
real a causa de la presencia de complejos conjugados que tenemos que tener en cuenta.

Ejemplo 7.1. Consideremos la forma cuadratica hermitiana @ : C> — R en V = C? dada por
Q(z,w) = 32Z — 2izW + 2iwz — Sww.

Primero que todo, es importante destacar que los coeficientes de zw y wz son necesariamente conjugados,
puesto que en caso contrario ) no seria real ni tampoco seria hermitiana.

La formula de polarizacién hermitiana implica que la forma hermitiana asociada a () esta dada por
h((zl, wl), (22, ’LUQ)) = 32172 =+ 22w172 — 2221@ — 5w1W2

Notar que s6lamente los conjugados z3 y w2 pueden aparecer, puesto que h es lineal en la primera variable
y anti-lineal en la segunda variable. Ademaés, sus coeficientes h;; deben verificar hy; = hji. La matriz
de h respecto a la base canénica % = (e, ez) de C? es

H = Matg(h) = (232 _252> .

El método de reduccion de Gauss busca descomponer Q(z,w) como suma de cuadrados |¢;(z, w)|* de
formas lineales ¢;. La idea es que cada vez que tenemos un término cuadrado del tipo 2Z = |22 en Q,
reagrupamos todos los términos conteniendo la variable z. En este ejemplo:

24 21 4
32Z — 2izw + 2iwz = 3 <z + ;w) (z + ;w> — gw@.

De donde obtenemos

Q(z,w) =3 (z + 23210) <z + 232w> - %gwﬁ =341 (2,w)|* — ?Mg(z,w)ﬁ

donde ¢ (z,w) = z 4+ 2w y f(z,w) = w son formas lineales independientes.

Para encontrar una base ortogonal, consideramos el cambio de variable

_ 24 — g 2
{u-z+3w @{Z—u 3V

vV=w
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o equivalentemente X’ = LX < X = PX’, donde L € GLy(C) es la matriz asociada a las formas lineales
(61,05) y P = L1, Asi, encontramos una base %' = (e}, e}) dada por las columnas de la matriz de

cambio de base )
1 —2
3

(0 1 > ’

En otras palabras, €] = (1,0) y €5 = (—%,1). Asi, las formas Q y h se escriben en las nuevas coordenadas

(u,v) como

19
[v]?

Qe w) = Quv) = 3ful> ~ 7

por lo que h((z1,w1), (22, ws2)) = h((u1,v1), (ug,v2)) = 3uiaz — ?m@, y en particular

3 0
3

)

Obtenemos asi una base ortogonal respecto a ), y deducimos de la discusiéon anterior que la signatura
de @ es (1,1) y su rango es 2 (i.e., es no-degenerada).

Teorema 7.2 (reduccion de Gauss). Sea V= C™ un espacio vectorial complejo y sea B = (e1,...,en)
una base de V. Toda forma cuadrdtica hermitiana Q : V — R en V admite una descomposicion en suma

de cuadrados i,
Q=" alt;]?
j=1

donde lq,...,4, € V* son formas lineales independientes, a; € R\ {0}, y r € {0,1,...,n}. La forma
hermitiana h asociada a la forma cuadrdtica hermitiana @ estd dada por

h(z,y) = Zajgj(x)gj(y)-

Si completamozﬂ los £; en una base ({1, ..., L,) de V*, entonces obtenemos nuevas coordenadas x'; = £;(x)
(i.e., matricialmente: X' = LX < X = PX', donde P = L) en las cuales la matriz de Q es diagonal
real. Explicitamente, las columnas (e,...,el,) de P definen una base %' (ortogonal respecto a Q) de V
tal que

aq 0 PN 0

0 as N 0

Mate (@)= . . . . [€M(R),

0o 0 ... a,
donde r = rg(Q), y donde a1,...,a, #0 y arp1 = ... =a, = 0.
Demostracion. Al fijar la base Z = (e, ..., e,) podemos suponer sin pérdida de generalidad que V = C"
y que

Q(.’E17...71'n) = Z hjk.’L'j(Eik.

1<j,k<n
. ‘s o 1p.12
Demostraremos por induccion en n que @ se descompone de la forma deseada @ = > =105 [4;1°.

El primer caso a considerar es cuando @ admite un término cuadrado no-nulo. Por ejemplo, supongamos
que hi1x177 = h11|$1|2 es no-nulo. En este caso, el método de Gauss consiste en reagrupar todos
los términos que contengan la variable x; factorizando el coeficiente hi; # 0 (que es real, pues @ es
hermitiana). Obtenemos asi
__ hia hin __  hay  __ hpt
hii |z + —21T2+ ...+ —21Tp + —X2T1 + ... + — 2,771 | -
h11 h11 h11 h11

9Por ejemplo, agregando coordenadas Li(z) = Tk; que no hayan sido utilizadas en el método de reduccion de Gauss.
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Teniendo en cuenta las relaciones hj;, = hy; dada por la simetria hermitiana, esto se factoriza como

h hn h hn
h11 (1‘1 + ﬂmg + ...+ 1$n> (.1‘1 + ﬂl‘g—k-ﬁ- ll‘n> —I—Q/(xg,...,xn),
hll h11 h11 hll
donde Q' (xa,...,z,) es una forma cuadréatica hermitiana que solo depende de las variables xa, ..., ;.
Si definimos la forma lineal
h hn,
bz, xn) =21 + ﬂ.’l}g 4.+ —195“,
h11 h11
entonces Q(z1,...,%,) = hi1|li(z1, ..., 2,) 2+ Q' (w2, ..., 2,). Luego, la hipotesis de induccién aplicada
a Q' implica que Q' = 377_, a;|¢;|* donde a; € R\{0} y (fa, ..., £) son formas lineales independientes en
V* en las variables (z3, ..., ;). Dado que ¢; depende de la variable x1, concluimos asi que ¢4, ..., (. € V*

son independientes.

El segundo caso a considerar es cuando ) no admite términos cuadrados no-nulos, pero sélo admite
términos cruzados no-nulos. Por ejemplo, supongamos que hi2x1%3 + ho1x2T1 es no-nulo. En este caso,
el método de Gauss consiste en reagrupar todos los términos que contengan las variables x; y a9 y
factorizarlo en un producto de la forma

hia(z1 +...)(z2 + ...) + conjugado.

Para evitar escribir dos veces cada término y su conjugado, es que nos limitaremos a escribir sélamente
los términos de la forma z ;7 conteniendo z; (no-conjugado) y T, (conjugado). Obtenemos asi

Q(z1,...,zy)
h3 hn?
1

h hin . _ .
= his (mlxg + ﬁxlfg + .+ ixlxn + —23:3902 4.+ xnxg) + conjugado + Q' (x3, ..., xy,)
hlg h12 h 2 hl?

h h h h .
= h1o <x1 + wag +...+ "2:8") (1’2 + g+ 22 > + conjugado + Q' (z3, ..., Zn),
12

Tn
his ha1 hay
donde Q’(zs,...,x,) es una forma cuadratica hermitiana que solo depende de las variables zs, ..., .
Luego, _
Q(l’h...,fﬂn) = f§+gf+Q/(333,,$Un),
donde
flz1,...,zy) = hao <x1+‘32x3+...+2xn> vy og(z1,...,z,) :;vg—i—ﬁxg,—i—...—&——lmn.
h12 h12 h21 h21
Para escribir () como combinacién lineal de cuadrados, usamos el hecho que
D S 1 1
f5+9F =5 (F+9TF+9) - (F —9(F=9) = I +9I* = 51F — g™

Si definimos las formas lineales

gl(xla"'axn):f+g y 62(1’1;"'3*%71):.]079
entonces ellas son linealmente independientes, puesto que hio # 0. Entonces,

1 1
Q(]}l, ‘e ,x”) = 5‘41(1‘1, .o 7l‘n)|2 — §|€2($1, ‘e ,xn)|2 + Q/(J?g, PN ,l‘n).

Finalmente, la hip6tesis de induccién aplicada a Q' implica que Q' = Z§=3 a;j|¢;]* donde a; € R\ {0}
y (¢s,...,¢.) son formas lineales independientes en V* en las variables (zs,...,z,). Dado que ¢; y {5
dependen de las variables 1 y x2, y dado que £; y £ son linealmente independientes, concluimos asi que
ly,..., 0. € V* son independientes. O

Ejercicio 7.3. Considerar las siguientes formas cuadraticas hermitianas Q : C3 — R.
a) Q(x1,x2,x3) = T1T7 — 2ix1T3 + 20097 + i1x1T3 — 103T1 + 2x2T3 + 2233 — 2ix2T3 + 2iT3T3.
b) Q(z1,22,23) = 2172 + T2T1 + (2173 — i23T1 + (1 +9)22T3 + (1 — 1) 2372.

En cada caso, utilizando el método de reduccion de Gauss, descomponer ) como combinacién lineal de
suma de cuadrados de formas lineales independientes. Determinar la signatura y rango de @, asi como
una base de C? que sea ortogonal respecto a Q.
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8. Apéndice B: Forma normal de matrices ortogonales

El presente apéndice tiene por objetivo aplicar el teorema espectral para endomorfismos normales en
espacios hermitianos para dar una descripcion sencilla de matrices ortogonales reales (i.e., elementos de
O(n)). Esta es una de las tantas instancias en que métodos complejos nos permiten atacar problemas
reales.

Proposicion 8.1. Sea V = R" espacio vectorial real de dimensionn > 1 y sea uw:V — V un endomor-
fismo. Entonces u posee una recta estable L o un plano estable II.

Demostracion. Si u posee un valor propio real A € R, entonces existe un vector propio v # 0 asociado
a Ay luego la recta L = Vectr(v) generada por v es estable por u, i.e., u(L) C L. Si u no posee valores
propios reales, entonces el teorema fundamental del algebra asegura que u posee al menos un valor propio
complejo A = a + i € C. Si consideramos una base & de V y escribimos A = Matg(u) entonces la
ecuacion AZ = \Z tiene una soluciéon compleja no-nula Z € C™.

Si escribimos Z = X 4+14Y, con X,Y € R". Entonces la ecuacion AZ = A\Z se reduce a
AX +1AY = (a+ip)(X +1iY) & AX =aX — 5Y, AY = X +aY.

Si A € R, los vectores columnas X e Y no pueden ser R-linealmente dependientes (colineales): en caso
contrario tendriamos por ejemplo (si X #0) que Y =¢tX cont € Ry luego Z = X 4+ itX = (1 +it)X.
Esto ultimo implicaria que X € R™ también seria un vector propio real de la matriz real A asociada al
valor propio complejo A, pero esto ultimo es una contradicciéon con la relacion AX = AX. El razonamiento
esel mismosiY #0y X =tY.

Asi, si consideramos el plano IT = Vectg(v1,v2) generado por los vectores R-linealmente independientes
v1 ¥ v, de coordenadas X € R™ e Y € R” respecto a la base 4, entonces tenemos que

u(vy) =avy — Pve €Iy u(ve) = g + avy €11,
por lo que IT es estable por u, i.e., u(IT) C II. O

Teorema 8.2 (teorema espectral, caso ortogonal). Sea V = R"™ un espacio euclideano, y seauw:V —V
un endomorfismo. Entonces, u es ortogonal (i.e., u € O(n)) si y sdlo si V admite una descomposicion
en suma directa ortogonal

V=1 olld.. dll; L1 &...0 L

formada de planos II; = R? y de rectas L; = R estables por u, tales que (al orientar cada II;) la
restriccion uln; es una rotacion ro, € SO(2) de dngulo 0; € R y donde u|r, = +1dg;.

Mads ain, eligiendo una base ortonormal directa (aj;,b;) de II; y un vector director unitario v; de Lj,
entonces (reordenando las rectas L; si fuese necesario) la matriz de u respecto a la base ortonormal
B = (a1,b1,...,a5,b5,01,...,0¢) de V estd dada por

Ly 0 ISR T
071,70 0 T 0
S A e S
©1 0 ycos(y) —sin(6y), O 0
! ! ! !

A =Matg(u) = 10 1sin(fy) cos(fy) 1 O 0
e -1 - - - -- - - - -7
| | 0 0 | | 0 0
SR P G [JES R
: : : : : : 0 : cos(fs) —sin(f;)
oo " 0 0 ' 0 !'sin(fs)  cos(0s)

donde p+ q =1, y la cual es llamada la forma normal del endomorfismo ortogonal u € O(n).

Demostracion. La demostracion es por induccion en la dimension n = dimg (V). Si n = 1 el resultado
se obtiene del hecho que los tnicos endomorfismos de un espacio euclideano V' de dimension 1 son las
homotecias u = AIdy, por lo que u es ortogonal si y sélo si A = +1, i.e., u = £ 1dy.
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Si m = 2 esto se reduce al estudio matricial de elementos de O(2), i.e., las isometrias de un plano
euclideano. Recordemos este célculo brevemente: sea (e1,es) una base ortonormal de V = R? y sea
A = Matg(u). Entonces, u es ortogonal si y solo si (u(ey),u(e2)) es una base ortonormal de V. Una
vez que escogemos una orientacién del plano euclideano V = R?, tenemos que existe un tinico angulo
0 €] —m, 7] tal que u(ey) = cos(#)e; +sin(f)es. El vector u(ez) es ortogonal a u(e;) y es de norma 1, por
lo que las unicas posibilidades para u(ez2) son

u(eg) = —sin(f)e; + cos(f)es o bien wu(ez) = sin(f)e; — cos(f)ea,

o en otras palabras, las tinicas posibilidades para A son

A= () ) oven A= () uG)

En el primer caso tenemos que u = 7y es una rotacion de angulo 6 (y los valores propios de A son
los ntimeros complejos conjugados A = e y X = e~%), mientras que en el segundo caso calculamos

directamente que
51 _ (cos(8/2) —sin(0/2) (1 0
A=P7 5P, P—(sm(e/z) cos6/2) )= \o —1)

por lo que u = sy, es una simetria ortogonal (reflexion) respecto a la recta L = ker(u —Idy) (cuyo angulo
polar es 8/2) y los valores propios de u son A = 1y u = —1. En ambos casos, existen bases ortonormales
en las cuales la matriz de u tiene la forma normal del enunciado.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para dimensiones < n—1, con n > 3. Sabemos entonces que
u posee al menos una recta estable L (si u posee un valor propio real) o un plano estable II (si posee un
valor propio complejo no-real). Sea U dicho sub-espacio estable (una recta o un plano), y consideremos la
descomposicion ortogonal V = U@ U~+. Dado que U es estable por u, tenemos que U~ es también estable
por u, por lo que la restriccién u|y 1 es un endomorfismo ortogonal de U~L. Finalmente, la hipotesis de
inducciéon implica la existencia de una descomposicién ortogonal en U+ verificando la conclusion del
teorema, mientras que en U aplicamos las observaciones antes hechas en dimensién 1 y 2. O

Observacion 8.3.

1. En dimension 2, escoger una orientacion del plano euclideano V = R? (i.e., al fijar una base
ortonormal By de V' y declararla una base directa) determina de manera unica el dngulo 0 €]—m, ]
de una rotacion u en SO(2). En particular, para toda base ortonormal directa % (i.e., que verifica
detg,(#) = 1), tenemos Matg(u) = Ry es la matriz de rotacion de dngulo 6.

2. En dimensidn 3, si fijamos una orientacion de R® dada por la base candnica €, entonces todo
elemento u € SO(3) tal que u # Idy admite un tinico eje de rotacion dado por la recta (espacio
propio) L = ker(u — Idy). Si orientamos la recta L escogiendo un vector director unitario v € L,
entonces el dngulo de rotacion 0 estd unicamente determinado por la regla de la mano derecha: para
toda base ortonormal (vy,vs) del plano ortogonal IT = Lt tal que (v1,v2,v) sea una base directa de
R3, tenemos que Mat(y, o, (u|rm) = Rg.

3. jAtencion! En dimension par > 4, un elemento u € SO(n) no posee necesariamente un eje de
rotacion, i.e., puede ocurrir que ker(u — Idy ) = {0}. Este es el caso por ejemplo para la matriz

donde 61,02 €] — 7, 7| son no-nulos.

Aplicacion Fisica: Concluimos esta seccién observando que, en Fisica, el movimiento de un soélido
esta caracterizado por la variacion en el tiempo de un sistema coordenado ortonormal (My(t), A(t)),
considerando el desplazamiento de un punto fijo M del sblido y la variaciéon de un sistema de coordenadas
ortonormales asociado al sélido. Para ilustrar esto tultimo, consideremos por ejemplo la variacion de la
base #(t) en funcion del tiempo.
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Escogamos #(0) = (eq, ..., e,) una base de referencia inicial. Entonces, %(t) esta dada por una matriz
de cambio de base ortogonal P(t) € O(n) tal que P(0) = I,. El hecho que la matriz P(¢) sea ortogonal
se obtiene gracias a la hipotesis de que el objeto en cuestiéon es un sélido: las distancias entre sus puntos
no cambian a lo largo del tiempo, por lo que la transformacion debe preservar la norma de los vectores.

Ahora, por razones fisicas, la funcién ¢ — P(t) con valores matriciales debe ser continua. Esto implica
que t — det(P(t)) es una funciéon continua también. Dado que det(P(t)) = £1 y dado que no pueden
haber saltos en el valor del determinante (por continuidad), tenemos que det(P(t)) = 1 para todo tiempo
t, puesto que det(P(0)) = det(Idy) = 1. En otras palabras, esto implica que el movimiento de solidos
solo se puede efectuar a través de transformaciones P(t) € SO(n) en el grupo especial ortogonal.

Reciprocamente, toda matriz A € SO(n) puede obtenerse a través de un movimiento continuo t — P(t)
en un intervalo de tiempo [0, 1], i.e., tal que P(0) =1, y P(1) = A. En efecto, si escribimos

A=Q 'Ry, ..0..0)Q

donde @ € O(n) es una matriz ortogonal y donde R, .. g,y €s la forma normal de A formada por s
bloques de rotaciones planas de angulos 61, ...,0; y de p valores propios +1 (dado que A € SO(n), hay
un namero par de valores propios —1, que podemos reagrupar en rotaciones planas de angulo 6 = ). Si
definimos

P(t) = QilR(tt%,...,tQS;p)Q

obtenemos una aplicacion matricial ¢ — P(t) que es continua (incluso diferenciable) para t € [0,1] y que
cumple P(0) =1, y P(1) = A.
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