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Problema 1 (30 puntos)

Sea V := M,,(R) el espacio vectorial real de matrices cuadradas n x n, con dimg (V') = n?. En V definimos la forma bilineal
simétrica
(,-) : Mp(R) x M, (R) = R, (4, B) — tr(*AB).
(a) (15 pts) Pruebe que la forma bilinear simétrica anterior define un producto interno en V.
Indicacion: Considere A = (a;j)1<ij<n matriz arbitraria y calcule explicitamente tr(*AA).
(b) (15 pts) Pruebe que si A, B € M, (R) son matrices simétricas entonces (tr(AB))? < tr(A42?) tr(B?).

Solucion:

(a) Si escribimos ‘AA = (b;;)1<i j<n entonces, calculamos by = S7_, az; > 0y luego tr(*AA) =0 S az; >0,y
(A, A) = 0 equivale a que ag; = 0 para todo i,k € {1,...,n}, i.e., A = 0. Asi, la forma bilineal simétrica es definida
positiva, i.e., un producto interno.

(b) La desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a A, B € M, (R) simétricas (i.e., ‘A=A, ‘B= B) implica que

tr(AB)? = tr(*AB)? £ (A, B)? < | A2 B|* £ tr(*AA) tr(*BB) = tr(A?) tr(B2).

Problema 2 (20 puntos)

Sea a € R un nimero real. Considere la forma cuadrética Q, : R* — R dada por
Qu(z,y,2) =22 + (14 a)y® + (1 + a + a®)2* + 22y — 2ayz.
Determine la signatura (p, q) y el rango de @, para todo a € R.
Indicacion: La respuesta depende de los posibles valores que tome a € R.
Solucién: Aplicando el método de reduccion de Gauss obtenemos
Qa(z,y,2) = 22 + 2xy + (1 + a)y® + (1 + a4+ a®)2* — 2ay2) = (x +y)* + ay® + (1 + a + a*)2* — 2ayz
=(z+y)?+al®—2y2)+ (1 +a+ad)2=(@x+y)?+aly— 2%+ (1+d*)2%

Asi, si a < 0 (resp. a = 0, resp. a > 0) @, tiene signatura (2,1) (resp. (2,0), resp. (3,0)) y rango 3 (resp. 2, resp. 3).

Problema 3 (30 puntos)

Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita n, y sea U C V un sub-espacio vectorial. Recordemos que el anulador de
U se define como el sub-espacio vectorial

U°={feV* f(uy=0paratodoueU} CV".
(a) (15 pts) Pruebe que existe una aplicacién lineal candnica® ¢ : U° — (V/U)*.
Indicacion: Puede utilizar, por ejemplo, la propiedad universal del cociente.
(b) (15 pts) Pruebe que ¢ es inyectiva y deduzca que U° = (V/U)*.
Solucién:

(a) Sea f € U°. Dado que U C ker(f), la propiedad universal del cociente implica que existe una tnica funcion lineal
f:V/U — k tal que f([v]) = f(v) para todo v € V. Asi, f € (V/U)* y definimos ¢(f) := f.

(b) Dado que f([v]) = f(v) para todo v € V, si o(f) = f = 0 entonces flv) = A([v]) =0y luego f =0, ie., pes
inyectiva. Como dimy(U°) = dimy (V) — dimy(U) = dimy((V/U)) = dimg ((V/U)*), tenemos que ¢ es una aplicacion
lineal inyectiva entre k-espacios vectoriales de la misma dimension y por lo tanto un isomorfismo (Teorema del rango).

les decir, cuya definicién no depende de eleccién de bases.



Problema 4 (30 puntos)

En R* con el producto escalar usual y la base canénica % = (e1, ez, €3, €4) considere el sub-espacio vectorial
U:={(z,y,2,t) eERY, 2 +y=0=2+1}.
(a) (10 pts) Determine una base ortonormal de U.
(b) (10 pts) Determine la matriz de la proyeccion ortogonal py : V' — V respecto a la base A.
(c) (10 pts) Sea py = (x,v, z,t) € R* arbitrario. Determine una formula explicita para d(pg, U).

Solucion:

(a) Las ecuaciones de U implican que x = —y,z = —t y luego p = (z,y,2,t) = (z,—x,2,—2) = x(e1 —ez) + z(e3 —e4) ¥
luego v; = (1,—1,0,0) y vo = (0,0, 1, —1) forman una base de U. Notar que v; L vy y luego basta dividir por su norma
para obtener u; = (%, —%,O, O) V Uy = (0,0, %, —%) base ortonormal de U.

(b) Sabemos que py(z) = (x,u1)u; + {(x,us)us y luego calculamos py(er) = 75w +0-uy = (3,—1%,0,0), y de manera
anéloga pU(eQ) = (_%7 %7070)7 pU(e?)) = (0707 %7 _%) y pU(64> = (Oa 0, _%7 %) ASL

1
2
Mat(pu) =

(¢) Sabemos que d(po,U) = ||[po — pu(po)||- Por el item (b), tenemos que

1 1
pU(x,y,Z,t) = g(x—y,y—x,z—t,t—z) yluego (x,y7z,t)—pU(9c,y,z,t) = 5(1+y,x+y,z+t,z+t),

de donde obtenemos d(py,U) = 11/2(z + y)? +2(z + 1)% = w para todo py = (7,9, 2,t) € R%.

Bonus (10 pts): Sean A, B € M,,(R) matrices simétricas reales tal que A es definida positiva.
(B1) Pruebe que existe una matriz real simétrica definida positiva C' € M,,(R) tal que C? = A.
(B2) Pruebe que AB es diagonalizable.
Indicacion: Analice la matriz M := CBC € M, (R), donde C es la matriz del item (B1), y calcule CMC~!.
Solucién:
(B1) Dado que A € M, (R) es simétrica, es diagonalizable en una base ortonormal de R”, i.e., A = PD ‘P donde P € O,,(R)

y D matriz diagonal con valores propios (no necesariamente diferentes) Aq,..., A, > 0. Si D es la matriz diagonal
donde reemplazamos cada \; por v/A; > 0, entonces C' := PD ‘P cumple C2 = PD'‘PPD"'P = PD2'P £ PD'P = A.

(B2) Notar que M es simétrica pues ‘M = ‘C *B'C' = CBC £ M y luego existen Q € 0, (R) y S € M, (R) diagonal tal que
M=Q5'Q=QSQ". Asi, CMC~! £ C(CBC)C~ = AB y luego AB = (CQ)S(CQ)~" es diagonalizable.



