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Problema 1 (40 puntos)

Sea m € N2! y seal ¢ := exp(27i/m) := cos(2X) + isin(ZX)

(a) (10 pts) Pruebe que el polinomio P(X) = (X™ — 1) € C[X] tiene como raices 1 = £°,£,£2,... ™71, Determine si
dichas raices son simples o no.
Indicacion: Considere zy := &* para k € {0,...,m — 1} y analice cudndo z, = 2z para k # £.

(b) (10 pts) Pruebe que si A € M,,(C) es tal que A™ =1,,, entonces A es diagonalizable.

(c¢) (10 pts) Pruebe que si z € C es una raiz real de P(X) = X™ — 1 entonces necesariamente z =1 0 z = —1.

Indicacion: Notar que £¥ € R si y solo si €8 = €+ y que esto dltimo es mds fdcil de verificar usando la forma polar-.
Notar ademds que si 2k =nm conn € NZ! y k€ {1,...,m — 1} entonces nm < 2m.

(d) (10 pts) Pruebe que si A € M, (R) es tal que A™ =1,, y tal que A es diagonalizable, entonces A% =1,,.

Indicacion: Escriba P~YAP = D con D € M,(R) matriz diagonal. Deduzca que necesariamente D =1,
Solucién:

(a) Por propiedades de la exponencial (o por Teorema de De Moivre en MAT060) tenemos que zj := & cumple 2" =
¢mk = exp(2mikm/m) = exp(27ik) = 1, i.e., P(z;,) = 0. Sean k, £ € {0,...,m — 1} diferentes y sean 2z = ¥ y 2z, = ¢4,
entonces (usando la notacion exponencial, por ejemplo)
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2z = zp = exp(2mi(k —0)/m) =1 < = 2min para cierto n € Z < k — { = mn para cierto n € Z.

Asi, k y ¢ tienen el mismo resto al dividir por m y luego, como k, ¢ € {0,...,m — 1}, tenemos que k = /.

(b) Por definiciéon de polinomio minimal, m4(X) divide a P(X) = (X™ — 1) y luego, gracias al item (a), m4(X) también
tiene raices simples. Luego, A es diagonalizable.

(c) Si P(z) = 0 entonces z = £ para cierto k € {0,...,m — 1}. Si k = 0 entonces z = 1 es real. Supongamos que k > 1y
notemos que
¢k € R & cos(ZZE) + isin(ZE) = cos(2Z2E) — isin(Z%2) < sin(22E) = 0 < 228 = 7 para cierto n € Z
y asi 2k = nm, donde n € NZ! necesariamente. Como nm = 2k < 2m tenemos que 1 < n < 2 y luego n = 1, i.e.,
2mi . m

k=" y por ende z = /2 = exp(2m . ™) — exp(mi) = —1.
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(d) Por el mismo argumento del item (b), m4 € R[X] divide a P(X). Como A es diagonalizable sobre R, m 4 escinde sobre
R y por ende sus raices son reales. Asi, los tinicos valores propios de A son +1 por el item (c). Luego, si P"1AP = D
con D matriz diagonal, entonces D? = I, y por ende (P~'AP)? = P~1A2P =1,,, de donde deducimos que A? =1,,.

Problema 2 (30 puntos)

Sea a € R y considere la matriz

0 0 0 O
1 00 1
A= 01 0 a
0 0 1 -—a

donde P4(X) = X(X —1)(X2+ (a+1)X +1). Ademas, puede usar directamente (sin demostracion) el hecho que si a = —3
entonces rg(A — I4) = 3 en tal caso.
(a) (20 pts) Determine los valores de a € R tal que A sea diagonalizable sobre R.

(b) (10 pts) Suponga que a = —3. Determine la forma canénica de Jordan de A en tal caso?.

Solucion:

(a) El discriminante del polinomio cuadrético Q(X) = X?+(a+1)X+1es A = (a+1)> -4 = (a+3)(a—1). Asi, P4 tiene
raices reales si y solo si A >0, i.e., a € I con I :=] — 00, —3] U1, +00[. Notamos que Q(0) =1 # 0y que Q(1) =a+3
es raiz solamente cuando a = —3. Asi, podemos identificar los casos siguientes:

IRecuerde que (cos(8) + isin(0))* = cos(kf) + isin(kf) y que exp(im) = —1.
2Note que no se pide calcular la matriz de cambio de base P € GL4(R) tal que P~YAP = J. Solo se pide determinar J € M4(R).



e Caso 1. Sia € I\ {-3,1}: En tal caso todas las raices de P4 son reales y distintas, y por ende A es diagonalizable

sobre R.
e Caso 2. Sia =1 entonces Pa(X) = X(X —1)(X + 1)? y luego debemos analizar el valor propio A = —1:
1 0 0 O
1 1 0 1
V_1 = ker(A+14) = ker 011 1|7 Vectr((0,1,0,—1))
0 01 0

y luego 2 = multae(—1) > multgeom(—1) = 1, por lo que A no es diagonalizable.
e Caso 3. Sia = —3 entonces P4(X) = X(X —1)3 y luego debemos analizar el valor propio A = 1. Por la indicacién

del enunciado, rg(A — I4) = 3 y luego el Teorema del Rango implica que V; o ker(A — I4) = 1. Asi, como en el
Caso 2, tenemos que A no es diagonalizable en este caso.

(b) En este caso Pa(X) = X(X — 1), y luego A\; = 0 y Ay = 1 son los valores propios de A. Para \; = 0 tenemos
que 1 < multgeom (A1) < multag(Ar) £ 1 y por ende® dimg Vp = 1, v luego la forma canénica de Jordan de A tiene

dy € dimp Vp =1 bloques de Jordan, que forman una matriz de Jordan de tamano mult,z(A1) = 1. De manera analoga,
por el anéalisis en el Caso 3 en el ftem (a), para Ay = 1 tenemos d; = dimg V; = 1 bloques de Jordan, que forman una
matriz de Jordan de tamano mult,z(A2) = 3. Asi, A es semejante a la forma canonica de Jordan

0 0 0 O
01 1 0
J_()Oll
0 0 0 1

Problema 3 (10 puntos)

Considere la matriz real simétrica

= (Z Z) € My(R).

Bonus (10 puntos) Pruebe que lo anterior puede ser falso si A € M5(C) es una matriz compleja simétrica.

Pruebe que A es diagonalizable sobre R.

Solucién: Notamos que Ps(X) = X2 — (a + d)X + (ad — b?) tiene discriminante A = (a + d)? — 4(ad — b?) = a® + 2ad +
d* — 4ad + 4b* = (a — d)* + 4b? y luego A > 0 al ser una suma de cuadrados en R. Si A > 0 entonces P4 tiene dos raices
distintas y por ende A es diagonalizable, mientras que si A = 0 entonces necesariamente b =0y a = d, i.e., A = aly y por
ende es diagonalizable.

Bonus: Sia=2,b=1i€ Cyd=0entonces A =0y luego A posee un valor propio de multiplicidad algebraica 2. Dado que
A no es un multiplo de la identidad, tenemos que A no es diagonalizable.

Problema 4 (30 puntos)

Sea A € M, (C) una matriz tal que (A +1,)% = 0.
(a) (10 pts) Pruebe que A € GL,,(C) y calcule det(A).

Indicacion: Es conveniente encontrar primero explicitamente B € M,,(C) tal que AB =1,,. Luego, considere N := A+1,
y determine las raices de Pn(X). Relacione el polinomio P4 con Py para determinar los valores propios de A.

(b) (10 pts) Determine la forma canoénica de Jordan de A.

Indicacion: Exprese su respuesta en términos de las dimensiones di,(\) := dimc((A — A1,,)*) donde A € C valor propio
de A y donde k € NZ1. Use esto para describir cudntos bloques de Jordan hay y de qué tamano.

(c) (10 pts) Pruebe que A=! y A tienen la misma forma canénica de Jordan, y luego pruebe que A es semejante a A~L.
Solucién:

(a) Como (A +1,)%? = A2 + 24 + 1, = 0, tenemos A(—A — 21,,) = I, y luego B := —A — 21, es la inversa de A,
ie, A € GL,(C). Como N := A+ 1, es nilpotente, sabemos que Py(X) = X" y luego la tnica raiz de Py(X) =
det(X T, —N) = det((X —1)I, —A) = P4(X —1) es 0 y por ende la tnica raiz de Py es A = —1. Asi, det(A4) = (—1)".

(b) Por el item (a), A = —1 es el anico valor propio de A. Sea d := d; := dim¢ ker(A +1,,) y notar que dy = dimg ker((A +
I,)?) = n. Asi, por el algoritmo visto en clases, tenemos que hay d bloques de Jordan y do — d; = n — d bloques de
Jordan de tamafio 2, i.e., de la forma?

-1 1
(0 4)

(c) A=! = —A — 21, tiene como tinico valor propio A™! = —1 (pues Av = \v equivale a A™tv = A~ 1v; cf. Ayudantia 4).

Asi, la forma canoénica de Jordan de A~! se calcula mediante d; = dim¢ ker(—A — 21, +1,,) = dimc ker(—A —1,,) =

dimc ker(A+1,,) “d y del mismo modo do = n. Asi, A~! tiene el mismo valor propio y mismos bloques de Jordan que

A. Luego, P7'AP = J = Q 'A71Q para P,Q € GL,,(C) y por ende A = R"'A"'R con R := QP! € GL,(C).

3 Alternativamente, se puede calcular explicitamente que Vo = Vectg((—1,3, —3,1)).
4De hecho, esto implica que n = 2 - (n—d)+1-d=2n—dy por ende n =d, i.e., A es diagonalizable.



