Nombre y apellido :

Certamen 2 MAT210

ROL :

INSTRUCCIONES GENERALES:

La evaluacién comenzard a las 10:00 AM del dia Sadbado 20 de Junio de 2020 y debe ser entregada a
més tardar a las 22:30 PM del dia Sabado 20 de Junio de 2020.

Lea con cuidado cada una de las preguntas y responda justificando de forma clara, concisa y ordenada.

Se pueden utilizar los apuntes del curso durante la evaluacién. Es importante destacar que sélo se
supondran conocidas las nociones vistas en el curso y en la ayudantia, y todo argumento utilizando
resultados adicionales (no justificados) no serd considerado.

Pruebas donde se detecte copia, plagio de respuestas en Internet, utilizacion de software para efectuar
calculos, y/o cualquier situacién de fraude académico seran calificadas con nota cero. En particular,
todas las respuestas deben desarrollarse usando la notacién del curso. Cabe destacar que AULA
cuenta con un sistema de deteccién de plagio.

La evaluacion debe ser enviada a través de la plataforma AULA en un dnico archivo PDF, el cual
debe contener la resolucién de la evaluacién, la cual debe estar escrita a mano. Adicionalmente, el
archivo debe tener por nombre |C2_MAT210_Apellido_Nombre.pdfl

Los problemas son independientes y pueden ser abordados en el orden que usted prefiera.

Importante: El objetivo de este certamen es desarrollar correctamente tres problemas, el objetivo
no es terminar todo el certamen. Especificamente:

(a) Cada estudiante debe escoger 3 problemas a desarrollar, entre un total de 5 problemas.

(b) En la primera pégina, junto con su nombre, se deben mencionar los 3 problemas escogidos.

(c) Solo se corregirédn 3 problemas. En caso de que una persona desarrolle mas de 3 problemas, sélo
se consideraran los 3 primeros de acuerdo al orden en que aparezcan en la hoja de respuestas.

(d) Adicionalmente a los 3 problemas escogidos, se podran desarrollar problemas ”Bonus” de manera
totalmente opcional para tener puntos extra. La correcciéon de los problemas ”Bonus” sera
dicotémica (0 o 5 puntos, no habrd puntaje intermedio).

Notacién: Durante todo el Certamen, denotaremos por k un cuerpo arbitrario (a menos que se especifique
lo contrario) y por V' un k-espacio vectorial de dimensién finita dimg (V) =n > 1.

Tabla de puntajes: Puntaje base: 1 punto.
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Problema 1 (33 puntos)

El objetivo de este problema es demostrar una versién multiplicativa de la descomposiciéon de Dunford para
elementos en GL(V'). Decimos que un endomorfismo u : V — V es unipotente si u — Idy es nilpotente.
Concretamente, probaremos que todo automorfismo ¢ € GL(V') tal que P,(X) € k[X] escinde sobre k,
se escribe de manera Unica como ¢ = s 0 @,, donde @, es diagonalizable, ¢, es unipotente, y donde

Ps O Pu = Pu° Ps-

(a) Sea u:V — V un endomorfismo unipotente. Probar que u e GL(V').

b) Sea ¢ : V - V un automorfismo de V, i.e., ¢ € GL(V) tal que P,(X) € k[ X] escinde sobre k, y sea
( ) ‘2 2 » y
© = s+, la descomposicién de Dunford de ¢, donde @5 es diagonalizable y ¢,, es nilpotente. Probar
que ps € GL(V).

(c) Sean ¢, sy @, como en el punto (b). Probar que ¢ = ;0 ¢, donde @, := p;! 0y, +Idy. Demostrar
que ¢, es unipotente y que @5 0 @y, = @y ° @s.

(d) Sean ¢, @5y ¢, como en el punto (c¢). Supongamos que ¢ = P50 Py, = $,,0Ps para otros Py, &, € GL(V),
con Py diagonalizable y &, unipotente. Probar que ¢ = @5 + @5 o ($, — Idy ) es la descomposicién de
Dunford (usual) de ¢ y concluir que necesariamente @5 = @5 y Py = Pu.

Solucion:

(a) Dado que u —Idy es nilpotente, se tiene que (u —Idy )" = 0 para cierto r < dimg (V). En particular,
my(X) divide P(X) = (X —1)" y luego el tnico valor propio (multiple) de u es A = 1. Luego,
det(u) =1 #0 por lo que u € GL(V).

(b) Por construccién, ¢ y ¢s tienen los mismos valores propios. En particular, det(¢s) = det(p) # 0 y
luego s € GL(V).

(c) Dado que @, y @, conmutan, se tiene que @, —Idy = ¢3! o @, v luego (¢, —Idy)" = (@;1) ol =0,
donde r € N*! es el indice de nipotencia de ¢, por lo que ¢, es unipotente. Por otra parte, dado que
Vs ¥V p conmutan, se tiene que

sososou=50s°(90§1°s@n+1dv) =PntPs=PstPn = (Idv+80n090;1)°908= (IdV"'SD;lOSOn)O‘Ps = Py 0 Ps-

(d) Dado que @s y @, conmutan, tenemos que (5o (Hy —1dy))" = %o (P, —Idy)" =0, donde r es el indice
de nilpotencia de @, —Idy. Por otra parte, @50 (Fso (Fy —Idy)) = (Fs o (Pu —Idv)) o s pues s y &y,
conmutan. Asi, @y es diagonalizable, $so(3,—1Idy ) es nilpotente, y ellos conmutan. Luego, por unicidad
de la descomposicién de Dunford, tenemos que s = s ¥ vn, = Pso (P —Idy ). De la dltima igualdad (y
del hecho que ¢, = @, es invertible) se deduce que @, = 3o, +1dy = @3t o (Fyo (Fy—1Idy)) +1dy = B

Problema 2 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar el cono de endomorfismos nilpotentes en dimension 2.
Durante este problema, denotaremos por V' = M5 (R) el R-espacio vectorial de matrices 2x2 con coeficientes
reales, y por A4 € Ms(R) el Sub—conjunt(ﬂ de matrices nilpotentes.
(a) Probar que ./ estd contenido en espacio vectorial T' ¢ V' dado por las matrices de traza nula, i.e.,
T={AecMy(R)| tr(A) =0}.

(b) Sea ¢ :R? - T dada por

r  y+z

p(z,y,2) =
y—z -

Probar que ¢ es lineal y que es un isomorfismo de R-espacios vectoriales. En todo lo que sigue,
identificaremos R3 y T, via el isomorfismo ¢.

!Sabamos que .#” € M2(R) no es un sub-espacio vectorial (c.f. Guia 3 de Ejercicios, Ejercicio 1.(b)).



(c) Demostrar que .4 es un cono % (en el sentido usual) de R3. M4s precisamente, ¢ 1(.#") estd dado
por la ecuacién de un cono a(x—2z¢)%+b(y—y0)? = ¢(z - 29)? para ciertos a,b,c e R y (0,0, 20) € R?
a determinar.

(d) Demostrar que las clases de semejanza de matrices invertibles y diagonalizables (sobre R) de T'
estan dadas por hiperboloides de una hoja que son exteriores al cono 4. Mas precisamente, sea A € T’
invertible y diagonalizable sobre R, y sea

¢(A)={BeMyR)|B= P YAP, para cierta P ¢ GL2(R)}

el conjunto de matrices semejantes a A, probar que € (A4) € T v que ¢ (% (A)) estd dado por la
ecuacién de un hiperboloide de una hoja a(z—x1)%+8(y—y1)?—v(2—21)? = d? para ciertos o, 3,7, d € R*®
v (21,91, 21) € R® a determinar.

Indicacion: Probar que necesariamente det(A) = —d? <0 para cierto d e R0 y justificar adecuadamente
que para B €T de traza nula, se tiene que B € € (A) si y sdlo si det(B) = det(A).

Solucion:

(a) Sabemos que A € My(R) es nilpotente si y sélo si P4(X) = X2. En particular, A = 0 es el tinico valor
propio (doble) y luego tr(A) =0+0=0. Luego, A4 cT.

(b) Claramente ¢(x,y,2) € T pues tr(p(x,y,2)) = x —x = 0, y ademds o(Ax1 + x2, A\y1 + Y2, A21 + 22) =
Ao(x1,y1,21) + @(x2, Y2, 22) pues cada coeficiente de la matriz estd definido por una forma lineal, por
lo que ¢ : R? - T es lineal. Dado que R? y T tienen la misma dimensién (pues T esté definido por
una ecuacién lineal tr(A) = 0 en el espacio V = R*), basta probar que ¢ es inyectivo: si p(z,7,2) =0

entonces =0y y—2z=1y+z=0, de donde se deduce y = z = 0. Luego, ¢ :R3 = T es un isomorfismo.

(c) Sea A € T. Entonces Py(X) = X? —tr(A)X +det(A) = X2 +det(A), por lo que A € .4 siy sélo si
det(A) = 0. Equivalentemente, (z,y,2) € o 1(A) si y s6lo si det(p(z,y,2)) = 22— (y+ 2)(y - 2) =
—2?—y?+2% = 0. Luego, o 1 (A) = {(z,y,2) e R® | 22 = 2% +4°} es un cono en R3 centrado en el origen.

(d) Sea A e T invertible y diagonalizable sobre R. Si B € € (A) entonces tr(B) = tr(A) = 0, y luego
€(A) c T. Por otra parte, det(A) #0 y Ps(X) = X2 + det(A). Luego, dado que A es diagonalizable
sobre R, necesariamente det(A) < 0 (en caso contrario P4 no posee raices reales). Sea d* := —det(A) >0,
entonces P4(X) = X2 —d? = (X —d)(X + d) tiene dos raices distintas. Finalmente, si B € T matriz de
traza nula con Pg(X) = X2 + det(B) entonces det(B) = det(A) = —d? implica que B es diagonalizable
con valores propios A1 =d y A2 = —d, por lo que es necesariamente semejante a A. Asi,

P (G(A)) = {(2,y,2) e R | det(p(2,y,2)) = det(A) = ~d*} = {(z,y,2) e R | 2 +y* - 2% = &°}

es un hiperboloide de una hoja (exterior al cono nilpotente 22 = 22 + y?).

Problema 3 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar las formas bilineales alternadas (definidas en §9 del curso) usando
los métodos vistos para estudiar formas bilineales simétricas en §29 y §30 del curso.

Sea V' un k-espacio vectorial de dimg (V') = n, donde car(k) # 2. Sea B: V xV — k forma bilineal alternada,
i.e., B(x,y) = —B(x,y) para todos x,y € V. Decimos que una forma bilineal alternada w: V xV — k es
una forma simpléctica si w es no-degenerada, i.e., rg(B) = n. Por otro lado, decimos que una matriz
A€ M, (k) es antisimétrica si ‘A = —A.

(a) Sea B:V xV — k una forma bilineal. Probar que B es alternada si y s6lo si la matriz Ag := Matg(B)
es antisimétrica para toda base % de V. Deducir que si V' posee una forma simpléctica w:V xV — k
entonces necesariamente dimg (V') =n es par.

(b) Sea w:V xV — k una forma simpléctica. Dado U € V' un sub-espacio vectorial, definimos su comple-
mento simpléctico como

U¥:={yeV|w(z,y) =0 para todo z € U},



y diremos que U es un sub-espacio simpléctico (resp. lagrangiano) si UnU" = {0} (resp. U = U%).
Probar que para todo sub-espacio U € V se tiene que dimy (V') = dimg (U ) +dimg(U¥) y que U = (U%)*,
y deducir que si U es un sub-espacio simpléctico (resp. lagrangiano) entonces V = U & U¥ (resp.
dim(U) = £ dimy(V)).

Indicacion: Considerar el isomorfismo @:V — V*, yw w(-,y) y probar que U¥ =& H(U®).

Sea w: V xV - k una forma simpléctica, y escribamos n = 2m con m € N (gracias al punto (a)). Sea
e1 € V ~ {0} vector no-nulo. Probar que existe f; € V ~ {0} tal que A:=w(ey, f1) #0. Sea fi := %j‘fl eV,
probar que w(ey, f1) =1y deducir que % = (e, f1) es una familia linealmente independiente. Calcular
la matriz (respecto a la base %) de la forma simpléctica dada por la restriccion wly, : Uy x Uy — k,
donde Uy := Vecty(eq, f1).

Sea Uy € V como en (c), y definamos Uy := Uy € V. Probar que V = U; @ Uy y que la restriccién
wly, : Uz x Uy — k es simpléctica (i.e., no degenerada). Deducir, por induccién en la dimensién, que
para toda forma simpléctica w: V x V — k existe una base % = (e1, f1, €2, fo,...,€m, fm) de V tal que
Matg(w) estd dada por la matriz diagonal por bloques

AHO: 0
Q=1 o ,~, 0 [,
S
0 1014,
0 1
donde A1 =...= A4, = € Ms(k).
-1 0

Indicacion: Probar que Uy nUy = {0} y concluir usando (a) que V =U; @ Uy. Para probar que wl|y, es
no-degenerada verificar que {z € Uy |w(z,y) =0 Vy e Uz} = UanUS y concluir usando que (Uy)¥ =Uj.

Solucion:

(a)

Sea % = (e1,...,ep) una base de V. Si B es alternada entonces Az = (B(ej,e;j)) cumple ‘Ay =
(B(ej,ei)) = (—B(ei,ej)) = —Ag, i.e., Ag es una matriz antisimétrica. Por otro lado, si Az es anti-
simétrica, entonces para todos x = Y7_ wjej, y = Y7, yje; se cumple B(x,y) = Y14 jon B(ei, €5)wiy; =
- El§i7j§nB(ej,ei)iji = -B(y,z), i.e., B es alternada. En particular, si w es una forma simpléctica
con Q = Matg(w) € M, (k) entonces ‘Q = —Q implica que det('Q) = det(Q2) = (-1)"det(Q) # 0 y luego
necesariamente n es par (sino det(2) = —det(Q2) = 0).

Notar que U¥ ={y e V |w(z,y) =0V e U} ={y eV |D(y)(x) =0V e U} ={y eV |©D(y) e U°} =
T Y(U®). En particular, dado que w es no-degenerada (i.e., @ es un isomorfismo) se tiene que U¥ = U°.
Luego, dimy(U%) = dimy(U®) = dimg(V) — dimg(U'), de donde se deduce que si U nU¥ = {0} (resp.
U =U") entonces V =U @ U (resp. dimy (V') = 2dim(U)). Finalmente, notar que U ¢ (U*)* (pues
todo x € U cumple w(z,y) = —w(y,x) =0 para todo y € U*¥) y ambos tienen la misma dimensién (pues
dimg (V') = dimg (U) + dim(U%) = dim(U¥) + dim((U¥)“)), por lo que necesariamente U = (U¥)“.

Por definicién, w es no-degenerada si para todo x = e; € V no-nulo existe y := fl € V' (necesariamente
no-nulo) tal que A := w(z,y) # 0. En particular, w(ey, f1) = %w(el, fi) = % =1=-w(f1,e1). Notar que
si ae; + Bf1 = 0 entonces

0=w(er,ae; +Bf1) =aw(er,er) +fwler, f1) =05
—_—— —_———
-0 =1

y de manera similar 0 = w(aey + 8f1, f1) = a, por lo que % = (e1, f1) es una familia linealmente
independiente. Dado que w(ey,e1) =w(f1,f1) =0, w(ey, f1) =1y w(f1,e1) = -1 tenemos que

0
A1 = Matgyl (w[UI) = .
-1 0



(d) Seax e UinUY, i.e., x = ae1+bfy € Uy verifica w(z,y) = 0 para todo y € Uy. En particular, w(z,e;) = -b =
0y w(x,f1)=a=0,porloque Uy nUY ={0} y, gracias al punto (a), tenemos que V = Uy @ Uy’ = Uy @ Us.
Para probar que w|y, es no-degenerada notamos que

{relUy|w(z,y)=0VyelUs}={xeclUs|xecUs} =UynUy =U n(UY)* =Uy nUy ={0},

por lo que w|y, es no-degenerada. Luego, por induccién, el espacio Uy de dimensién 2m -2 =2(m - 1)
posee una base %A = (€2, fa,...,em, fm) tal que Mat g, (w|y,) es una matriz (2m—-2)x (2m-2) diagonal
por bloques, con cada bloque igual a la matriz A; € GLa(k) (del punto (c)). Considerando la base
B = (P1,PBs) de V obtenemos ) = Mat z(w) de la forma deseada.

Observacién (cultura general): Notar que si reordenamos la base & = (e1, fi,...,€m, fm) en la base
0 I

% =(e1,...,em, f1,--, fm) Obtenemos la matriz por bloques A, = "™ |. Usualmente se dice que la
-1, O

base € es una base simpléctica o base de Darboux de la forma simpléctica w.

Problema 4 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar el sistema diferencial que describe la posicién de una particula
cargada en un campo magnético en direccién del eje z en el espacio R3. Especificamente, consideremos el
sistema diferencial lineal de segundo orden

2" (t) = wy'(t)
()] (1) = i (1)
2"(t) =0

donde w € R es una constante no-nula que depende de la masa y de la carga de la particula, asi como de la
magnitud del campo magnético.

(a) Resolver la ecuacion diferencial z”(t) = 0 separadamente (decimos que esta ecuacién estd desacoplada).

(b) Considerar el cambio de variable complejo u(t) := z'(t) + iy’ (t). Deducir que la funcién diferenciable
u : R — C satisface una EDO homogénea lineal de la forma u'(t) + Au(t) = 0 para cierta constante
compleja A € C a determinar.

(¢) Resolver en C la ecuacién u'(t) + Au(t) = 0, donde X € C es la constante encontrada en (c), y encontrar
todasE] las soluciones reales del sistema diferencial (.5).
Indicacion: El espacio de soluciones reales de (S) es isomorfo a RS,

(d) Determinar la tnica trayectoria cuya posicion inicial es (x(0),y(0),2(0)) = (0,0,0) y cuya velocidad
inicial es (2’(0),v'(0),2'(0)) = (w,w, 1).

Solucion:

(a) Integrando dos veces (o resolviendo la ecuacién caracteristica P(A\) = A2 = 0) obtenemos z(t) = at + b

con a,beR.

(b) Tenemos que u'(t) = 2" (t) +iy" (t) = wy'(t) —iwz'(t) = —iw(2'(t) + iy’ (t))) = —iwu(t).

(c) La solucién de u'(t) +iwu(t) = 0 estd dada por u(t) = uge™™* para ug € C. Si escribimos ug = ¢ +1id con

¢,d € R, entonces u(t) = (¢ +id)(cos(wt) —isin(wt)) y luego x'(t) = Re(u(t)) = ccos(wt) + dsin(wt) e

*Recuerdo: [ cos(bt) dt = 3 sin(bt) + ¢y [sin(bt) dt = -3 cos(bt) + c. Sugerencia: Para encontrar soluciones reales,
escribir la condicién inicial ug € C como uo = ¢ +id con ¢, d € R.



y'(t) = Im(u(t)) = dcos(wt)—csin(wt). Integrando x'(t) e 3y'(t) obtenemos x(t) = ¢’ sin(wt)—d’ cos(wt)+
eey(t)=d sin(wt) + ' cos(wt) + f, donde ¢’ = ¢/w, d' =dJw y donde e y f son constantes reales. Asi,
x(t) = ¢’ sin(wt) — d’ cos(wt) + e
y(t) = d'sin(wt) + ¢’ cos(wt) + f
2(t) =at+b
es la solucién general de (5), donde a,b,c’,d’, e, f € R son constantes reales.

(d) La condicién inicial (x(0),4(0),2(0)) = (0,0,0) implica que e —d" = ¢’ + f = b = 0, mientras que
(2'(0),v'(0),2'(0)) = (w,w, 1) implica c'w = w, dw =wya=1, porloque (a,b,c,d e, f)=(1,0,1,1,1,-1)
y la trayectoria buscada esta descrita por

x(t) = sin(wt) — cos(wt) + 1
y(t) = sin(wt) + cos(wt) — 1
z2(t) =t

Observacion: Se trata de un movimiento helicoidal, tipico en electromagnetismo.

Problema 5 (33 puntos)

El objetivo de este problema es explorar geométricamente la dualidad entre sub-espacios de un espacio
vectorial y los sub-espacios de su dual, asi como la relacién entre espacios cocientes y espacios duales.
Como siempre, identificaremos a todo espacio vectorial de dimension finita V' con su bidual V** y, en
particular, para U ¢V y W ¢ V* sub-espacios vectoriales, definimos:

U={feV*|f(x)=0VzeU}cV* v W={zeV|f(z)=0VfeW}cV.

En particular, (V°)° =V y (W°)° = W (puede usar estas identidades directamente, sin tener que probarlas).

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n € N>, fijo durante todo el problema. Definimos el espacio
proyectivo asociado a V' como el conjunto cuyos elementos son los sub-espacios vectoriales de dimensién
1 de V. Especificamente,

P(V):={LcV | dimg(L)=1}.

(a) Consideremos P(V*) = {¢ ¢ V* | dimy(¢) = 1} el espacio proyectivo asociado al espacio dual V* de
V., y sea (V) el conjunto cuyos elementos son los hiperplanos en V. En otras palabras, definimos
A (V)={HcV | dimg(H) =n-1}. Demostrar que la funcién
O: (V) —P(V)
H+— H°

estd bien definida (i.e., H° e P(V™)), y que es una biyeccién entre los conjuntos (V') y P(V*).

(b) Sea # = (e1,...,e,) una base de V (fija para el resto del problema), y sea #* = (e],...,e;) la
correspondiente base dual de V*. Para cada recta L = Vecty(v) € P(V) generada por un vector
v €V ~ {0} con coordenadas (ay,...,a,) respecto a la base %, definimos el conjunto

Hp:={zx=x1e1+...+xpep € V]aizy +... + apzy, = 0}.

Probar que la definicién de Hy, no depende del vector director v que genera L, verificar que Hy, = ker(f)
para cierta forma lineal f € V* \ {0}, y deducir que Hy € (V) es un hiperplano. Demostrar que la
funcion ¥ :P(V) - (V) dada por

U:P(V)— (V)
L— Hp,
es biyectiva.
Indicacion: Para la inyectividad de V, probar que si ker(f1) = ker(f2) para ciertos fi, fo € V* N {0}

entonces f1 y fo son proporcionales. Para la sobreyectividad, probar que todo hiperplano H se escribe
como H =ker(f) para algin feV*~{0}.



(¢) Deducir que existe una biyeccién 0 : P(V)) - P(V™). Describirla en términos de coordenadas respecto
a las bases B y B*.

(d) Sea U ¢ V un sub-espacio vectorial, y sea f € U° € V*. Probar que f induce una tnica forma lineal
f:V]U -k tal que f([v]) = f(v) para todo v € V', y deducir que la aplicacién

uw:U° — (V/U)”
f—7

es un isomorﬁsmoﬂ

Solucion:

(a) Sabemos que dimg(V™*) = dimg (V') = dimg(U) + dimg(U°) para todo U € V sub-espacio vectorial. En
particular, si H ¢ V' es un hiperplano (i.e., dimy(H) =n—1) entonces dimy(H°) =n—(n-1) =1, luego
H° c V* pertenece a P(V*). Del mismo modo, si £ € V* es una recta en V* (i.e., dimy(¢) = 1) entonces
dimg(£°) =n -1, por lo que £° €V pertenece a (V). Dado que (H®)° = H y (£°)° = ¢, tenemos que
®: (V) - P(V*) es biyectiva, con inversa dada por @1 : P(V*) — 7 (V), £~ Hy:= £°.

(b) Sea L = Vecti(v) €V con v =aje;+...+ape, vector director. Si v’ € L\ {0} es otro vector director con
coordenadas (ai,...,a;) respecto a %, entonces v’ = v para cierto escalar A # 0 (i.e., a; = Aa; para
todo 7). En particular,

L =1T=mx1€1+...+THeEN € a1r1+...+apxy, =0} ={x=x1€1+... +THE, € a1T1+...+a, Ty, =
H 14 0 V|aj ;l 0

estd bien definido. Més atin, Hy, = ker(f) donde f = aje] +...+ape), € V* es no-nula (pues el vec-
tor (ai,...,a,) es no-nulo). Asi, el teorema del rango implica que n = dimg(Hp) + rg(f) y luego
dimg(Hp) =n-1, por lo que Hy € 72(V).

Finalmente, notar que si ker(f1) = ker(f2) € V para fi, fo € V*\{0} entonces ker(f1)° ={f e V* | f(x) =
0 Vz eker(f1)} es de dimension 1 y contiene a f1 y fa, por lo que fi y fo son proporcionales. En otras
palabras, Hy = Hy, implica que L = L’ (i.e., ¥ es inyectiva). Para la sobreyectividad, notar que todo
hiperplano H cumple H = (H°)° por lo que si escribimos H® = Vecty(f) € V* para cierta f € V*\ {0}
entonces H = (Vecty(f))° = ker(f). Més atn, si f =aje] +...+ane;, € V* N\ {0}, entonces basta tomar
la recta L ¢V generada por v =aje; +...+ane, para tener H = Hy,.

(c) La composicién 6 := oW : P(V) - P(V*) es biyectiva. En coordenadas, consideramos la recta L
generada por v = ajeq + ...+ ape, no-nulo y lo enviamos por ¥ al hiperplano Hj = ker(f), donde
f=aiel +...+ane;,. Luego, enviamos por ¢ el hiperplano Hy, a su ortogonal H; = ker(f)° = Vecty(f).
En otras la palabras, la recta generada por v = aje; + ...+ ane, va a parar por J en la recta generada
por f=ajel +...+ane;.

(d) Dado que f € U° tenemos que U ¢ ker(f) y luego, gracias a la propiedad universal del cociente,
existe una tnica aplicacién lineal f: V/U — k tal que f([v]) = f(v) para todo v € V. En particular
f e V*. Claramente u : U° - (V/U)* es lineal, y ademds u(f) = f = 0 en (V/U)* implica que
f() = f([v]) = 0 para todo v € V, ie., f = 0 y luego u es inyectiva. Finalmente, notamos que
dimg(U°) = dimg (V') = dimg(U) = dimg(V/U) = dimg((V/U)*) por lo que u es una aplicacién lineal

inyectiva entre espacios vectoriales de la misma dimension, y luego u es un isomorfismo.

Bonus (30 puntos)

(B1) Sean A, B € M, (R) matrices reales que son semejantes sobre C, i.e., existe P € GL,(C) tales que
A =P 'BP (o bien, PA = BP). Probar que ellas son semejantes sobre R, i.e., existe @ € GL, (R) tal
que A =Q 'BQ (o bien, QA = BQ).

Indicacién: Escribir P =S +iT, donde S,T € M,(R), considerar el polinomio real d(t) = det(P +tT)
en R[t] y probar que existe un real to € R tal que Q(tyg) = S + toT es invertible. Solucién: Si

3En particular, utilizando las biyecciones estudiadadas en este problema, también podemos pensar a P(V') como el conjunto
de todos los espacios cocientes de V' de dimensién 1.



escribimos P = S + T entonces PA = BP equivale a (S +iT)A=SA+iTA=B(S+iT')=BS+iBT,
por lo que SA = BS y TA = BT. Por otro lado, el polinomio real d(t) es no-nulo, pues d(i) # 0.
Luego, existe tg € R tal que d(tg) # 0, i.e, tal que @ := Q(t9) € GL,(R). Finalmente, notamos que

QA = (S + toT)A =SA+ tQTA =BS+ toBT = B(S + toT) = BQ

(B2) Bajo las mismas hipdtesis y con la misma notacién del Problema 2, probar que las clases de semejanza

de matrices invertibles y no diagonalizables (sobre R) de T estdn dadas por hiperboloides de
dos hojas que son interiores al cono .#. Més precisamente, sea A € T invertible y no-diagonalizable
sobre R, y sea € (A) el conjunto de matrices semejantes a A, probar que ¢ }(%(A)) estd dado por
la ecuacién de un hiperboloide de dos hojas a(x — 1) + B(y — y1)? — y(z — 21)? = —d? para ciertos
a,B,7,de Ry (x1,y1,21) € R® a determinar.
Solucién: Sea A € T invertible y no diagonalizable sobre R. Dado que P4(X) = X2 + det(A)
tenemos que necesariamente det(A) := d? > 0 para cierto d € R>. En particular, A es diagonalizable
sobre C, pues P4 tiene dos raices complejas distintas. Tal como en el Problema 2(d), tenemos que si
B €T verifica det(B) = det(A) = d* entonces A y B son semejantes sobre C, i.e., existe P € GLy(C)
tal que A = P"'BP. Gracias a (B1), A y B son semejantes sobre R también. Luego,

P (E(A)) = {(2,y.2) e R | det(p(x,y,2)) = det(A) = d*} = {(2,y,2) e R* | 2® +y* = 2° = ~d°}
es un hiperboloide de dos hojas (interior al cono nilpotente 22 = z2 + 3/?).

(B3) Sea k =R o C, y sea A € M,(k) una matriz n x n con P4(X) = X" + b, 1 X" L+ ...+ b X + bo.
Demostrar (usando el teorema de Cayley-Hamilton) que para todo k € N con k > n, se tiene que AF es
combinacién lineal de las matrices I,, A, ..., A" '. Deducir que existen escalares ag, a1, ...,an-1 € k
tales que

exp(A) =apl, +a1A+... + A1 AL,

En otras palabras, exp(A) = P(A) para cierto polinomio P € k[ X].

Indicacion: Para demostrar la existencia de los coeficientes a; (dados por ciertas series de potencias,
cuya convergencia debe justificarse), probar que si AF = Aeodn + A1 A+ .+ )\km_lA"_l entonces
\Akjl < (2M)F para todo j € {0,...,n -1}, donde M =max{1,|bg, ..., |bn-1]}.

Solucién: Sea Pa(X) = X"+ b1 X" 1+ ...+ b1 X +bg el polinomio caracteristico de A. Entonces,
el teorema de Cayley-Hamilton implica que Ps(A) = A" + b, A"t + ...+ by A+ bol, =0, por lo que

A" = —b, AV~ = b1 A-bol,, es combinacién lineal de I,,, 4, ..., A" . Por induccién, sea A* con
k > n tal que AF = Aoln + A1 A+ .o+ )\km_lAn_l, entonces AFt = A. AF = koA + )\k71A2 +
)\k’n,QAn_l + Men-1A" y, dado que A,, es combinacién de I,,, 4, ... , A" concluimos que

AR = N 0 A+ X1 A% 4 Mo AT 4 N1 (b1 AT - = b A= bol)

= =boAn-1In + (A0 = Men-1b1) A + (A1 = Ano1b2) A% + .o+ (Aepz = Apn-1bn-1) A"
también lo esE| Finalmente, si escribimos para todo k € N
AR = Nl + M1 At A AT

entonces el calculo anterior implica que Ag11,0 = =boAkn-1 Yy que Agy1j = Ak j-1 — Akn-1b; para todos
j=1,...,n-1. En particular, si asumimos por induccién que |\ ;| < (2M)¥, entonces

Nest0l < ol notl € M-(2M)F < M)y Mg < ot [+ Akt lIbs] < (2M)F+(2M)5-M < (2M)**.

Luego,
exp(A) = _':(Zﬁ)Iﬂ(zg)m.ﬁ(z i : 1)A” !
i=o k! iz K im0 K i K
i) VI Xl VI o (9M k
donde cada serie (1;) %) converge a cierto a; puesto que kgo :lj Skzo( k!) =M,

4Otra alternativa: Considerar la divisién euclideana del polinomio P(X) = X* de grado k > n por el polinomio caracteristico
P4(X), de donde obtenemos X* = P4 (X)Q(X) + R(X) con gr(R) < gr(Pa) =n y luego A* = PA(A)Q(A) + R(A) = R(A) es
una combinacién lineal de 1,,, A, . A"_



(B4) Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita, y sean z,y € V dos vectores. Demostrar que si
f(z) = f(y) para todo f € V* entonces x = y.
Indicacion: Argumentar por contradiccion y tratar separadamente el caso en que x e y son linealmente
dependientes y el caso en que son linealmente independientes.
Solucién: Supongamos por contradiccién que z,y son distintos y verifican f(x) = f(y) para todo
feV* Sie =xy e =y son linealmente independientes podemos completar en una base % =
(e1,€2,€3,...,6e,) de V, y considerar la respectiva base dual #* = (e],e3,...,e). En particular, se
tiene que e (z) =1y ef(y) = 0, lo cual es imposible. Luego, necesariamente x e y son linealmente
dependientes (y al menos uno de los dos es no-nulo): si z # 0 entonces y = Az para cierto A # 1.
Completamos el vector e; = x en una base & = (e1,e9,¢€3,...,¢e,) de V, y consideramos la respectiva
base dual #* = (e],e€5,...,¢e;). Luego, ej(z) =1y ef(y) = A # 1, lo cual es imposible. Concluimos
que necesariamente x = y.

(B5) Sea B:V xV — k una forma bilineal no-degenerada. Probar que para toda forma lineal f € V* existe
un tnico vector yy € V' tal que f(x) = B(yy,x) para todo x € V.
Solucién: Dado que B:V xV — k es no-degenerada, la aplicacién lineal B:V - V¥ gy '—>VB(y, \) es
un isomorfismo. En particular, para todo f € V* existe un tinico y = y;y € V tal que f = B(yy). En
otras palabras, existe un tnico y; € V tal que f(x) = é(yf)(x) = B(yy,x) para todo x € V

(B6) Sea A € M,(R) una matriz real. Definimos el coseno cos(A) € M, (R) de A (resp. seno sin(A) €
M, (R) de A) como la parte real (resp. imaginaria) de la matriz compleja ¢'4 € M,,(C). Calcular

0 1 e 1
cos y sin )

0 0 0 6

donde 0 € R.
Solucién: La descomposicién de Dunford de A es

17 g 0 0 ¢
1A = = +
0 10 0 10 0 0

—_——— —
=5 =N

Por lo que
iA _ if ol 1 . 1
et =e"l,-(Ia+N)=e = (cos(0) +isin(0))
0 1 0

cos(#) +isin(f) —sin(f) +icos(6) _ cos(f) —sin(0) i sin() cos(6)

0 cos(0) +isin(0) 0 cos(6) 0 sin(9) .
Lutego, cos(A) = cos(f) —sin(f) ¥ sin(A) = sin(6) cos(0) ‘
0 cos(0) 0 sin(6)

®La generalizacién de este resultado a dimensién infinita (notablemente a espacios de Hilbert) es lo que se conoce como el
Teorema de representacién de Riesz.



