Nombre y apellido :

Certamen 1 MAT210

ROL :

INSTRUCCIONES GENERALES:

La evaluacién comenzard a las 10:00 AM del dia Sabado 16 de Mayo 2020 y debe ser entregada a
més tardar a las 22:30 PM del dia Sabado 16 de Mayo 2020.

Lea con cuidado cada una de las preguntas y responda justificando de forma clara, concisa y ordenada.

Se pueden utilizar los apuntes del curso durante la evaluacién. Es importante destacar que sélo se
supondrén conocidas las nociones alli vistas, y todo argumento utilizando resultados adicionales (no
justificados) no serd considerado.

Pruebas donde se detecte copia, plagio de respuestas en Internet, utilizacion de software para efectuar
calculos, y/o cualquier situacién de fraude académico seran calificadas con nota cero. En particular,
todas las respuestas deben desarrollarse usando la notacién del curso. Cabe destacar que AULA
cuenta con un sistema de deteccién de plagio.

La evaluacion debe ser enviada a través de la plataforma AULA en un dnico archivo PDF, el cual
debe contener la resolucién de la evaluacién, la cual debe estar escrita a mano. Adicionalmente, el
archivo debe tener por nombre |C1_MAT210_Apellido_Nombre.pdfl

Los problemas son independientes y pueden ser abordados en el orden que usted prefiera.

Importante: El objetivo de este certamen es desarrollar correctamente tres problemas, el objetivo
no es terminar todo el certamen. Especificamente:

(a) Cada estudiante debe escoger 3 problemas a desarrollar, entre un total de 5 problemas.

En la primera pagina, junto con su nombre, se deben mencionar los 3 problemas escogidos.

(c) Solo se corregirédn 3 problemas. En caso de que una persona desarrolle mas de 3 problemas, sélo
se consideraran los 3 primeros de acuerdo al orden en que aparezcan en la hoja de respuestas.

Adicionalmente a los 3 problemas escogidos, se podran desarrollar problemas ”Bonus” de manera
totalmente opcional para tener puntos extra. La correcciéon de los problemas ”Bonus” sera

dicotémica (0 o 5 puntos, no habrd puntaje intermedio).

Notacién: Durante todo el Certamen, denotaremos por k un cuerpo arbitrario (a menos que se especifique
lo contrario) y por V' un k-espacio vectorial de dimensién finita dimg (V) =n > 1.

Tabla de puntajes: Puntaje base: 1 punto.
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Problema 1 (33 puntos)

El objetivo de este problema es utilizar la diagonalizaciéon de matrices para estudiar ciertas sucesiones
definidas mediante recurrencias.

Sea . (a,b) el R-espacio vectorial cuyos elementos son sucesiones (U, )y de nimeros reales verificando la
relacion de recurrencia lineal

Unt2 = AUpy1 + buy.

Utilizaremos directamente (sin necesidad de demostrarl(ﬂ) el hecho que dimg (. (a,b)) = 2.

(a) Para todo n € N, definimos vy, := up4+1 y consideramos el vector columna

Up
X, = e R%

Un

Demostrar que para todo n € N se tiene que X,,41 = AX,,, para cierta matriz A € Ms(R) a determinar,
y concluir usando induccién que X, = A"Xg para todo n € N.

(b) Suponer que el polinomio real P(X) = X2 —aX - b posee dos raices reales distintas u < . Probar que
existe P € GL2(R) tal que para todo n € N se tiene:

A0
A" =P P
0 u"

Deducir que para todo n € N, se tiene u, = a\™ + Su" para ciertas constantes a, 5 € R.
Indicacién: No se pide calcular explicitamente P € GLo(R) ni tampoco las constantes o, 3 € R). Basta
justificar su existencia.

(c) Plantear (sin resolver) un sistema de ecuaciones que permita determinar o y § en funcién de ugy y uq,
y probar que dicho sistema admite una tnica solucién (que no se pide calcular).

(d) Consideremos la sucesién de Fibonacci definida recursivamente por Fy =0, Fy =1y F,0 = Fi1 + Fy
para n € N:

0,1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Demostrar, usando los puntos anteriores (y sin calcular la matriz P), que

(V)" - (- V)"

F

para todo n € N.
Solucion:

(a) Para todo n € N se tiene que vy11 = Ups2 = QU1 + buy, = avy, + buy, y luego

Un+1 Un, 0 1)[un
Xn+1 = = = = AXTL‘
Un+l avy, + buy, b al\v,
—
=A

En particular X; = AXy. Si suponemos que X, = A"X( para cierto n € N, entonces la relacién
X1 = AX,, implica que X,;1 = A- A"Xy = A" X, de donde se concluye el resultado por induccién.

'En efecto, la sucesion (un)nen estd determinada por los valores iniciales (uo,u1). Ver |(Apunte, Ejemplo 2.1.(2)).


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat210/Resumen_MAT210.pdf

(b) Calculamos el polinomio caracteristico de A mediante P4(X) = X2 —tr(A)X +det(A) = X2 -aX - b.
Por hipétesis, dicho polinomio posee dos raices distintas (los valores propios de A) y luego A es

A
diagonalizable sobre R, i.e., existe P € GLy(R) tal que A = P P~'. De lo anterior, se concluye
0 n
)\n
directamente que A" = P P! para todo n € N. Finalmente, gracias al punto (a) sabemos que
0 u"
X, = A" X por lo que mirando la primera coordenada u, del vector X,, y considerando las respectivas
mutliplicaciones matriciales, concluimos que u, = aA™ + Su' para ciertas constantes «,8 € R que
dependen de X y de P.

(c) Dado que u, = a\™ + Su™ para todo n € N, tenemos que

ug=a+p U 1 1|«
<> =

ur = al+ B uy A pf\B

Dicho sistema posee una tnica solucién («, 3) € R? puesto que el determinante de la matriz asociada
es u—A#0 (pues A\ y p son raices diferentes).

(d) En este caso a = b =1y las raices de P4(X) = X2 - X -1 estan dadas por \ = 1+T\/§ y i % Si

resolvemos el sistema del punto (c) para (ug,u1) = (0,1) obtenemos (a, ) = (%, —% , de donde se

ws)"_ ! (ws)”: (LB -(1-VE)"

2 NAWE 275

. ’ . . _ L
obtiene la férmula pedida: F;, = 7 (

Problema 2 (33 puntos)

El objetivo de este problema es probar que la restriccién de un endomorfismo diagonalizable a un sub-
espacio estable es también diagonalizable.

Sea u:V — V un endomorfismo y W ¢ V' un sub-espacio vectorial. Supongamos que W # {0} es estable
por u, i.e., u(W) ¢ W y denotemos por uyy :=uly : W — W, w — u(w) la restriccién de u a W.

(a) Supongamos que u es diagonalizable y sean Aq,...,\, € k los valores propios (diferentes) de u. De-
mostrar que todo vector w € W se escribe de manera unica como suma w = wi +. ..+ wy, donde w; € V),
para j € {1,...,p}. Deducir que si p =1 (i.e., u posee s6lo un valor propio) entonces W posee una base
formada por vectores propios de uy : W - W y luego uy es diagonalizable.

(b) Supongamos que p > 2 y sea w € W arbitrario. Deducir que el vector @ := (u — Ap Idy ) (w) pertenece a
W'y que se escribe de la forma @ = Z?;ll()\j - Ap)wj, donde wj € Vy, para j e {1,...,p~1}.

(¢) Demostrar, mediante induccién en p > 1 (y usando los puntos anteriores), que W admite una base
formada por vectores propios de uy : W — W (i.e., que up es diagonalizable).
Indicacién: Dado w € W, probar que en la escritura w = w1 +. .. +wp necesariamente w; € W para todo

jed{l,...,p}.

(d) Probar que si u:V — V es un endomorfismo diagonalizable y W ¢ V' es un sub-espacio estable por
u, entonces W posee un suplementario estable por u (i.e., existe W/ ¢ V tal que V.= Weo W'y
u(W'")y cW’).

Solucion:

(a) Dado que u es diagonalizable, tenemos que V = 69?:1 V), es suma directa de los espacios propios de
u. Asi, por definicién de suma directa, todo vector w de W se escribe de manera tnica como suma
w=wy +...+wp, donde w; € V). En particular, sip=1y % = (e1,...,en) una base arbitraria de W,
entonces e; € V), para todo j € {1,...,m} y luego uw (e;) = u(e;) = Arej. Luego, W admite una base

de vectores propios de uyy, i.e., el endomorfismo uy, de W es diagonalizable.



(b) Dado que W es estable, tenemos que para todo w € W se tiene u(w) € W. En particular, la combinacién
lineal @ = (u—-ApIdy)(w) = w(w) - Apyw € W. Si consideramos la escritura inica w = wq +. .. +w,, donde
wj € V), entonces

W = u(w) - )\pw = (Alwl +...+ )\pwp) - )\p(wl +...+ wp) = ()\1 - /\p)w1 +...+ (/\p—l - )\p)wp_l.

(c) Sea A& = (e1,...,en) una base arbitraria de W. Si denotamos w :=¢e; con ¢ € {1,...,m} y escribimos
w = wy +...+wp como en el punto (a), veamos por induccién en p que cada w; pertenece a W: el
punto (b) implica que @ = (A — A\p)wi + ... + (Ap—1 — A\p)wp-1. Luego, la hipdtesis inductiva en el
caso p — 1 implica que cada vector (A1 — A\p)wi,...,(Ap-1 — Ap)wp—1 pertenece a W. Dado que los
valores propios Ag,..., A, son dos a dos diferentes, se tiene que (\j — A\,)w; € W implica que w; € W.
Finalmente, w, = w — (w1 + ...+ wp-1) € W y luego todo vector de la base % es combinacién lineal de
vectores propios de uy . En particular, si escribimos e; = w; 1 +... +w;, con w; ; € VAj n W, la familia
F = (W11, s Wip, oo, W1, -, Wp) genera Wy estd formada por vectores propios de uyy. Luego,
podemos extraer de % una base By de W formada por vectores propios de uyy.

(d) Si W = {0} podemos considerar W' =V. Si W # {0} entonces sabemos gracias a los puntos anteriores
que W admite una base Py = (e1,...,e,) formada por vectores propios. Si agrupamos los vectores
de ZBw en funcién del espacio propio al cual pertenecen, i.e., si consideramos %; := By nV), para
j € {l,...,p}, entonces W := Vecty(%;) c WnVy y W = EB?zl W; pues W; ¢ V), y los V), estdn
en suma directa. Sea W]’ € V), un suplementario de Wj en V), ie., V), = W; & WJ’ Entonces,
u(VV]') c W]’ pues Wj’ estd formado por vectores propios asociados a Aj;. Luego, si consideramos
W' := Vecty (W7, ..., W) entonces tenemos que W' = EB?Zl W pues Wjc V), ylos V), estdn en suma
directa. Ademds, u(W') ¢ W' pues cada W es estable por u. Finalmente, V' = W@®W' por construccién
de W' y gracias a que u es diagonalizable.

Problema 3 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar endomorfismos complejos de orden finito.
Durante este problema, k= C y V es un C-espacio vectorial de dimensién dimc(V) =n. Sea u:V - V un

endomorfismo y m € N!. Decimos que u tiene orden m si u™ = Idy .

(a) Probar que todo valor propio A € C de u es una raiz m-ésima de la unidad (i.e., A™ = 1). Deducir
a partir de lo anterior que det(u) € C es una raiz m-ésima de la unidad y que u € GL(V).

(b) (Es tr(u) € C necesariamente una raiz m-ésima de la unidad? Dar una demostracién en caso positivo
o un contra-ejemplo sencillo en caso negativo.

(¢) Demostrar que todo endomorfismo complejo de orden m es diagonalizable.

(d) Sea A € M,(R) una matriz diagonalizablglE real tal que A3 =1I,,. Probar que A =1,,. ;Es necesariamente
la identidad la tnica matriz diagonalizable compleja A € M, (C) que verifica A% = 1,7 Dar una
demostracién en caso positivo o un contra-ejemplo sencillo en caso negativo.

Solucion:

(a) Sea A € C un valor propio de u y sea v € V \ {0} un vector propio asociado a A, i.e., u(v) = Av. Luego
v =u"(v) = N, y dado que v # 0, tenemos que A\ = 1. Si denotamos por Aq,...,\, los valores
propios (no necesariamente distintos) de u, entonces det(u) = A1\, y luego det(u)™ = A% A1 =1,
i.e., det(u) es una raiz m-ésima de la unidad. En particular, det(u) # 0 y luego u € GL(V).

(b) Supongamos que V = C? y sea u el endomorfismo cuya matriz respecto a la base canénica es A =

1 0
. Entonces u? = 1, por lo que u es un automorfismo de orden 2. Sin embargo, tr(u) = tr(A) = 0

0 -1
no es una raiz cuadrada de la unidad.

2Notar que si no imponemos la condicién de ser diagonalizable la conclusién es falsa: considerar por ejemplo Ag, la matriz
real 2 x 2 dada por la rotacién en un dngulo de 6 = 2?", que verifica A3 = I.



(c) Sea P(X) = X™ -1 € C[X]. Entonces P(u) = 0 pues u tiene orden m, por lo que el polinomio
minimal m,(X) divide a P(X). Por otra parte, P escinde como producto de raices simples sobre C:
P(X) = (X = 1)(X = &)-(X = &™), donde & = e*™/™_ Luego, necesariamente m,(X) tiene raices
simples, lo cual implica que u es diagonalizable.

(d) Sea P(X)=X3-1=(X-1)(X%2+X +1) e R[X]. Entonces P(A) =0 pues A tiene orden 3, por lo que
el polinomio minimal m4(X) divide a P(X). Dado que A es diagonalizable sobre R, necesariamente
m4(X) escinde sobre R con raices simples. Dado que Q(X) = X?+ X + 1 no escinde sobre R tenemos
que necesariamente my(X) = X —1 y luego A =13 es la matriz identidad. En el caso k = C el resultado

100

2mi/3

anterior es falso: sea w=-¢ raiz cubica de la unidad, entonces A=|(0 1 0 | es diagonalizable de

0 0 w
orden 3y A #I3.

Problema 4 (33 puntos)

El objetivo de este problema es analizar cierto tipo especial de endomorfismos que son de mucha utilidad
en Anélisis Numérico y en Geometria.

Sea k un cuerpo de caracteristica # 2 (e.g. Q,R,C o F, con p >3). Sea u:V - V un endomorfismo tal que

U,2=U,.

(a) Demostrar que u es diagonalizable y calcular sus posibles valores propios.

(b) Deducir del punto anterior que V = ker(u) & Im(u).

(c) Sea v := Idy —u € Endg(V). Probar que v? = v, y que se tienen las igualdades ker(v) = Im(u) y
Im(v) = ker(u).

(d) Sea s:V — V un endomorfismo que verifica s? = Idy,. Consideremos

Idy +s Idy -s
Vg = .
5 VU 2

Us =

Si definimos V; := Im(us) y V- := Im(vs), probar que V =V, & V_ y que para todo = € V. (resp. x € V)
se tiene que s(x) = x (resp. s(z) = —x).

Solucion:

(a) Sea P(X)=X?-X=X(X-1)ek[X]. Entonces P(u) = 0 por hipétesis, y luego el polinomio minimal
my,(X) € k[ X] divide a P(X). En particular, m,(X) escinde y solo tiene raices simples, por lo que u
es diagonalizable. Ademas, las posibles raices de m,, (i.e., valores propios de u) son 0 y 1.

(b) Dado que u es diagonalizable, V' = EB?zl V), es la suma directa de espacios propios de u. Si A =0 (resp.
A =1) es el unico valor propio de u, entonces u =0 (resp. u = Idy) de donde se deduce que V' = ker(u)
(resp. V =Im(u)). Si u posee dos valores propios diferentes entonces ellos son A\ =0y A2 = 1, en cuyo
caso V =V @ V1, donde por definicién tenemos que Vj = ker(u). Notemos que V4 € Im(u) pues z1 € V4
implica que z1 = u(x1) € Im(u). Finalmente, sea x € Im(u) y veamos que x € V: si escribimos = = u(y)
para cierto y € V entonces u(z) = u?(y) = u(y) =z y luego x € V;.

(¢) Calculamos v? = (Idy —u)? = 1d3, —2u+u? = Idy —u = v. Finalmente, 2 € ker(v) si y sélo si (Idy —u)(z) =
x —u(x) =0, i.e., z € Im(u) gracias al punto (b). La igualdad ker(u) = Im(v) se deduce del mismo
modo notando que v = Idy — v.

1d? +2 + Id
(d) Calculamos u? = “X== s QIdV 25 2 v ts -y que Idy —ug = Idy _(Idy +s) _ Idy -s

5 5 5— = Us. Luego, los
puntos (b) y ( ) 1mphcan que V ker(us) @ Vi y que ker(us) = V_, de donde se concluye V =V, & V_.
Y 82(y) (resp. z = vs(y) _ Y- 2(y))

S *82 S =
w) . W) _ (y2) Y- _g).

Siz eV, (resp. x € V) entonces = = us(y) =
S(y)+282(y) _ s(y2)+y

para cierto y € V, por lo

que s(z) = =x (resp. s(z) =



Comentario: Un endomorfismo p: V — V que verifica p? = p es llamado un operador de proyeccién, y
un endomorfismo s: V — V que verifica s? = Idy es llamado una simetria. El problema anterior implica
que a toda simetria podemos asociarle operadores de proyeccién p; v p—. Ademads, si s # +Idy entonces V.
y V_ son no-nulos y s es la simetria (geométrica) respecto al sub-espacio V.

Problema 5 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar completamente cierto endomorfismo de R? y analizar el sistema
dindmico discreto asociado.

Tn

Sea 7 el conjunto de sucesiones U = (U, ) ey con valores en R3, es decir, cada elemento U, = yn | €8 un

vector de R?. Dotamos a # de una estructura de R-espacio vectorial mediante:
VAeR, VU, VeV, (AU+V),:=\U, +V,.

Consideremos la matriz real

3 4 -4
A=]1 0 2
11 1

ysea V ={U = (Up)pey € ¥ tal que U, = AU, para todo n € N}.

(a) Probar que V es un sub-espacio vectorial de ¥ y construir un isomorfismo de espacios vectoriales

p:V 5 R3 (justificando porqué es sobreyectivo, y porqué es inyectivo).

(b) Haciendo operaciones columna (al menos dos operaciones), probar que P4(X) =det(XI3- A) = (X -
a)(X -b)(X -c) para ciertos a,b,c € Z a determinar, donde a < 0 < b < ¢. Determinar un vector propio
vg (resp. vy, resp. v.) asociado al valor propio a (resp. b, resp. c).

(c) Determinar sucesiones no-nulas A,B,C € V tales que A1 = aA,, (resp. Bpi1 = 0By, resp. Cpy1 =
cC,,) para todo n € N. Probar (e.g. usando el isomorfismo ¢) que #Z = (A,B,C) es una base de V' y
dar una férmula explicita para A, B,,, C, € R? para todo n € N.

2
(d) Sea U €V definida por Ug = | 1 |. Determinar las coordenadas de U respecto a la base # y (usando
2

los puntos anteriores) determinar una férmula explicita para U, € R? para todo n € N.

Solucion:

(a) La sucesién nula 0 € ¥ pertenece a V puesto que 0 = A0 en R3. Por otra parte, si A\ e Ry U, VeV
entonces la sucesion W := AU +V € V puesto que para todo n € N se tiene

Wn+1 = )\Un+1 + Vn+1 = )\AUn + AVn = A()\Un + Vn) = AWn

Finalmente, la aplicacién ¢ : V - R3, U = (U, ),y = Up que asocia a cada sucesién su término
inicial es una aplicacién lineal, pues por definicién (AU + V)y = A\Ug + V. Por un lado tenemos
que ¢ es sobreyectiva pues Uy € R? puede ser escogido arbitrariamente y, a partir de esta condicién
inicial, definimos U; = AUy, Uy = AU1, etc. Por otro lado, tenemos que ¢ es inyectiva puesto que si
U =0 ¢ R? entonces Uy = A0 =0, Uy = A0 = 0, etc. Asi, ¢ induce un isomorfismo V = R3.



(b)

X-3 -4 4
Consideremos el polinomio caracteristico P4(X) = -1 X -2 |. Haciendo las operaciones

-1 -1 X-1
columna C7 — C; — Cy y C3 — Cs + Cy obtenemos:

X-3 -4 4 X+1 -4 0 1 -4 0
-1 X -2 |=|-(X+1) X X-2|=(X+1)(X-2)|-1 X 1
-1 -1 X-1 0 -1 X-2 0 -1 1

Al desarrollar el tdltimo determinante usando la tltima columna (o, alternativamente, haciendo la
operacion columna Co — Cs +4C1 + C3 para obtener una matriz cuya tercera fila sélo tiene un término
1 -4 1 -4 ) )
no nulo) obtenemos (1) + =-14+X -4 =X -3. Finalmente, concluimos que
0 1 -1 X
Py(X)=(X+1)(X-2)(X-3) yluego a=-1,b=2y c=3. Dado que las raices de P4 son simples,
cada espacio propio V,, V3, V. es de dimensién 1, i.e., estd generado por un vector propio vy, vy y Ve,
respectivamente.
Para a = -1 tenemos que
4 4 -4
A+lz=11 1 2],
11 2

cuyo kernel puede ser calculado directamente: sea v, = (z,y,2) tal que 4z +4y —4z = x +y + 2z = 0.
Si suponemos x = 1 obtenemos el sistema y —z = =1 y y + 2z = -1, el cual posee como solucién
(y,2) = (-1,0). Luego, v, = (1,-1,0) € R3 es un vector propio asociado al valor propio a = —1.

Para b = 2 tenemos que

1 4 -4
A-2I3=|1 -2 2|,
11 -1
cuyo kernel puede ser calculado directamente: sea v, = (z,vy, 2) tal que x+4y—4z = x—2y+2z = x+y+z = 0.
Notar que si z # 0 obtenemos un sistema que no posee soluciones, por lo que x = 0 y luego z = —y.

Luego,vp, = (0,1,-1) € R? es un vector propio asociado al valor propio b = 2.
Si ¢ = 3 tenemos que

0 4 -4
A-3l3=|1 -3 2|,
1 1 -2

cuyo kernel puede ser calculado directamente: sea v, = (z,y, z) tal que 4y—-4z = x—-3y+2y = x+y-2=0.
Si suponemos z = 1 obtenemos y =2 -z = 1 = z. Luego, v. = (1,1,1) € R? es un vector propio asociado
al valor propio ¢ = 3.

Las condiciones A; = AAg=aAgy Ag # 0 (para que A sea no-nula) aseguran que Ag € R? es un vector
propio de A asociado al valor propio a = —1. Mas aun, en tal caso tenemos que A, = A"Ag = a" Ay

1
por lo que la condicién A, 1 = aA,, es satisfecha en tal caso. Luego, basta tomar Ay = v, = | -1 |,
0
(-1)"
de donde deducimos que A, = (-1)"Ay = (—1)”+1 . De manera completamente andloga, tomamos

0



0 1 0 3"

Byo=v,=|1|y Cp=v.=]1], de donde deducimos que B,, =2"By =|2"| y C,, = 3"Cy = | 37 |.

1 1 2" 3"

Finalmente, %’ = (vq, vy, vc) es una base de R? pues que A es diagonalizable. Por otro lado, dado que
o(A) = p((A,B,C)) = (Ay,By,Cp) = B’ y ¢ es un isomorfismo, tenemos que % = (A, B,C) es una
base de V.

(d) Al resolver el sistema Ug = a1 Ag + asBg + a3Cy obtenemos a; = ae = a3 = 1. Por otra parte, como ¢
es un isomorfismo tenemos que U = A + B + C y luego para todo n € N tenemos que:

(-1)™+3"
Un :An+Bn+Cn = (_1)n+1 + 2"+ 3"
2™ + 3"

Bonus (30 puntos)

(B1)

(B2)

(B3)

(B4)

Sea u: V — V un endomorfismo. Probar que u es diagonalizable si y sélo si existe un polinomio que
escinde sobre k con raices simples que anula a u.

Solucién: Si u es diagonalizable entonces m, € k[X] escinde sobre k con raices simples y, por
definicién de m,,, tenemos m,(X) = 0. Por otro lado, si P € k[ X ] escinde con raices simples y verifica
P(u) =0, entonces m,, divide a P. En particular, m,, escinde sobre k y tiene sélo raices simples, por
lo que u es necesariamente diagonalizable.

Sea A € GL,(C) una matriz invertible compleja y sea m € N*!. Demostrar que si A™ es diagonalizable
entonces A es diagonalizable

Solucién: Sean \qj,..., A\, € C los valores propios (no necesariamente distintos) de A. Entonces
Aj # 0 para todo j € {1,...,n} pues A € GL,(C). Ademds, A\{",..., A" son los valores propios de A™.
Sea P(X) = (X - AT")--(X = A") polinomio caracteristico de A™. Sabemos por Cayley-Hamilton que
P(A™) = (A™ = A\[")---(A™ = A\") = 0. Luego, si definimos Q(X) = (X™ = A[")---(X™ = \"), entonces
Q(A) =0y cada factor (X™ - AT") escinde sobre C como producto (X —A;)(X —&A;)-+(X —Emm1yg),
donde ¢ = 2™/ raiz m-ésima de la unidad. Dado que cada Aj # 0, Q(X) es un polinomio que escinde
sobre C con raices simples que anula a A, por lo que A es diagonalizable.

Sea p un numero primo. Utilizar convenientemente el pequeno teorema de Fermat para probar que
una matriz A € M, (F,) es diagonalizable si y sélo si A” = A.

Solucién: Si A = PDP™! para cierta P « GL,(F,) y D matriz diagonal con valores propios
A,...,An € F, (no necesariamente distintos), entonces AP = PDPP~! donde DP es diagonal con
términos diagonales A = A\,..., Al = A, gracias al pequeno teorema de Fermat, i.e., DP = D y luego
AP = A. Por otra parte, si AP = A entonces el polinomio minimal m4 € F,[X] divide al polinomio
P(X) =XP-X el cual sélo tiene raices simples pues P(a) = 0 para todo a € F), (pequeno teorema de
Fermat), y luego P tiene exactamente p raices simples distintas. Asi, m 4 escinde sobre I, con raices
simples, por lo que A es diagonalizable.

Bajo las mismas hipétesis y con la misma notacién del Problema 1.(b), supongamos que a # 0 y que
A # 0. Demostrar que si || < [A] entonces lim “2+L = X. Deducir (sin utilizar la férmula explicita de
n—00 n

1+/5

F,) que lim % =, donde ¢ = =52 es el nlimero dured*
n—o0o n

Solucién: Sabemos que para todo n € N se tiene u, = a\" + Su", donde p < A valores propios reales.
Luego, dado que tanto a como A son no-nulos, tenemos que

o eegen aef()
m=-—=1m —— = - = Ar =
n— o0 Up, n—00 O[)\n-i-/B,un n—oo 1 4 g (%)n ’

3La otra implicancia es cierta para cualquier matriz (invertible o no) sobre cualquier cuerpo: si A € M, (k) es diagonalizable,
entonces A™ también lo es para todo m e N1,
“Este tltimo limite fue por primera vez calculado por el matemético y astrénomo aleman Johannes Kepler (1571-1630).
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donde este ultimo limite se obtiene gracias a que lim (%) =0 pues |§| < 1. Para el caso de la sucesién
n—oo

de Fibonacci tenemos que p = 1_7\/5 y A= % =: . Notamos que |u| = @ = % -1=|A-1, por
lo que |p| <|\| y luego 7}1_1:1000 FI’;—: = %ﬁ

(B5) Un endomorfismo u : V — V es llamado semi-simple si todo sub-espacio estable W ¢ V' (i.e., que
verifica u(W) ¢ W) admite un suplementario estable por u, i.e., existe W' ¢V tal que V=W o W'
y u(W') ¢ W'. Sea u: V - V un endomorfismo semi-simple tal que su polinomio caracteristico
P, € k[ X] escinde sobre k. Probar que u es diagonalizableﬂ
Indicacion: Considerar un vector propio vi € V ~ {0} de u y Hy un hiperplano estable suplementario
a la recta generada por vi. Probar que la restriccion ug, = u|g, : Hy — Hy posee al menos un vector
propio. Construir inductivamente una base de V' formada por vectores propios de u.
Solucién: Dado que P, escinde sobre k, existe v; € V \ {0} vector propio de u. Sea Wi = Vecty(v1)
la recta generada por v;. Dado que v; es un vector propio de u, tenemos que u(Wp) € Wy y luego
W es estable por u. Como u es un endomorfismo semi-simple, tenemos que existe H; (hiperplano)
suplementario de W1 que es estable por u. Dado que V = W7 @ Hq, y tanto W7 como Hj son estables
por u, tenemos que Py(X) = Py, (X)Py, (X), donde uw, : W1 —» Wi y up, : Hi - Hi es la
restriccién de w a Wy y Hy, respectivamente. En particular, dado que P, escinde sobre k£ tenemos
que Pqu escinde sobre k. Luego, ug, posee un vector propio vy € Hjp, que también es un vector
propio de u. Sea Wy := Vecty(v1,v2) sub-espacio estable por u. Dado que u es semi-simple, existe
Hs ¢ V sub-espacio estable por u tal que V = Wy @ Hy. Continuando con este proceso obtenemos
para m € N*! sub-espacios W, = Vecty(vy,...,vm) y Hy, estables por u tales que V = W, ® H,, y
donde vy, v9, ... son vectores propios de u. Dado que vy,11 ¢ Wi, tenemos que dimg(W,,) = m y luego
este proceso termina con W, =V y H, =0, donde n = dimg (V). Luego, £ = (v1,...,v,) es una base
de V formada por vectores propios de u.

(B6) Supongamos k =T, y sea u:V — V un endomorfismo. Probar que existe un entero positivo my € N1
tal que el endomorfismo v := ™ verifica v? = v.
Indicacion: Probar que Endp, (V) es un conjunto finito y luego el conjunto {u™, m e N>11 es finito.
Solucién: Notar que un Fy-espacio vectorial V' de dimensién n es isomorfo a I} y luego card(V') = p".

En particular, card(Endg,(V')) = p”Q, y E = Endp, (V) es un conjunto finito. Luego, el conjunto de
endomorfismos {u™, m € N*'} = {u,u? u3,...} € F es finito. En particular, la sucesién {u™, m e N*!}

es peri6dica a partir de cierto valor 7 > 1, i.e., {u™, m e N1} = {u,v?, ... w1 u" ™ o o uN Tt =
u" uNt2 =y} Sea £ = N —r+1>1 el periodo de los tltimos términos de la sucesién, i.e., para
todo m > r se tiene u™ = u™*t = 42 = 3 ete. Basta tomar mg = k€ para cierto k € N2! de tal

suerte que k€ > r. Asi, v:=u™ verifica v? = ©270 = 2P = FOEE Z RE = o,

Comentario: FEl resultado anterior implica que todo endomorfismo u de un espacio vectorial de
dimensién finita sobre el cuerpo I, admite una potencia ™ diagonalizable.

®Este resultado junto con el Problema 2.(d) implican, en particular, que si k es algebraicamente cerrado (e.g. k = C)
entonces un endomorfismo es semi-simple si y sélo si es diagonalizable.



