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En esta serie de charlas discutiremos sobre los avances recientes sobre la existencia de métricas de Kähler-
Einstein en variedades de Fano. Más precisamente, los trabajos de Chen-Donaldson-Sun y Tian implican que
una variedad de Fano X (i.e., una variedad suave proyectiva compleja tal que OX(−KX) = det(TX) es amplio)
posee una métrica de Kähler-Einstein si y sólo si ella es K-poliestable. Esta última condición, introducida por
Tian (1997) y Donaldson (2002), permite reducir un problema de Ecuaciones Diferenciales Parciales y Geometría
Diferencial al lenguaje de la Geometría Algebraica. El objetivo del seminario será introducir la definición de
estabilidad y las propiedades de dichas variedades, buscando también aprender cómo utilizar este lenguaje en
ejemplos explícitos.
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1. El problema de Calabi para variedades de Fano
Todas las variedades estarán definidas sobre el cuerpo de los números complejos C.

Para estudiar variedades projectivas (suaves) X desde el punto de vista de la Geometría Diferencial consideramos
métricas hermitianas h (en lugar de métricas riemannianas), que a su vez tienen asociadas

ω =
loc

i

2π

∑
ij

hij dzi ∧ dzj una (1, 1)-forma con h = (hij) matriz hermitiana con hij : X → C función C∞.

Decimos que (X,ω) es una variedad de Kähler si dω = 0.

Ejemplo 1.1. En Pn, la métrica de Fubini-Study asociada a1

ωFS :=
i

2
∂∂ log ∥z∥2

es de Kähler. Así, para X ⊆ Pn subvariedad proyectiva suave, tenemos que ω := ωFS|X es una métrica de
Kähler en X, i.e., toda variedad proyectiva suave es una variedad de Kähler.

Observación 1.2. Si X ∼= P1, C/Λ o D/Γ es una superficie de Riemann, hay métricas clásicas (de Fubini-
Study, Euclideana, y de Poincaré, resp.) en X con curvatura constante (+1, 0, −1, resp.).

En 1954, Eugenio Calabi propone estudiar en toda variedad proyectiva suave X la existencia de una métrica de
Kähler ω tal que

Ric(ω) = λω para algún λ ∈ {−1, 0, 1} (Ecuación de Kähler-Einstein)

donde Ric(ω) =
loc
−i∂∂ log det(hij) es la curvatura de Ricci de ω.

Ejemplo 1.3. En la carta afín U0 = {z = [Z0, Z1, Z2] ∈ P2, Z0 ̸= 0} ∼= A2 de P2 con coordenadas (z1, z2)
tenemos ωFS =

loc

i
2∂∂ log(1 + |z1|2 + |z2|2) = i

2π

∑
ij hij dzi ∧ dzj donde

h = (hij) =
π

(1 + |z1|2 + |z2|2)2

(
1 + |z2|2 −z1z2
−z1z2 1 + |z1|2

)
con det(hij) = π2(1+ |z1|2+ |z2|2)−3 y luego Ric(ωFS)

def
= 6πωFS. Dado que Ric es invariante por reescalamientos

ω 7→ λ−1
0 ω, podemos normalizar para obtener λ = 1. Similarmente, Ric(ωFS) = 2π(n+ 1)ωFS en Pn.

Recuerdo 1.4 (Teorema de Kodaira). La curvatura de Ricci Ric(ω) define una (1, 1)-forma real tal que
[Ric(ω)] = 2πc1(X)

def
= 2π[−KX ] ∈ H1,1(X,R). Así, en el caso λ = −1 (resp. λ = 1) tenemos que [KX ] = [ω]

(resp. [−KX ] = [ω]) es cohomólogo a una (1, 1)-forma positiva. El Teorema del incrustamiento de Kodaira
asegura que KX (resp. −KX) es amplio. Así, la ecuación de Kähler-Einstein implica que:

1. X es canónicamente polarizada (i.e., KX amplio) si λ = −1.

2. X es tal que KX ∼Q 0 si λ = 0.

3. X es Fano (i.e., −KX amplio) si λ = 1.

La existencia de métricas de Kähler-Einstein en toda variedad canónicamente polarizada y de Calabi-Yau son
resultados fundamentales de Análisis Geométrico por parte de Aubin y Yau, respectivamente. Por otra parte,
veremos que no toda variedad de Fano admite una métrica de Kähler-Einstein.

Ejemplo 1.5. Sea X una variedad de Fano suave. Entonces,

(dim(X) = 1) X ∼= P1 es Kähler-Einstein.

(dim(X) = 2) X ∼= P1 × P1, P2 o Blp1,...,pr
(P2) blow-up en r ≥ 8 puntos en posición general. Veremos

que todas ellas son Kähler-Einstein excepto por Blp(P
2) ∼= F1 y Blp1,p2(P

2).

(dim(X) = 3) Iskovskikh, Mori y Mukai clasificaron los 3-folds de Fano en 17 + 88 = 105 familias. En
2023, Ivan Cheltsov y sus colaboradores prueban que para exactamente 78 familias se tiene que el miembro
general admite una métrica de Kähler-Einstein.

1Aquí, ∂f =
∑ ∂f

∂zi
dzi y ∂f =

∑ ∂f
∂zj

dzj .

1



Teorema 1.6 (Chen–Donaldson–Sun 2014, Tian 2015). Una variedad de Fano suave X admite una métrica de
Kähler-Einstein si y sólo si (X,−KX) es K-poliestable.

De manera sorprendente, la noción de K-poliestabilidad es un concepto puramente algebro-geométrico, y
proviene de la idea de usar Teoría Geométrica de Invariantes (GIT) en el esquema de Hilbert:

Sea X una variedad proyectiva y L ∈ Pic(X). Una configuración test de (X,L) es una degeneración Gm-
equivariante obtenida de la manera siguiente:

1. Dado un incrustamiento φ|L⊗k| : X ↪→ PN para cierto k ≫ 0, y

2. Dado un subgrupo 1-paramétrico dado por un morfismo de grupos ρ : Gm → PGLN+1(C),

consideramos la acción inducida de Gm en PN y el incrustamiento

j : X ×Gm ↪→ PN ×Gm, (x, t) 7→ (ρ(t)x, t).

Así, la clausura de Zariski X := j(X ×Gm) ⊆ PN ×A1 viene dotada de una proyección π : X → A1 que es
un morfismo plano y tal que L := OX (1) ∈ Pic(X ) es π-relativamente amplio.

Diremos que (X ,L )
π−→ A1 es una configuración test y que la fibra especial X0

def
= π−1(0) es el límite plano

de ρ(t) ·X ⊆ PN cuando t→ 0.

Ejemplo 1.7 (Li–Xu). Sea (X,L) = (P1,OP1(3)) la cúbica torcida y consideremos la variedad no-normal

X := {s2(x+ w)w − z2 = sx(x+ w)− yz = xz − syw = y2w − x2(x+ w) = 0} ⊆ P3
[x,y,z,w] ×A1

s.

con acción de Gm dada por t · ([x, y, z, w], s) = ([x, y, tz, w], ts). Así, X0
∼= Proj(C[x, y, z, w]/I0) cúbica plana

nodal dada por I0 = ⟨z2, yz, xz, y2w − x2(x+ w)⟩ y p = (0, 0, 0, 1) punto no-reducido de X0.

En analogía con el criterio de Hilbert-Mumford para estabilidad en el contexto de GIT, Futaki (1983) y Do-
naldson (2002) proponen estudiar la acción de Gm en la fibra especial X0. Más precisamente, veremos que la
acción de Gm en los espacios de secciones H0(X0,L

⊗m
0 ) permite definir el invariante de Donaldson-Futaki

DF(X ,L ) ∈ Q asociado a una configuración test (X ,L ) con espacio total X normal y decir que:

1. (X,L) es K-semiestable si DF(X ,L ) ≥ 0 para toda configuración test (X ,L ) de (X,L).

2. (X,L) es K-poliestable si es K-semiestable y si DF(X ,L ) = 0 implica (X ,L ) ∼= (X,L)×A1.

Observación 1.8 (MMP). Trabajos muy recientes (Li, Fujita, Odaka, Okada, Xu, etc) prueban que el espacio
de moduli de variedades de Fano suaves Kähler-Einstein se compactifica considerando variedades de Fano K-
poliestables con singularidades klt (en lugar de slc), como fue conjeturado por Tian.

Veremos además que el cálculo de DF(X ,L ) puede hacerse de manera explícita gracias a que L es un fibrado
en rectas Gm-linealizado (cf. Capítulo 7 de Lectures on Invariant Theory por I. Dolgachev):

Sea X variedad algebraica con acción α : Gm × X → X de Gm = (C×, · ) y sea L ∈ Pic(X). Una Gm-
linealización de L es una acción de Gm en el espacio total V(L) de L que haga la proyección V(L)

π−→ X
un morfismo Gm-equivariante y tal que la acción en las fibras sea lineal. Más formalmente, es una acción
σ : Gm ×V(L)→ V(L) tal que el diagrama siguiente sea conmutativo

Gm ×V(L)
σ //

IdGm ×π

��

V(L)

π

��

Gm ×X
α // X

y tal que la sección nula 0L ⊆ V(L) sea Gm-invariante. En particular, para todo t ∈ Gm y todo x ∈ X

σx(t) : Lx
≃−→ Lt·x es un isomorfismo lineal.

Además, dado que Pic(Gm) ∼= {1}, todo L ∈ Pic(X) admite una linealización y las posibles clases de linea-
lizaciones están parametrizadas por el grupo de caracteres X(Gm)

def
= Homgr(Gm,Gm) ∼= Z. Por ejemplo, si

X = P1 y L = OP1(−1) entonces V(L)
def
= {([x0, x1], λ(x0, x1)), [x0, x1] ∈ P1, λ ∈ C} y la acción de Gm dada

por t · ([x0, x1], λ(x0, x1)) := ([x0, tx1], λ(x0, tx1)) determina una Gm-linealización de L.
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2. Configuraciones test y álgebras de Rees
Sea X un esquema (separado, de tipo finito sobre k = C) proyectivo y L ∈ Pic(X) fibrado en rectas amplio.

Definición 2.1. Una configuración test de (X,L) es un par (X ,L ) junto con

1. un morfismo propio y plano π : X → A1 = Spec(C[t]),

2. una acción de Gm en X tal que π es equivariante para la acción estándar (a, t) 7→ at de Gm en A1,

3. un Q-fibrado en rectas L ∈ Pic(X )⊗Z Q π-amplio y Gm linealizado en X ,

4. un isomorfismo (X1,L1) ∼= (X,L) entre la fibra general y la variedad polarizada original.

Ejemplo 2.2. Sea (X,L) como en la definición anterior.

1. La configuración test trivial (XA1 , LA1) := (X,L)×A1 es aquella donde la acción de Gm en XA1 es
la acción producto, donde la acción en X es trivial y la acción en A1 es la acción estándar.

2. Una configuración test producto es (XA1 , LA1) como antes, sólo que la acción de Gm en X no
necesariamente es trivial. Si Aut◦(X) ∼= {1}, entonces toda configuración producto es trivial.

3. Sea Z ⊆ X sub-esquema cerrado y sea σ : X := BlZ×0(X × A1) → X × A1. Entonces p := prA1 ◦σ :
X → A1 es un morfismo propio y plano2. Además X0 = E + F , donde E = σ−1(Z × 0) es el divisor
excepcional y donde F ∼= BlZ(X) es la transformada estricta de X × 0. Si Z ⊆ X es Gm-invariante (e.g.
por la acción trivial en X) entonces hay una acción inducida de Gm en X , y dado que −E es σ-amplio,
tenemos que L := σ∗LA1 ⊗ OX (−tE) es π-amplio para 0 < t≪ 1. Así, (X ,L ) configuración test.

4. Sea r ∈ N≥1 tal que rL := L⊗r muy amplio, i.e., ι : X ↪→ P(V ∨) incrustamiento, donde V = H0(X, rL).
Un morfismo de grupos ρ : Gm → GL(V ) induce una configuración test (Xρ,Lρ) donde Xρ es la clausura
de Zariski en P(V ∨) × A1 de la imagen de X × Gm ↪→ P(V ∨) × Gm, (x, a) 7→ (ρ(a)x, a) y donde
Lρ := 1

rOX (1). Todas las configuraciones test de (X,L) se obtienen de este modo (Ross–Thomas, 2007).

Objetivo: Obtener criterios “valuativos” (i.e., numéricos) para estudiar configuraciones test. Veremos que:

{Config. test de (X,L)}↭ {Filtraciones de R(X,L) := ⊕m≥0 H
0(X,mL)}↭ {Valuaciones en C(X)}

Más precisamente, las valuaciones (divisoriales) que construiremos en C(X) permitirán estudiar el invariante de
Donaldson-Futaki DF(X ,L ) mediante técnicas de geometría birracional (MMP) y teoría de intersección.

Recuerdo 2.3. Dado un espacio vectorial V , hay una biyección entre acciones lineales de Gm en V y Z-
graduaciones en V : dada una acción Gm en V hay una descomposición en pesos V = ⊕λ∈ZVλ donde

Vλ := {v ∈ V, a · v = aλv para todo a ∈ Gm}.
Recíprocamente, la Z-graduación V = ⊕λ∈ZVλ permite definir a · v :=

∑
aλvλ, para todo v =

∑
vλ.

Definición 2.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita (e.g. H0(X,mL)). Una Z-filtración de V es
una colección de sub-espacios {Fλ}λ∈Z ⊆ V tales que

1. Fλ+1V ⊆ FλV para todo λ ∈ Z, i.e., es una filtración decreciente,

2. FλV = 0 para todo λ≫ 0, y

3. Fλ = V para todo λ≪ 0.

El álgebra de Rees asociada a la filtración F • es el k[t]-módulo finitamente generado y libre de torsión dado
por Rees(F •) := ⊕λ∈ZF

λV t−λ, con estructura de k[t]-módulo dada por t · (vt−λ) := vt−λ+1.

Construcción 2.5 (correspondencia de Rees). Hay una correspondencia biyectiva entre

{Fibrados vectoriales Gm-linealizados V → A1} ←→ {Z-filtraciones en e.v. de dimensión finita V }.

En efecto, dado V espacio vectorial y F •V una Z-filtración, entonces consideramos R := Rees(F •) y R̃ es un haz
localmente libre en A1 = Spec(k[t]), con fibrado vectorial V := V(R̃)→ A1. Como R admite una Z-graduación
compatible con la Z-graduación de k[t], tenemos que V → A1 es un fibrado vectorial Gm-linealizado.

Dado V → A1 fibrado vectorial Gm-linealizado, consideramos la acción inducida de Gm en sus secciones
globales y la descomposición en pesos correspondiente H0(A1,V ) =

⊕
λ∈Z H0(A1,V )λ.

2Conocido como la deformación al cono normal en Teoría de Intersección (ver Fulton §5.1 o la Clase 14 de Ravi Vakil).
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Es importante observar que la acción de Gm
∼= Spec(k[t, t−1])

def
= {t ̸= 0} ⊆ A1 en las secciones globales está

dada por la representación dual t · σ(x) := σ(t−1 · x) y por ende t ∈ k[t] actúa con peso −1 en el k[t]-módulo
H0(A1,V ), i.e., H0(A1,V )λ

·t−→ H0(A1,V )λ−1 es un morfismo inyectivo de k[t]-módulos.

Podemos construir FλV geométricamente de la manera siguiente: Sea V := V1 la fibra general de V → A1 y

FλV := Im
(
H0(A1,V )λ

ev1−−→ V, s 7→ s(1)
)

donde FλV ⊆ Fλ−1V dado que ·t es un morfismo inyectivo. Además, FλV = 0 (resp. FλV = V ) para λ ≫ 0

(resp. λ≪ 0) dado que H0(A1,V ) es un k[t]-módulo finitamente generado (resp. Im(H0(A1,V )λ
ev1−−→ V ) = V ).

Observación 2.6. La construcción anterior tiene dos consecuencias que nos servirán para hacer cálculos.

1. Dado que V → A1 es Gm-equivariante, tenemos que VA1\{0} ∼= V × (A1 \ {0}). Por otra parte, dado que
R⊗k[t] k[t]/⟨t⟩ ∼= R/tR, tenemos que V0

∼=
⊕

λ∈Z FλV/Fλ+1V
def
= gr•F V .

2. La inclusión H0(A1,V ) ∼=
⊕

λ∈Z FλV t−λ ↪→ H0(A1 \ {0},V ) ∼=
⊕

λ∈Z V t−λ implica que

s ∈ FλV ⇔ st−λ ∈ H0(A1,V ), donde s ∈ H0(A1 \ {0},V ) sección Gm-invariante tal que ev1(s) = s.

Para utilizar filtraciones en el contexto de configuraciones test (X π−→ A1,L ) de un esquema polarizado (X,L),
consideramos r ∈ N≥1 tal que rL ∈ Pic(X ) y R := R(X, rL) :=

⊕
m∈N Rm con Rm := H0(X,mrL) e.v. de

dimensión finita. Veamos que podemos construir una Z-filtración graduada F •R, es decir, una Z-filtración
F •Rm para todo m ∈ N y tal que FλRm · FµRn ⊆ Fλ+µFm+n. Para ello, notamos que:

1. Por la fórmula de proyección, H0(X ,mrL ) ∼= H0(A1,V ) donde V := π∗(L ⊗mr) fibrado Gm-linealizado.

2. Hay un morfismo canónico de restricción ev1 : H0(X ,mrL )→ H0(X ,mrL )t=1
∼= H0(X,mrL).

Así, podemos definir Fλ
X ,L H0(X,mrL) := Im

(
H0(X ,mrL )λ

ev1−−→ H0(X,mrL)
)
, y dicha filtración es finita-

mente generada. Más precisamente, la correspondencia de Rees nos da un isomorfismo de k[t]-módulos

H0(X ,mrL ) =
⊕
λ∈Z

H0(X ,mrL )λ
≃−−−→

Rees

⊕
λ∈Z

Fλ H0(X,mrL)t−λ compatible con la graduación, y luego

⊕
n∈N

H0(X ,mrL ) ≃
⊕
n∈N

⊕
λ∈Z

Fλ
X ,L H0(X,mrL)

def
= Rees(F •

X ,LR(X, rL)),

donde esta última es una k[t]-álgebra finitamente generada pues L es relativamente amplio sobre A1.

Teorema 2.7. Hay una correspondencia3 entre configuraciones test (X ,L ) de la variedad polarizada (X,L)
y Z-filtraciones graduadas F • de R(X,L) para cierto r > 0.

Demostración. Por la discusión anterior, basta notar que Rees(F •
X ,LR(X, rL)) induce la configuración test

X := Projn∈N

(⊕
n∈N

⊕
λ∈Z

Fλ
X ,L H0(X,mrL)

)
π−→ A1

donde el morfismo π se obtiene pues la componente de grado m = 0 del álgebra de Rees es k[t]. Por construcción,
π es proyectivo y L := 1

kOX (k) es un Q-fibrado en rectas amplios para k ≫ 0. Además, el hecho que hay un
isomorfismo Gm-equivariante (X ,L )|A1\{0} ≃ (X,L)× (A1 × {0}) se deduce de la Observación anterior.

Corolario 2.8. Sea (X ,L ) una configuración test de la variedad polarizada (X,L). Entonces, si X es reducida
e irreducible, entonces X también.

Demostración. Sea F •R, con R = R(X, rL) para r > 0, la Z-filtración asociada a la configuración test (X ,L )
tal que X ≃ Proj(Rees(F •R)). El resultado es consecuencia directa de que Rees(F •R) ⊆ R[t, t−1].

Hecho: Un análisis análogo, usando la caracterización de normalidad mediante las condiciones R1 y S2 de
Serre4, implica que si X es normal y X0 es reducida, entonces X es normal.

3biyectiva, si declaramos dos filtraciones equivalentes si coinciden en H0(X,mL) para todo m suficientemente divisible.
4Ver Stack Project, Tag 031S.
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3. Invariante de Donaldson-Futaki
Definición 3.1. Considerar V un k-espacio vectorial de dimensión finita dotado de una acción Gm ↷ V . Se
define el peso de la acción como

wt(V ) =
∑
λ∈Z

λ dim (Vλ) ,

donde V =
⊕

λ∈Z Vλ es la descomposición en pesos de V con Vλ := {v ∈ V |ξ · v = ξλv para todo ξ ∈ Gm(k)}

Observación 3.2. Si Gm actúa en V espacio vectorial de dim(V ) = n, entonces wt(V ) = wt(det(V )) donde
det(V ) :=

∧n
V , el cual posee una Gm-acción inducida. Si s1, . . . , sn ∈ V es una base y λ1, . . . , λn ∈ Z son

tales que ξ · si = ξλisi entonces
ξ · s1 ∧ . . . ∧ sn = ξ

∑
i λis1 ∧ . . . ∧ sn

y por tanto wt(det(V )) = wt(V ).

De ahora en adelante consideramos X variedad proyectiva sobre C de dim(X) = n, y (X ,L ) configuración
test de un par polarizado (X,L). Para m ∈ N tal que mL sea un fibrado en rectas, definimos

Nm := dimH0 (X0,mL0) y wm := wtH0 (X0,mL0)

Es conocido que los valores Nm (el polinomio de Hilbert de X0) vienen dados por un polinomio de coeficientes
racionales de grado n. Además, es posible probar que los valores de wm vienen dados por un polinomio racional
de grado n+ 1, por lo cual se tiene una expansión

wm

mNm
= F0 + F1m

−1 + F2m
−2 + . . .

para m > 0 suficientemente divisible.

Definición 3.3 (Invariante de Futaki). El invariante de Donaldson-Futaki de (X ,L ) se define como

DF(X ,L ) := −2F1

El objetivo es expresar este número en términos de números de intersección, para lo cual necesitaremos com-
pactificar (X ,L ).

Construcción 3.4 (compactificación). Dada una configuración test (X ,L ) de (X,L), podemos considerar
las familias Gm-equivariantes (X ,L ) → A1 y (X,L) ×

(
P1\{0}

)
→
(
P1\{0}

)
, donde la acción de Gm en

(X,L) ×
(
P1\{0}

)
corresponde al producto de la acción trivial en (X,L) y la acción estándar en P1\{0}.

Tenemos un isomorfismo Gm-equivariante

(X \X0,L |X \X0
) ∼= (X,L)× (A1 \ {0})

(p, s) 7→ (a−1 · p, a−1 · s)× {a}

donde a = π(p), y por tanto este isomorfismo nos permite pegar las dos familias anteriores obteniendo la
compactificación π̄ : (X ,L )→ P1. Esta compactificación posee las siguientes propiedades:

1. el morfismo π̄ : (X ,L )→ P1 es plano, propio y Gm-equivariante.

2. el Q−fibrado en L es π̄-amplio y Gm-linealizado.

3. la fibra sobre ∞ corresponde a
(
X ∞,L ∞

) ∼= (X,L).

Ejemplo 3.5. Considerar la configuracion test producto X = P1 ×A1 inducida por la acción

t · [x : y] = [tdx : y]

para algún d ∈ Z y L = OP1(1)×A1. En este caso vemos que H0(P1,OP1(m)) = C[X,Y ]m con t · (xkym−k) =

tdkxkym−k, por lo que wm =
(

m(m+1)
2

)
d, Nm = m+ 1 y DF(X ,L ) = 0 (y así P1 no es K-estable). Además,

la construcción anterior nos dice que
X = P(OP1 ⊕ OP1(d))

Lema 3.6. Sea Gm ↷ P1 la acción dada por t · [x : y] = [tx : y]. Dada una Gm-linearización de OP1(m)
entonces

wt (OP1(m)0)− wt (OP1(m)∞) = m

donde 0 := [0 : 1] y ∞ := [1 : 0].
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Proposición 3.7. Si (X ,L ) es una configuración test de (X,L) y n = dim(X), existe ai, bi ∈ Q tales que

Nm := dimH0 (X0,mL0) = a0m
n + a1m

n−1 + . . .+ an

wm := wtH0 (X0,mL0) = b0m
n+1 + b1m

n + . . .+ bn+1

para todo m > 0 suficientemente divisible. Más aún,

a0 =
Ln

n!
y b0 =

L
n+1

(n+ 1)!

y si X es normal, también

a1 = −Ln−1 ·KX

2(n− 1)!
y b1 = −

L
n ·KX /P1

2n!

Demostración. El Teorema de anulación Serre implica que

Hi(X t,mL t) = 0 ∀i > 0,m≫ 0,∀t ∈ P1

El Teorema de cambio de base en cohomología (ver Teorema II.12.11 del libro de Hartshorne) implica que para
un m tal que se cumpla lo anterior, se tendrá también que

1. Riπ∗OX (mL ) = 0 para todo i > 0.

2. π∗OX (mL ) es localmente libre.

3. π∗OX (mL )⊗ k(t)→ H0(Xt,mLt) es un isomorfismo para todo t ∈ P1.

Las condiciones (2) y (3) permiten afirmar que

Nm := dimH0 (X0,mL0) = dimH0 (X1,mL1) = dimH0(X,mL)

asi que la afirmacion sobre Nm y las fórmulas para a0, a1 se obtienen del Teorema de Riemann-Roch.
Por otro lado, podemos considerar el fibrado en rectas det

(
π̄∗OX (mL )

)
, el cual es un fibrado Gm-linealizado

sobre P1. De la condición (3), deducimos

wt
(
det
(
π̄∗OX (mL )

)
0

)
= wt

(
detH0 (X0,mL0)

)
= wm

y dado que Gm actúa trivialmente en la fibra (X ,L )∞, tenemos wt
(
det
(
π̄∗OX (mL )

)
∞

)
= 0, y el Lema

anterior implica
det
(
π̄∗OX (mL )

)
≃ OP1 (wm)

El Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch para fibrados vectoriales en curvas, combinado con las condiciones
(1), (2), (3) y el Teorema de imágenes directas de Leray permiten hacer el siguiente cálculo

wm = deg (OP1 (wm)) = deg
(
π̄∗OX (mL )

)
= χ

(
P1,

(
π̄∗OX (mL )

)
− rk

(
π̄∗OX (mL )

)
= χ

(
P1,

(
π̄∗OX (mL )

))
−Nm

= χ
(
X ,OX (mL )

)
−Nm

Lo anterior permite concluir justamente que los valores wm vienen dados por un polinomio de coeficientes
racionales de grado n + 1, por lo que únicamente resta encontrar los coeficientes. El coeficiente b0 se obtiene
directamente del Teorema de Riemann-Roch, pues deg(Nm) = n. Para finalizar notemos que

2Ln = 2L
n · OX (X1) = L

n · π∗OP1(2) = −L
n · π̄∗KP2

y del Teorema de Riemann-Roch vemos (si asumimos X normal) que

wm =
L

n+1

(n+ 1)!
mn+1 −

L
n ·KX + 2Ln

2n!
mn +O(mn−1)

Los últimos dos cálculos permiten deducir b1.

La proposición anterior permite inmediatamente obtener la siguiente fórmula para el invariante de Donaldson-
Futaki.
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Teorema 3.8 (Wang-Odaka). Si (X ,L ) es una configuración test de (X,L) y X es normal, entonces

DF(X ,L ) =
L

n ·KX /P1

V
+ S̄

L
n+1

(n+ 1)V

donde V = Ln y S = nV −1(−KX · Ln−1).

Demostración. Basta notar que DF(X ,L ) = 2(b0a1−b1a0)
a2
0

.

Dado que la fórmula de Wang-Odaka es válida para test normales, el objetivo será normalizar configuraciones
test.

Construcción 3.9. Sea (X ,L ) configuración test de una variedad polarizada (X,L) con X normal. La
normalización de (X ,L ) es (X̃ , L̃ ) donde ν : X̃ → X es la normalización y L̃ := ν∗L . En efecto esto
resulta en una configuración test pues

Gm × X̃
∃! //

Id×ν

��

X̃

ν

��

Gm ×X // X

y L̃ es amplio sobre A1 pues ν es finito.
Para m > 0 suficientemente divisible tenemos N ′

m = H0(X,mL) = Nm. Por otra parte, denotando X̃ =: X ′

por simplicidad, notar que hay una sucesión exacta

0→ OX → ν∗OX ′ → F → 0 /⊗ OX (mL )

y se puede calcular que

w′
m = wm + dimH0

(
X ,F ⊗ OX (mL )

)
≥ wm

De esta forma

DF(X̃ , L̃ ) ≤ DF(X ,L )

Enunciamos a continuación la definición de K-estabilidad.

Definición 3.10. Sea X variedad normal, propia y L fibrado en rectas amplio en X. Decimos que (X,L) es:

1. K-semiestable si y sólo si DF(X ,L ) ≥ 0 para todas las configuraciones test normales de (X,L).

2. K-poliestable si y sólo si (X,L) es K-semiestable y DF(X ,L ) = 0 solo si (X ,L ) es una configuración
test producto.

3. K-estable si y solo si (X,L) es K-semiestable y DF(X ,L ) cuando (X ,L ) es trivial.

En particular, (3)⇒ (2)⇒ (1).

Observación 3.11. Es importante tener presente cómo se relacionan estas nociones de estabilidad.

1. Si existe una acción Gm ↷ X y una Gm-linealización de L, entonces (X ,L ) no es K-estable. En efecto,
la acción y su acción dual dan origen a dos configuraciones test no triviales (X ,L ), (X ′,L ′) que verifican
DF(X ,L ) + DF (X ′,L ′) = 0 y luego alguno de estos números es no-positivo.

2. Si X es una variedad de Fano sobre C, entonces:

a) (X,−KX) es K-poliestable si y sólo si X admite una métrica de Kähler-Einstein.

b) (X,−KX) es K-estable si y sólo si X admite una métrica de Kähler-Einstein y Aut(X) es finito.

c) (X,−KX) es K-semiestable si y sólo si existe una configuración test (X ,L ) de (X,−KX) tal que
X0 es una variedad de Fano (posiblemente singular) que admite una métrica de Kähler-Einstein.
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4. K-estabilidad y singularidades del MMP
Teorema 4.1 (Odaka). Sea X variedad proyectiva variedad normal y L ∈ Pic(X)Q amplio. Entonces,

1. Si KX ∼Q 0, entonces X es klt (resp. lc) ⇔ (X,L) es K-estable (resp. K-semiestable).

2. Si L = KX , entonces X es lc ⇔ (X,L) es K-estable ⇔ (X,L) es K-semiestable.

Comenzamos modificando la fórmula de interseccion para el invariante de Donaldson-Futaki. Sea (X ,L ) una
configuración test normal de (X,L). Tenemos

Y
f

~~

g

##

X // X ×P1

donde Y corresponde a la normalización del grafo de la aplicación birracional X 99K X ×P1.

Proposición 4.2. Con la notación anterior,

DF(X ,L ) =
L

n · f∗
(
KY /X×P1 + g∗p∗1KX

)
V

+ S̄
L

n+1

(n+ 1)V

donde S := nV −1 (−KX · Ln).

Demostración. Por la fórmula de Wang-Odaka, basta probar que:

f∗
(
KY /X×P1 + g∗p∗1KX

)
= KX /P1 .

Para esto observar que:
KY /X×P1 + g∗p∗1KX = KY − g∗ (KX×P1 − p∗1KX)

= KY − g∗p∗2 (KP1)

= KY − f∗π∗ (KP1) .
Finalmente,

f∗
(
KY /X×P1 + g∗p∗1KX

)
= f∗KY − f∗f

∗π∗ (KP1) = KX − π∗KP1 = KX /P1 .

Proposición 4.3.

1. Si X es lc, entonces KY /X ×P es efectivo.

2. Si X es klt, entonces KY /X ×P es efectivo y tiene soporte en Y0.

Demostración. Sea X lc. Entonces (X ×P1, X × 0) es lc. En efecto, si f : Y → X es una log resolución de X,
entonces KY/X =

∑
i aiEi para ciertos divisores primos Ei ⊂ Y tales que ai ≥ −1. Ahora, fP1 : Y ×P1 → X×P1

es una log resolución de (X ×P1, X × 0) y

KY×P1/X×P1 − f∗
P1(X × 0) =

r∑
i=1

aiEi − Y × 0

tiene coeficientes ≥ −1. Asi, el par (X ×P1, X × 0) es lc. Además, como
KY /X×P1 − g∗(X × 0) = KY /X×P1 − Y0

tiene coeficientes ≥ −1 y como Supp
(
KY /X×P1

)
⊂ Exc(g) = Y0 se sigue que KY /X×P1 tiene coeficientes ≥ 0.

Si X es klt notar que ningún Ei ⊂ Exc(g) se anula pues a(Y0, X ×P1) > −1.

Demostración de (⇒) en Teorema 4.1.1. Fijamos (X ,L ) una configuración test no-trivial. Supongamos que
X es lc con KX ∼Q 0. Entonces, el invariante de Donaldson-Futaki se reduce a

DF(X ,L ) =
L

n · f∗
(
KY /X×P1

)
V

.

Ahora, dado que f∗(KY /X×P1) es efectivo con Supp
(
f∗KY /X×P1

)
⊂X0,red, y L |Y0 es amplio, se tiene por el

criterio de Nakai-Moishezon que L
n · f∗

(
KY /X×P1

)
≥ 0, y por ende X es K-semiestable.

Suponemos ahora que X es klt. Notemos que la condición codim
(
Exc

(
X 99K X×A

1
))
≥ 2 implica que (X ,L )

es trivial. En este caso codim(Exc(X 99K X×A
1)) = 1, así que f∗(KY /KX×P1) = X0 y f∗(KY /KX×P1) ̸= 0.

Así, DF(X ,L ) > 0 cuando (X ,L ) es no trivial. Con esto terminamos el caso en que KX ∼Q 0.

Asumamos que L = KX y que X es lc. Así, la fórmula de intersección resulta en:

DF(X ,L ) =
L

n · f∗
(
KY /X×P1

)
V

+

(
f∗L

n · g∗LA1

)
− n

n+1L
n+1

(n+ 1)V

Por el mismo argumento usado anteriormente, el primer término es ≥ 0. El hecho que el segundo término sea > 0
es consecuencia de los trabajos de Boucksom-Hisamoto-Jonsson (2017) y usa métodos no-arquimedianos.
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Teorema 4.4 (Odaka-Xu). Si X variedad normal tal que KX es Q-Cartier. Entonces existe f : Y → X
morfismo birracional propio tal que

1. (Y,∆Y := Exc(f) = E1 + . . .+ Ek) es lc.

2. KY +∆Y es f -amplio.

El par (Y,∆Y ) es conocido como el modelo log canonical de X, y es único módulo isomorfismo.

Ejemplo 4.5. Sea X = {h = 0} ⊂ An+1 con una singularidad aislada en el origen, i.e., h es homogéneo. El
blow-up de X en 0 da una log resolución Y → X con KY/X ∼ (n− deg(h))F con F divisor excepcional. Así, X
no es lc cuando deg(h) > n+ 1, y luego Y satisface las condiciones del teorema de Odaka-Xu.

Teorema 4.6 (Odaka, 2013). Sea X variedad normal con tal que KX es Q-Cartier y sea L ∈ Pic(X)Q amplio.
Si (X,L) es K-semiestable, entonces es lc.

Idea de Demostración. Asumiremos que X no es lc y mostraremos que hay una configuración test (X ,L ) tal
que DF(X ,L ) < 0. Considerar Y el modelo log canonical de X y el divisor E := KY/X +∆Y . Dado que E es
nef, el negativity lemma5 implica que −E es efectivo. Consideramos el haz de ideales I := f∗OY (−mE) para
m > 0 suficientemente divisible y Z ⊂ X el subesquema cerrado defindo por el ideal I . Entonces6 Y ∼= BlZ(X),
por lo que E = Exc(f) y luego KY/X = −E −∆Y tiene todos sus coeficientes < −1. Dado el cerrado Z ⊂ X
anterior consideramos ahora el ideal:

I = IZ×A1 + tNOX×A1 ⊂ OX×A1

donde N ∈ N≥1, y definiremos X como la normalización del blow-up de X ×A1 a lo largo de I :

X := B̃lIX ×A1 g−→ X ×A1.

Podemos escribir I · OX = OX (−F ) para cierto divisor de Cartier F ∈ Pic(X ), y tenemos entonces que
Lε := g∗LA1 − εF es amplio sobre A1 para 0 < ε ≪ 1 y así (X ,Lε) es una configuración test de (X,L), la
cual verifica de hecho que KX /X×A1 tiene (para N suficientemente grande) solo coeficientes negativos.

Afirmamos entonces que DF(X ,Lε) < 0 cuando 0 < ε≪ 1. En efecto, la fórmula de intersección implica

DF (X ,Lε) =
L

n

ε ·KX /X×P1

V
+

L
n

ε g
∗p∗1KX

V
+

S̄

n+ 1

L
n+1

ε

V
,

resultando que DF (X ,Lε) es un polinomio en ε, y bastará entonces con analizar el término de orden inferior.
Este último análisis es realizado por Odaka, quien prueba que

DF (X ,Lε) = cεd + términos de orden superior,

para cierto número racional c < 0. Esto prueba entonces que para ε ≪ 1, la configuración test (X ,L ) es
desestabilizante y luego (X,L) no es K-semiestable.

Finalizamos esta sección enunciando una versión para singularidades klt del Teorema 4.1.

Teorema 4.7 (Odaka).

1. Si X es Fano y (X,−KX) es K-semiestable, entonces X es klt.

2. Si X es Calabi-Yau y (X,L) es K-semiestable, entonces X es klt.

5Ver Lemma 3.39 en Birational Geometry of Algebraic Varieties por J. Kollár y S. Mori.
6Para más detalles, ver el Lemma 1.13 del artículo de Boucksom-Hisamoto-Honsson (2017).
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5. Valuaciones y configuraciones test
Durante toda esta seccion k será un cuerpo algebraicamente cerrado de car(k) = 0.

Definición 5.1. Sea K/k una extensión de cuerpos finitamente generada, i.e., tal que su grado de trascendencia
tr.degK/k < +∞ es finito. Una valuación (a valores reales) es una función v : K× → R tal que

1. v(fg) = v(f) + v(g) para todos f, g ∈ K×, i.e., v : K× → (R,+) es un morfismo de grupos.

2. v(f + g) ≥ mı́n{v(f), v(g)} para todos f, g ∈ K×.

3. v|k× = 0.

Además definimos v(0) = +∞.

Contexto: Dada una variedad algebraica normal X sobre k, consideraremos K = K(X) el cuerpo de funciones
racionales de X, el cual es una extensión finitamente generada de k con tr.degK/k = dim(X). Denotaremos
por ValX el conjunto de todas las valuaciones de la extensión K/k.

Observación 5.2. Una valuación v de K/k tiene una lista de invariantes asociados.

1. El anillo de valuación Ov := {f ∈ K, v(f) ≥ 0}, anillo local con ideal maximal mv := {f ∈ K, v(f) > 0}.

2. El cuerpo residual k(v) := Ov/mv.

3. El grado de trascendencia tr.deg(v) = tr.degk k(v).

4. El grupo de valores Γv := v(K×) ⊂ R y su rango racional rat. rk(v) := dimQ(Γv ⊗Q).

Ejemplo 5.3.

1. Sea x ∈ X un punto suave de una variedad de dimensión n. Definimos el orden de anulación de una
función regular f ∈ OX,x \ {0} en x como

ordx(f) := máx{d ∈ N|f ∈ md
x}

Podemos extender esta función a una valuación K× → R definiendo

ordx(f/g) := ordx(f)− ordx(g).

En este caso notamos que Γv = Z y por tanto rat. rk(ordx) = 1.

2. Considerar X = A2
x,y. Dado f =

∑
a,b∈N ca,bx

ayb donde ca,b ∈ k, definimos la valuación v de K(x, y)
mediante

v(f) = mı́n{a+ b
√
2|ca,b ̸= 0}

Los valores v(x) = 1, v(y) =
√
2 son los pesos de la acción.

3. Valuaciones divisoriales. Un divisor E sobre X corresponde a un morfismo propio, birracional µ : Y →
X con Y nomral y E ⊂ Y divisor primo. En este caso, el anillo local OY,E de E es un anillo de valuación
discreta (DVR), cuya valuación asociada es

ordE : K× → Z, f 7→ ordE(µ
∗f)

, i.e., corresponde a calcular el orden del pullback de funciones regulares a lo largo de la subvariedad E.

Definición 5.4 (centro de una valuación). Si v ∈ ValX es una valuación, el centro de v es el punto ξ ∈ X tal
que v ≥ 0 en OX,ξ y v > 0 en mξ. El centro de la valuación v será denotado cX(v).

Observación 5.5. El hecho que cX(v) exista es equivalente a que X → Spec(k) sea propio, y de existir este
centro es único si X es una variedad separada (cf. valuative criterions of properness and separatedness).

Ejemplo 5.6.
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1. La valuación ordx asociada al orden de anulación en un punto suave x ∈ X es divisorial. En efecto,
ordx = ordF donde F corresponde al divisor excepcional del blowup de X en x. Podemos realizar es-
te cálculo de manera local. Consideremos u1, . . . , un ∈ mx ⊂ OX,x coordenadas locales, y una función
f =

∑
α∈Nn cαu

α ∈ OX,x donde uα = uα1
1 · · ·uαn

n . Por definición, d := ordx(f) = mı́n{|α|, cα ̸= 0}.
Consideramos el blowup ε : X̃ := Blx X → X dado por:

X̃
loc
= {(u, [y]) ∈ X ×Pn−1|uiyj = ujyi ∀i, j = 1, . . . , n}

En el abierto yi ̸= 0 tenemos coordenadas uj = uiyj , y el divisor excepcional viene dado por F = {ui = 0}.
Calculamos que:

ε∗f(x1, . . . , xn) = ud
i f̃

y ui ∤ f̃ , de modo que ordF (f) = d.

2. Si E ⊂ X es un divisor primo de X con punto genérico ξ ∈ X, la valuación v = ordE es tal que v ≥ 0 en
OX,ξ y v > 0 en su ideal maximal.

3. Más generalmente, si E ⊂ Y
µ−→ X es un divisor sobre X entonces cX(v) = µ(E).

El ejemplo de valuaciones divisoriales deja la pregunta de cómo se puede caracterizar el hecho de que una
valuación sea divisorial. Un teorema de Zariski muestra que esto se puede hacer numéricamente en términos del
grado de trascendencia y el rango racional. La demostración de este hecho se desprende de [KM98, Lema 2.45].

Teorema 5.7. Sea v valuación de K. Entonces v es divisorial si y solo si tr.deg(v) = n− 1 y rat. rk(v) = 1.

Construcción 5.8. Sea v ∈ ValX . Dado un fibrado en rectas L ∈ Pic(X) podemos dar sentido a v(s) para
secciones s ∈ H0(X,L):

En una vecindad U del centro ξ = cX(v) podemos trivializar L, i.e., fijar un isomorfismo L|U ∼= U ×A1 en el
cual una sección local s ∈ H0(U,L|U ) viene representada por una función regular s : U → A1. De esta forma
podemos definir v(s) evaluando dicha representación local, lo cual estpa bien definido pues dos trivializaciones
de L difieren por una unidad a ∈ k×, y por tanto si s′, s′′ son dos representaciones locales de una sección s
tenemos que s′ = as′′ para cierto a ∈ k×, y luego v(s′) = v(as′) = v(s′′). Además, v(s) > 0 si y solo si s(ξ) = 0.

De manera similar, podemos evaluar v en un divisor de Cartier D considerando la valuación de la ecuación local
de D en torno a cX(v).

Dado que el cuerpo de funciones es un invariante birracional, toda configuración test (X ,L ) de un par polari-
zado (X,L) tiene cuerpo de funciones k(X ) ∼= K(X)(t) pues X \X0

∼= X× (A1 \{0}). Así, es natural estudiar
las valuaciones de K(X)(t).

Teorema 5.9 (Desigualdad de Abhyankar generalizada). Sean k ⊂ K ′ ⊂ K extensiones de cuerpo. Entonces

tr.deg(v) + rat · rk(v) ≤ tr.deg (v′) + rat. rk (v′) + tr.degK/K ′

donde v′ = v|K′ es la restricción de la valuacion v a K ′.

Proposición 5.10. Sea v valuación de K(X)(t). Si v es divisorial, su restricción r(v) = v|K(X) a K(X) es
divisorial o trivial.

Demostración. La desigualdad de Abhyankar implica que

tr.deg(v) + rat. rk(v) ≤ tr.deg r(v) + rat. rk r(v) + 1 ≤ n+ 1

Como v es divisorial, en particular tr.deg(v) + rat. rk(v) = n+ 1, así que

tr.deg r(v) + rat. rk r(v) = n

Es claro que rat. rk r(v) ≤ rat. rk v = 1, de donde se concluye.

Observación 5.11. Hay una acción natural Gm ↷ K(X)(t) dada por

a · f =
∑
λ∈Z

a−λfλt
λ

donde f =
∑

λ∈Z fλt
λ con fλ ∈ K(X).
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Definición 5.12. Una valuación de K(X)(t) es Gm-equivariante si v(f) = v(a · f) para cada f ∈ K(X)(t), a ∈
Gm. Denotamos por ValGm

X×A1 el conjunto de valuaciones equivariantes de X ×A1.

Ejemplo 5.13. Sea w una valuación de K(X) y s ∈ R≥0. Podemos definir una valuación ws de K(X)(t)
mediante

ws(f) := mı́n{w(fλ) + λs}

donde f =
∑

λ∈Z fλt
λ.

1. Esta valuación es Gm-equivariante, dado que

w(a−λfλ) = w(a−λ) + w(fλ) = w(fλ) ∀a ∈ Gm

2. Si w tiene centro en X entonces

cX×A1 (ws) =

{
cX(w)× 0 si s > 0

cX(w)×A1 si s = 0

Notemos que hay una biyección entre las valuaciones X y las valuaciones Gm-equivariantes de X ×A1, dada
por explícitamente por

ValX ×R ←→ ValGm

X×1

(w, s) 7−→ ws

(v|K(X), v(t)) ←− [ v

Sea ahora (X ,L ) configuración test normal de (X,L). Tenemos un mapeo birracional X → X ×A1 con, y
definiendo Y como la normalización del grafo de este mapeo tenemos un diagrama

Y
f

~~

g

##

X // X ×A1

y dada E ⊂ X0 componente irreducible de X0, esta induce una valuación divisorial ordE del cuerpo K(X)(t),
cuya restricción a K(X) será denotada vE = r(ordE).

Proposición 5.14. Para m > 0 suficientemente grande

Fλ
X ,L H0(X,mL) =

⋂
E⊂X0

{
s ∈ H0(X,mL) | vE(s) +m ordE(D) ≥ λ ordE(t)

}
donde D denota el Q-divisor de Y soportado en Y0 tal que f∗L ∼= g∗(L×A1) +D.

Demostración. Recordemos que la filtración de H0(X,mL) definida anteriormente corresponde por definición a

Fλ
X ,L H0(X,mL) =

{
s ∈ H0(X,mL) | t−λs̄ ∈ H0(X ,mL )

}
donde s ∈ H0(X \X0,mL ) denota la sección Gm-invariante tal que su restricción a t = 1 es s1 = s. Al mismo
tiempo, define una sección racional de LA1 = L×A1, las cuales denotamos smL y smLA1 . Ahora, como X es
normal, st−λ ∈ H0(X ,L ) si y solo si ordE(st−λ) ≥ 0 para todo E componente irreducible de X0. Calculamos
que

ordE
(
st−λ

mL

)
= ordE (smL )− λ ordE(t) = ordE(sf∗mL )− λ ordE(t)

= ordE(s̄g∗mL1 (D))− λ ordE(t)

= ordE(s̄g∗mL
1
) +m ordE(D)− λ ordE(t)

def
= vE(s) +m ordE(D)− λ ordE(t)
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6. Criterios numéricos para K-estabilidad

Sea (X,L) una variedad proyectiva normal polarizada de dim(X) = n, y (X ,L )
π−→ A1 una configuración test.

Recuerdo 6.1. Vimos que F ⊆ X0 componente irreducible define una valuación divisorial Gm-equivariante
ordE ∈ ValGm

X×A1 y definimos vF := ordF |K(X). Además, normalizando el grafo de la aplicación racional natural
entre X y la configuración test trivial obtenemos un diagrama

Y
f

~~

g

##

X // X ×A1

donde f∗L ≃ g∗LA1 +D con Supp(D) ⊆ Y0.

Así, Fλ
X ,L H0(X,mL) =

⋂
E⊂X0

{s ∈ H0(X,mL), ordF (st
−λ)

def
= vF (s) +

=λ1 fijo︷ ︸︸ ︷
m ordF (D)−

=λ2 fijo︷ ︸︸ ︷
λ ordF (t) ≥ 0}.

Definición 6.2. Sea v = ordE : K(X)∗ → Z valuación divisorial inducida por un divisor primo E ⊆ Y
µ−→ X.

Entonces, v filtra el álgebra R := R(X,L)
def
=
⊕

m≥0 H
0(X,mL) al definir

Fλ
v H0(X,mL) := {s ∈ H0(X,mL), v(s) ≥ λ}.

Atención. La caracterización numérica de valuaciones divisoriales de Zariski no sólo considera valuaciones
sobreyectivas. Más precisamente, si v : K(X)∗ → Z divisorial y Im(v) = cZ con c ∈ N≥1 entonces v = c ordE .
Así, en la definición anterior, v(s) ≥ λ si y sólo si ordE(s) ≥ ⌈λc ⌉.

Definición 6.3 (K. Fujita). Decimos que v = c ordE (o que el divisor E) es dreamy si F •
vR(X,L) es finitamente

generada, i.e., el álgebra de Rees Rees(F •
vR) ∼=

⊕
m∈N, λ∈Z H0(Y,mµ∗L− ⌈λc ⌉E) es finitamente generada.

Ejemplo 6.4 (BCHM, 2010). Si Y es log-Fano (i.e., existe ∆Y ≥ 0 efectivo con coeficientes ≤ 1 tal que (Y,∆Y )
es klt7 y −(KY +∆Y ) amplio), entonces todo divisor E ⊆ Y es dreamy (Y es un Mori Dream Space).

Teorema 6.5. Sea (X,L) con X Fano klt y L = −KX . Entonces, hay una biyección entre:

1. Configuraciones test normales (X ,L ) de (X,L) con L = −KX /A1 y X0 reducida e irreducible.

2. v : K(X)∗ → Z valuación divisorial dreamy.

Demostración. (1) 7→ (2) está dado por X0 7→ vX0

def
= ordX0

|K(X). Aquí, L ∼= −KX /A1 y la filtración inducida
en R = R(X,L) está dada por Fλ

X ,L H0(X,mL) = {s ∈ H0(X,mL), vX0(s) +m ordX0(D) ≥ λ ordX0(t)} con
ordX0

(D) := −A, ordX0
(t)

def
= 1, i.e., Fλ

X ,L H0(X,mL) = Fλ+mA
vX0

H0(X,mL) y R(X ,L ) := Rees(F •
X ,LR) ∼=

Rees(F •
vX0

R) como k[t]-álgebras. Como R(X ,L ) es finitamente generada, entonces vX0
es una valuación dreamy.

(2) 7→ (1) está dada por v 7→X := ProjA1(Rees(F •
vR)). Aquí, X0 está dada por el Proj del álgebra

Rees(F •
vR)⊗k[t] k[t]/⟨t⟩ ∼=

Rees(F •
vR)

t · Rees(F •
vR)

def
=

⊕
m∈N, λ∈Z

Fλ
v H0(X,mL)

Fλ+1
v H0(X,mL)

def
=

⊕
m∈N, λ∈Z

grλFv
H0(X,mL).

Dado que si s, t ̸= 0 tienen grados λ y µ, respectivamente, entonces st es no-nulo de grado λ+µ, deducimos que
X0 es irreducible y reducida. En particular, dado que X es normal, tenemos que X es irreducible y normal.
Por último, la construcción anterior implica que (X ,L ) cumple que vX0

= v.

Atención. En el contexto anterior:

1. Como L = −KX /A1 y KA1 = 0 entonces D
def
= −g∗(LA1) + f∗L

def
= g∗(KX×A1) − f∗(KX ) ± KY

def
=

KY /X −KY /(X×A1). Luego, si X̃0 = f∗X0 entonces se calcula que por definición de (log-)discrepancia

−A def
= ordX0(D) =

def
=0︷ ︸︸ ︷

coeff
X̃0

(KY /X )− coeff
X̃0

(KY /(X×A1))
def
= −(AX×A1(X̃0)−1) = 1−(cAX(E)+

def
=1︷ ︸︸ ︷

ordX0(t)),

y con ello A = cAX(E)
def
= AX(vX0

), donde vX0
= c ordE valuación divisorial en X inducida por X0.

2. Li y Xu (2014) prueban que basta chequear K-estabilidad de variedades de Fano considerando configu-
raciones test especiales (X ,L ), i.e., aquellas con L = −KX /A1 y X0 una variedad de Fano klt.

7i.e., el par (Y,∆Y ) es dlt.
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Definición 6.6 (Invariante β). Sea X variedad de Fano klt y r ∈ N≥1 tal que −rKX es Cartier. Para
v := c ordE : K(X)∗ → Z valuación divisorial, definimos el invariante β(v) := AX(v)− SX(v), donde

SX(v) = ĺım sup
m→+∞

∑
λ∈Z λ dimgrλFv

H0(X,−mrKX)

mdimH0(X,−mrKX)

y donde AX(v) = cAX(E), con AX(E) la log-discrepancia del divisor E ⊆ Y
µ−→ X.

Proposición 6.7. Sea v = c ordE (i.e., v = vX0

def
= ordX0 |K(X)) valuación dreamy y (X ,L ) la configuración

test asociada, con X0 reducido e irreducible. Entonces, DF(X ,L ) = AX(v)− SX(v) = c(AX(E)− SX(E)).

Demostración. Sea (X ,L )
π−→ P1 la configuración test proyectiva asociada. Al considerar L = −KX y L =

−KX /P1 la fórmula para el invariante de Donaldson-Futaki usando wm/mNm = F0+F1m
−1+ · · · se reduce a

DF(X ,L )
def
= −2F1 = − 1

(n+ 1)(−KX)n
(−KX /P1)

n+1 def
= − b0

a0

def
= −F0.

Y el término F0 se calcula símplemente observando que si v = vX0
= c ordE entonces

wm
def
= wtH0(X0,−mKX /A1 |X0)

def
=
∑
λ∈Z

λ dimgrλFX ,L
H0(X,−mKX) =

∑
λ∈Z

λ dimgrλ+mA
Fv

H0(X,−mKX)

=
∑
λ∈Z

(λ−mA) dim grλFv
H0(X,−mKX) = −mAX(v) dimH0(X,−mKX)︸ ︷︷ ︸

def
=Nm

+
∑
λ∈Z

λ dimgrλFv
H0(X,−mKX)

y luego −F0 = − ĺım supm→+∞
wm

mNm
= AX(v)− SX(v).

Teorema 6.8. Si X variedad de Fano klt de dim(X) = n y E ⊆ Y
µ−→ X es un divisor primo sobre X entonces

SX(E) =
1

(−KX)n

∫ τ

0

vol(−µ∗KX − tE) dt donde τ = sup{t ∈ R≥0, −µ∗KX − tE divisor big}.

Demostración. Sea v = ordE y supongamos que −KX es Cartier (para evitar escribir −rKX en toda la prueba).
Si vλ := dimFλ

v H0(X,−mKX), obtenemos una suma telescópica que calcula
∑

λ∈Z λ grλFv
H0(X,−mKX)∑

λ∈Z

λ(vλ − vλ+1) =

+∞∑
λ=0

vλ
def
=

+∞∑
λ=1

h0(Y,−mµ∗KX − λE)
def
=

∫ +∞

0

h0(Y,−mµ∗KX − ⌈t⌉E) dt,

y así
∑

λ∈Z λ grλFv
H0(X,−mKX) = m

∫ +∞
0

h0(Y,−mµ∗KX − ⌈mt⌉E) dt. Luego, SX(E) está dado por

ĺım sup
m→+∞

∫ +∞

0

h0(Y,−mµ∗KX − ⌈mt⌉E)/(mn/n!)

h0(X,−mKX)/(mn/n!)
dt =

∫ +∞

0

vol(−µ∗KX − tE)

vol(−KX)
dt def

=

∫ τ

0

vol(−µ∗KX − tE)

(−KX)n
dt

por Teorema de Convergencia Dominada.

Lo anterior se resume en el siguiente resultado fundamental8, por Chi Li (2017) y Kento Fujita (2019).

Teorema 6.9 (Criterio valuativo de K-estabilidad). Sea X una variedad de Fano klt. Entonces, X es

K-estable (resp. K-semiestable) ⇔ βX(E) > 0 (resp ≥ 0) para todo divisor (dreamy) E sobre X.

Ejemplo 6.10. Sea X := Blp(P
2)

ε−→ P2 con divisor excepcional E ⊆ X y sea L el pullback de una recta.
Entonces, KX = ε∗KP2 + E = −3L+ E y luego calculamos SX(E) mediante

SX(E) =
1

(−KX)2

∫ +∞

0

vol(−KX − tE) dt =
1

8

∫ τ

0

vol(3L− E − tE) d t =

∫ 2

0

(9− (1 + t)2) dt =
7

6
.

Dado que E y X son suaves, AX(E) = 1 y así βX(E) = 1− 7
6 = − 1

6 < 0. Así, X no es K-semiestable (y luego
tampoco K-poliestable) y por ende Blp(P

2) no posee métricas de Kähler-Einstein.

Ejemplo 6.11 (K. Fujita, 2015). Sea X variedad de Fano klt K-semiestable y sea p ∈ X punto suave. Sea
ε : Y := Blp(X)→ X con divisor excepcional E ⊆ Y , donde AX(E) = (n− 1) + 1 = n y donde se verifica9 que
volY (ε

∗(−KX)− tE) ≥ (−KX)n − tn y con ello βX(E) = AX(E)− SX(E) = n− SX(E) ≥ 0 equivale a

n ≥ 1

(−KX)n

∫ ∞

0

volY (ε
∗(−KX)− tE) dt ≥ 1

(−KX)n

∫ n
√

(−KX)n

0

((−KX)n − tn) dt =
n

n+ 1
n
√
(−KX)n

y con ello tenemos que X verifica la desigualdad (−KX)n ≤ (n+ 1)n.

Observación 6.12. La desigualdad (−KX)n ≤ (n + 1)n es verdad para toda variedad de Fano suave de
dim(X) = n ≤ 3, pero X = P(OPn−1 ⊕OPn−1(n)) no la verifica para n ≥ 4 (y luego no es K-semiestable). Más
aún, usando resultados de Yuchen Liu y Ziquan Zhuang (2018) se puede probar que en el caso K-semiestable la
igualdad (−KX)n = (n+ 1)n equivale a que X ∼= Pn.

8Nuestros cálculos, junto con el Teorema de Li-Xu (2014), permiten probarlo para divisores dreamy. Por otra parte, Blum, Liu,
Xu y Zhou prueban en 2019 que si βX(E) < 0 para un divisor arbitrario E, entonces dicha desigualdad vale para un divisor dreamy.

9Basta comparar dimensiones en la sucesión exacta 0 → H0(X,OX(−mKX) · mmt
p ) → H0(X,−mKX) → OX/mmt

p → 0.
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7. Invariantes α y δ

En esta sección se ilustrarán dos técnicas diferentes para probar K-estabilidad, para las cuales se introducirán
los invariantes α y δ.

Construcción 7.1 (Fujita–Odaka 2016, Blum–Jonsson 2020). El criterio valuativo de K-estabilidad dice que
una variedad de Fano klt es K-estable (resp. K-semiestable) ⇔ δ(X) > 1 (resp. ≥ 1), donde:

δ(X) := ı́nf
E⊆Y

µ−→X

AX(E)

SX(E)
,

i.e., el ínfimo es tomado sobre todos los divisores sobre X. El invariante δ fue originalmente definido por
Fujita-Okada como cierto límite de log-canonical thresholds de divisores de tipo m-base y luego Blum-
Jonsson probaron que coincidía con la expresión anterior, y además verifica:

n+ 1

n
α(X) ≤ δ(X) ≤ (n+ 1)α(X),

donde n = dim(X) y donde
α(X) = ı́nf{lct(X,D), 0 ≤ D ∼Q −KX}

es el invariante α de Tian, donde a su vez

lct(X,D) = sup{c ∈ R≥0, (X, cD) es lc}.

Teorema 7.2 (Tian, 1987). Sea X variedad Fano klt de dimensión n = dim(X). Si

α(X) > (≥) n

n+ 1
entonces X es K-(semi) estable.

Ejemplo 7.3. Utilizaremos el criterio de Tian para probar que una superficie de del Pezzo de grado 1 X es
K-estable. Recordemos que X ∼= Blp1,...,p8

(P2) es el blow-up de P2 en 8 puntos en posición general10. Denotando
ε : X → P2 el blow-up, el divisor canónico corresponde a:

−KX = ε∗(−KP2)−
8∑

i=1

Ei

donde Ei son los divisores excepcionales. Así, el sistema lineal | −KX | corresponde al sistema lineal de (trans-
formadas estrictas) de cúbicas pasando por p1, . . . , p8.

Consideremos D ∼Q −KX (i.e., existe m ∈ N tal que mD ∼ (−KX) son linealmente equivalentes) y notemos
que entonces D es reducido (i.e., solo puede poseer multiplicidades 1). En efecto, si Supp(D) ∈ |−KX | se tiene
directamente pues D ∼ Supp(D) (pensando Supp(D) como ciclo). Si Supp(D) /∈ | −KX |, como −KX es libre
de puntos de base, dado x ∈ D existe C ∈ | −KX | con x ∈ D. Luego

D · C = (−KX)2 = 1

y por tanto D necesariamente es reducido. Este hecho implica que basta calcular el lct cuando D es una curva.
La condición de permanecer en p1, . . . , p8 implica que D es irreducible, y luego las posibilidades se reducen a:

D suave: lct(X,D)
def
= sup{c ∈ R≥0, 1− ordE(cD) ≥ 0} = 1

D nodal: lct(X,D) = 1

D cúspide: lct(X,D) =
5

6

El caso de la cúspide se obtiene haciendo una resolución del par (A2, D) donde D = {y2 − x3 = 0} ⊂ A2. Si
f : X̃ → X es dicha resolución (que corresponde a 3 blow-ups) entonces

f∗(cD)−KX̃/X = cD̃ + (2c− 1)E1 + (3c− 2)E3 + (6c− 4)E3

y el lct se obtiene de la condición 6c− 4 ≤ 1. En cualquier caso, α(X) > 2/3 y por lo tanto X es K-estable.

Observación 7.4. Cheltsov (2008) muestra que α(X) ≥ 2/3 para toda superficie de del Pezzo de grado ≤ 4.
Fujita (2019) muestra que α(X) = n

n+1 implica K-estabilidad para variedades de Fano suaves.

10Esto significa que no hay 3 puntos colineales, no hay 6 puntos que pertenezcan a una cónica, y no hay una cúbica nodal o
cuspidal pasando por los 8 puntos de tal suerte que uno de ellos sea exactamente el punto singular.
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Usando el lenguaje de filtraciones, valuaciones, y cuerpos de Newton-Okounkov, Abban y Zhuang (2022) prueban
uno de los métodos más usados actualmente para estimar el invariante δ vía adjunción. La primera observación
es que el criterio valuativo permite extender la definición de K-estabilidad a pares log Fano.

Definición 7.5. Dado (X,D) par log Fano de dimensión n = dim(X) y E ⊂ Y
µ−→ X divisor sobre X, definimos

δ(X,D)(E) =
A(X,D)(E)

S(X,D)(E)

donde
S(X,D)(E) =

1

(−KX −D)n

∫ ∞

0

vol(µ∗(−KX −D)− tE) dt

Decimos que (X,D) es K-estable (resp. K-semiestable) si

δ(X,D;V•) = ı́nf{δ(X,D)(E), E ⊂ Y
µ−→ X divisor sobre X} > 1 (≥ 1).

Observación 7.6. Si X es una variedad algebraica y L ∈ Pic(X) amplio, V• := {Vm = H0(X,mL)}m≥0 es la
serie lineal asociada, y si E ⊂ Y → X, se define la filtración (FEVm)t := {s ∈ Vm, ordE(s) ≥ mt} y

vol(FEVm)t = ĺım
m→+∞

dim((FEVm)t)

mn/n!

Entonces

S(V•, E) :=
1

vol(V•)

∫ +∞

0

vol(FEVm)t dt = S(X,D)(E),

considerando L = −KX −D.

Construcción 7.7 (Abban-Zhuang, 2022). Sea (X,∆) par klt con ∆ ≥ 0, y sea E ⊆ Y
µ−→ X un divisor sobre

X de tipo plt, i.e., −E es µ-amplio y (Y,∆Y + E) es un par plt11, donde ∆Y está definido por la condición

KY +∆Y = µ∗(KX +∆) + (A(X,∆)(E)− 1)E.

Si ∆E es el diferente de ∆Y en E (es decir, KE +∆E = (KY +∆Y + E)|E) entonces

δZ(X,∆;V•) = ı́nf
F, Z⊆cX(F )

A(X,∆)(F )

S(V•, F )
verifica δZ(X,∆;V•) ≥ mı́n

{
A(X,∆)(E)

S(V•, E)
, ı́nf
Z′

δZ′(E,∆E ;W
E
•,•)

}
con Z ′ ⊂ Y recorriendo las subvariedades de Y tales que µ(Z ′) = Z, y donde

δZ′(E,∆E ;W
E
•,•) = ı́nf

F, Z′⊆cE(F )

A(E,∆E)(F )

S(WE
•,•;F )

.

El término S(WE
•,•;F ) se obtiene de manera análoga a S(V•, E) pero considerando el refinamiento

WE
m,j := Im(H0(Y,−m(KX +∆)− jE)→ H0(E,−m(KE +∆E)− jE|E)).

En la práctica, este volumen puede calcularse o estimarse usando la noción de restricted volume definida por
Lazarsfeld y sus colaboradores, que a su vez se demuestra que puede calcularse usando slices de cuerpos de
Newton-Okounkov. Esto último, en el caso de superficies, se calcula usando la descomposición de Zariski.

Observación 7.8. Por definición, δ(X,D;V•) = ı́nfZ⊂X δZ(X,D;V•). En particular, la condición δp(X,D;V•) ≥
1 para todo p ∈ X implica que X es K-semiestable.

De ahora en adelante, X será una superficie y E ⊂ Y → X una curva suave12 X fija. En este caso Z ′ (el cual
es una subvariedad en E) será un punto Z ′ = p tal que p ∈ cE(F ), i.e., p = F . Necesitamos calcular

δp(E,DE ,W
E
•,•) =

A(E,DE)(p)

S(WE
•,•; p)

=
1− ordp(DE)

S(WE
•,•; p)

donde hemos usado que E es suave. Sea τ = sup{u ∈ R≥0, µ∗(−KX−D)−uE es pseudoefectivo}, y consideremos
la descomposición de Zariski

µ∗(−KX −D)− uE = P (u)︸ ︷︷ ︸
nef

+ N(u)︸ ︷︷ ︸
negativo

.

11Recordar que (X,∆) es plt (resp. klt) si para AX,∆(E) > 0 (resp. AX,∆(E) > 0 y ⌊∆⌋ ≤ 0) para todo divisor E sobre X.
12Es suficiente considerar curvas suaves debido a la hipótesis plt.
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Supondremos que Supp(E) ⊈ N(u) para todo u (sólo por simplicidad). En tal caso, tenemos una flag {p} ⊂
E ⊂ Y , cuyo cuerpo de Newton-Okounkov permite calcular el volumen del divisor13:

S(WE
•,•; p) =

dim(X)

vol(L)

∫ τ

0

∫ +∞

0

vol(P (u)|E−vp)dv du =
2

(−KX −D)2

∫ τ

0

∫ t(u)

0

máx{ordp(P (u)|E)−v, 0}dv du

Ejemplo 7.9. Usando el método de Abban-Zhuang probaremos que toda superficie cúbica es K-semiestable.
Sea X superficie cúbica, p ∈ X y E ∈ | −KX | curva elíptica (suave) tal que p ∈ E y tal que E|E = 3p. Aquí,
D = 0 y por suavidad AX(E) = 1. Calculamos

SX(E) =
1

(−KX)2

∫ +∞

0

vol(−KX − tE) dt =
1

(−KX)2

∫ 1

0

(−KX)2(1− t)2 dt =
1

3
.

Notar ahora que

−KX − uE ∼ (1− u)(−KX) es nef ⇐⇒ (1− u)(−KX) es pseudoefectivo ⇐⇒ 0 ≤ u ≤ 1.

En este caso P (u) = (1− u)(−KX) y N(u) = 0, y así P (u)|E = 3(1− u)p, ordp(P (u)|E) = 3(1− u). Luego,

S(WE
•,•; p) =

2

vol(L)

∫ τ

0

∫ t(u)

0

máx{ordp(P (u)|E)− v, 0} dv du =
2

3

∫ 1

0

∫ 3(1−u)

0

(3(1− u)− v) dv du = 1.

Calculamos que δp(E,DE ,W
E
•,•) = 1, y luego

δp(X;V•) ≥ mı́n

AX(E)

SX(E)
, δp(E, ∆E︸︷︷︸

=0

;WE
•,•)

 = mı́n{3, 1} = 1.

El cálculo anterior concluye que X es K-semiestable.

Observación 7.10. De hecho, Abban-Zhuang verifican que δ(X) ≥ 3/2, y toda superficie cúbica es K-estable.

13Ver Corolario 1.109 en The Calabi Problem for Fano Threefolds, Araújo et al., 2023.
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