CHAPTER 4

THETA FUNCTIONS AND DIVISORS

8§4.1 Funciones Theta
Aniélogo al caso de dimensién uno, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 4.1.1. — Sea V un espacio vectorial y I un reticulado en V. Una funcién 6 se llama una
funcién theta en V asociada a I' si es una aplicacién holomorfa no nula que satisface la siguiente
propiedad: para cada elemento v € I' existen una forma lineal a, € V* y una constante b, € C tales
que

H(z + 'Y) _ €2ﬂi(aw(z)+bﬂ,)0(z)

para todo z € V. La familia (ay, by)~er se llama el tipo de 6.
Ejemplo 4.1.2. — (1) Cada funcién del tipo z — ¢?(*) donde Q € C[Z] es un polinomio de grado

a lo méds dos, es una funcién theta; las llamamos triviales.

(2) Si 61 y 62 son dos funciones theta del mismo tipo asociadas a I', entonces el cociente 6;/6 es
I-periédico y, por lo tanto, define una funcién meromorfa en el toro complejo V/T.

A partir de la definicién, las formas lineales a., estdn bien determinadas, mientras que las constantes
b estdn determinadas médulo un nimero entero. Ademds, existen algunas restricciones

9(2 + 71+ 72) = 627ri(a72 (z+71)+b72)9(z + ,71)
= 627”;(“72 (2) 45 (71)+byy) 627Ti(a71 (2)+b+, )9(2)

Por lo tanto,

Ay 4ryp = Qg+ Oy
b’yﬁ-’Yz = Ay (’71) + b’Yl + b’Yz mod Z
En particular, la aplicacién

I'xV — C

(7:2) = ay(2)
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se puede extender a una funcién a : V x V' — C que es R-lineal en la primera coordenada y C-lineal
en la segunda variable.

Proposicion 4.1.3. — La forma alternada R-bilineal w en V

W({L’,y) = a(a:,y) - a(ywr)

es real, intera sobre I, y satisface w(iz,iy) = w(x,y) para todo z,y € V.

Demostracion. — Sean 1,y € I'. Por la observacién anterior,
s (M) + by + by = by = @y, (72) + b4y + by, mod Z

Entonces,

w(V1,72) = (M) — @y, (12) €Z
Dado que w es entera sobre I' y T' genera V' como R-espacio vectorial, entonces es real. Ademds,
como a es C-lineal en la segunda componente,

w(iz,iy) — w(x,y) = aliz,iy) — a(iy,izx) — a(x,y) + a(y, x)
=ia(iz,y) — ta(iy, x) + ia(x,iy) — ia(y,ix)
= i(w(iz,y) — w(z,iy))
Dado que el lado izquierdo es real y el derecho es puramente imaginario, ambos son cero; por lo tanto,

se ha demostrado la proposicién.
O

La forma w se llama forma de Riemann de la funcién 6. Es nula si la funcién theta es trivial, por
lo tanto, dos funciones theta equivalentes (es decir, cuyo cociente es una funcién theta trivial) tienen
la misma forma de Riemann. Un cédlculo rdpido muestra que cualquier funcién theta es equivalente a
una funcién theta normalizada, es decir, una que satisface

1 1
a= 2—2H y  Im(b,) = —ZH(W,v) Vyel

donde H es la funcién hermitiana asociada a w

H(z,y) = w(x,iy) + iw(z,y)
Tal funcién theta verifica

0(z + ) = 2™ (G (124 Re(b)=THOM) g (1) = ()™ T2+ FHOM ()

donde a: T' — U(1) es el mapa v — e>™Re(b2) - Como

1 1
Re(by,++,) — Re(by,) — Re(by,) = Re(aq,(11)) = Re ZH(Vz,’Yl) = §W(’Y2771)

« satisface

a(1 +72) = a(y)a(y)(~1)2007)
para todo v1,7v2 € I'. Entonces diremos que la tupla (H, «) es el tipo de la funcién theta normalizada.
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Ejemplo 4.1.4. — Sea 7 una matriz cuadrada compleja de orden g, simétrica, con parte imaginaria
definida positiva, y sean a y b dos vectores columna reales de orden g. Definimos la funcién theta

de Riemann 0[ “

X } (-,7) como

z»—>9[ a }(2,7‘) = Z exp (t(m+a)7'(m+a)+2t(m+a)(z+b)))
b meZ9

0
Escribimos simplemente 6y o para 0[ ] . Para cada p,q € Z9
0

“ (1 t t t a
0 (2,70 + q) = exp2mi ) prp —"pz+"aq—"pb |0 (2)
b b

a
Esto muestra que 9[ } es una funcioén theta sobre el reticulado I'y = 729 & Z9 con a,ptq = —'pz.

Para cada z,y,2',y’ € RY

wre +y, 72’ +y') = —te(ra’ + o) + "2’ (re + y) = tuy’ +' 2y

ya que T es simétrica. Si escribimos iy = 721 + y1, tenemos y = Im(7x1) y luego

H(y,y) = w(y,iy) =" 21y =" y(Im(7)) 'y

Por bilinealidad, deducimos que para todo z1, zo € C9

H(z1, 22) =t Z(Im(r))*lzg

Proposicion 4.1.5. — Para cualquier funcion theta, la forma de Riemann w es positiva, es decir,
w(x,ix) > 0 para todo x € V.

Demostracion. — Podemos asumir que 0 estd normalizada. Sea

p(z2) = e 3 1520(2)
Entonces, para cualquier v € T’

o(z +v) = e s HEATHENTH2)HH ) o2 H(1:2) 401 )

mi(w(y,2)+2Re bV)(p(Z)

Tenemos que |¢| es T-periédico, por lo tanto, acotado. Existe una constante K € R>? tal que

=e

10(2)] < Kez(2) VzeV
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Si H(z0,20) < 0 para algin 2, la funcién holomorfa ¢ — 6(tzg) tiende a cero a medida que |t| tiende
a infinito, por lo que es cero por el teorema de Liouville. Dado que H(z,z) < 0 en un entorno de zp,
la funcién 6 debe ser idénticamente cero, lo cual es una contradiccion.

O

Observacion 4.1.6. — Recordemos que una (1, 1) forma diferencial w se dice forma de Kéhler si
es cerrada y definida positiva. Toda forma de Kéhler en un toro es equivalente en cohomologia a una
forma constante.

Sea N el kernel de H (que también es el kernel de w), es decir,

N=ker(H)={x €V :H(z,y) =0Vy € V}

para cada zp € V y cada z € N, si 0 estd normalizada tenemos

10(z0 + 2)| < Kez2H(z020)
entonces, la funcién holomorfa z — 6(zg + z) es constante en N. En particular, una funcién theta
donde la forma de Riemann es nula es trivial. Decimos que una funcién theta es no degenerada si la
forma de Riemann es no degenerada. Esto es equivalente a decir que H estd positivamente definida, o
que w es una forma de Kéhler (entera).

Proposicion 4.1.7. — Sea 0 una funcion theta sobre el espacio vectorial complejo V asociado al
reticulado T, sea w su forma de Riemann y N su kernel. La imagen de I' en el espacio vectorial
VN = V/N es una reticulado T'n, y 0 proviene de una funcidn theta no degenerada en el espacio
vectorial Vi sobre el reticulado T'y.

Demostracion. — Fijemos una base {7y1,...,72¢} de I'. Existe una vecindad U del origen en Vi tal
que |H(z,7;)| < 1 para cada j y z € V cuya imagen estd en U. Si la imagen de z estd en 'y N U,
entonces w(z,7;) es un entero estrictamente inferior a 1, por lo tanto, es cero. Tenemos z € N, por lo
que I'y NU = {0} en Vi, lo que muestra que I'yy es discreta. El espacio vectorial que genera es Vi vy,
por lo tanto, es una reticulado. El resto se deduce fdcilmente.

O

§4.2 Divisores

Nuestro objetivo es mostrar que, al igual que en dimensién uno, cada funcién meromorfa sobre un
toro complejo es el cociente de dos funciones theta. Para ello, necesitaremos generalizar la nocién
de divisores de curvas elipticas. En dimensiones superiores, las funciones meromorfas se anulan sobre
subconjuntos de codimensién uno (una nocién que debemos definir y que no es facil). La idea natural
serd definir divisores como una combinacion lineal formal con coeficientes enteros de estos subconjuntos.
Desafortunadamente, este enfoque es mucho mas complicado que en dimensién uno y surgen muchas
dificultades técnicas. Por lo tanto, obtenemos la siguiente definicién desagradable: un divisor es un
objeto que se define localmente por una funcién meromorfa, con una buena condicién de pegado médulo
una relacién de equivalencia.
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Definicion 4.2.1. — Sea X una variedad compleja.

(1) Decimos que una familia (Uy, hy ), donde (U, ) es un cubrimiento abierto de X y hq son funciones
meromorfas sobre U, que no se anulan en ninguna componente conexa de U, es admisible si
ha/hg es una funcién holomorfa que no se anula en U, NUg para cada o y §. Decimos que dos
familias (Ua, ha), (Uj, h5) son equivalentes si su unién es admisible. Un divisor en X es una
clase de equivalencia de familias admisibles.

(2) Siundivisor D sobre X se describe mediante una familia admisible (Uy, hq ), la familia (Uy, 1/hq)
es admisible y define un divisor que no depende de D, lo denotamos como —D. Si un divisor D’
en X se describe mediante la familia admisible (Ug, hj;), entonces la familia (Uy N Up, hahy) es
admisible y describe un divisor que no depende de D ni de D’, lo denotamos como D + D’.

(3) Un divisor es efectivo si hay un representante (U,, ho) donde las funciones h, son holomorfas
(todos los representantes satisfacen la propiedad).

(4) Si h es una funcién meromorfa no globalmente nula sobre X, el par (X, h) es un divisor llamado
el divisor de h y se denota como div(h). Los divisores de este tipo se llaman divisores
principales. Dos divisores se dice que son linealmente equivalentes si su diferencia es
principal.

Es evidente que es mucho mdas complicado trabajar con esta definicién. Por ejemplo, el siguiente
resultado es evidente en dimensién uno, pero no lo es en dimensiones superiores.

Proposicion 4.2.2. — Cada divisor en una variedad compleja conexa es la diferencia de dos divisores
efectivos.
Demostracion. — La demostracién no serd tan detallada ya que requiere herramientas que escapan al

seminario. Sea D = [(Uq, hq)] v sea x € U,. Dado que Ox , es un anillo local regular, es un DFD.

Luego existen uq g, Vo ¢ primos relativos en Ox , tales que hg = Uq z/Va,z €0 un entorno abierto N 4
de x. Entonces D = [(Noz, fa)] ¥

Uaz  Uax Vax UVBax & Va,x

Upe Vax Vse Ua fp Vg
Dado que (Uq, hq) es una familia admisible, hq/hg es holomorfo. Luego,

Ua,x . ha
Vg, = % *Va,z

Ug,z

el lado derecho es holomorfo y, por lo Btanto, el lado izquierdo también es holomorfo. Dado que

ug g, V3, Son primos relativos en Ox ,, esto implica que uqaz/ug, es holomorfo. Por el mismo argu-

mento, Vo ,/v8, también es holomorfo y, por lo tanto, (Naz, ta,z) ¥ (Na,z, Va,e) son familias admis-

ibles, y luego definen divisores efectivos D;, Dy. Finalmente, notamos que (Uq,ha) ~ (Naz:ha) ¥y
luego D = Dy — Ds.

O

En la demostracién anterior,

Oxz:={(U,f):x2€UCX abiertoy f € Ox(U)}/ ~
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donde Ox (U) son las funciones holomorfas en X y

(U, f) ~(V,g9) <= IW CU NV vecindad de z tal que f|lw = glw

§4.3 Funciones meromorfas en un toro complejo

Ahora podemos presentar nuestro resultado principal. Sabemos que a cada funcién teta relativa a
un reticulado I' en un espacio vectorial V' le podemos asignar un divisor efectivo sobre el toro complejo
V/T.

Teorema 4.3.1. — Todo divisor efectivo en un toro complejo es el divisor de una funcion teta.

Demostracion. — Sea D un divisor efectivo en el toro X = V/T'y (U,, hy) una descripcién admisible
de D. Sea 7 : V — X la proyeccién canénica. Supongamos que el componente conexa de 7~ (U,) es
convexo y no se encuentra con ninguna de las traslaciones por I'\{0}. Las funciones h,, son holomorfas,
por lo que las formas wyg = dlog(ha/hg) son de tipo (1, 0) en (U, N Ug). Sea (¢q) una particién de
la unidad relativa a la cubrimiento (U,) de X, entonces la forma

Wa = § PyWary
Y

es de tipo (1, 0) sobre Uy y wq — wg = wag sobre U, N Upg. Las formas dw, definen una 2-forma
cerrada sobre X que no tiene parte de tipo (0, 2), que, segin vimos antes, es equivalente en cohomologia
a una forma constante 7 sin el tipo (0, 2) ya que se obtiene promediando. Entonces existe una 1-forma
wq sobre X tal que

dwe =1+ dwo

sobre U,. Podemos asumir que wy es de tipo (1, 0). Escribimos

w0 =) ajdzj Az, + ) bipdz A dzy = dn

con

w1 = — Z (Z ajk2k + bjkzk> dz; = ij(Z)de
J k J

una forma de tipo (1, 0) sobre V, donde ¢; son formas lineales complejas sobre V. La forma

7*(wa —wo) —wi es cerrada en m1(U,), por lo que es exacta por el lema de Poincaré. Entonces existe

una funcién f, sobre 771(U,) tal que 7 (wy — wo) — w1 = df,. Dado que wq,wp ¥ wi son de tipo (1,

0), la funcién f, es holomorfa. Luego, en 71 (U,) N7~ (Up)

dfo — dfs = dlog 7 (ha/hs)
por lo que, incluso multiplicando por una constante si fuese necesario en cada componente conexa
de 771 (U,), las funciones e~ fem*h, se pueden pegar en una funcién holomorfa § en V. Ahora queda
por demostrar que 6 es una funcién teta. Tenemos que en 7 (U,)
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0(z+7v)
W = fa(2) = falz +7)

entonces, dado que 7*(wy — wp) es I-periddica,

log

0(z +
dlogi(z)w wi(z+7) —wi(z Zﬂ )dz;

lo cual muestra, mediante la integracion, que € es una funcnon teta con a, = Z £(y)z;, con-
) ) vy 27—1—1 ]

cluimos ya que (Ua,ef‘*m'a;ha) ~ (Uq, he)-
]

En particular, se puede asociar a cada divisor efectivo D en un toro complejo una funcién theta
normalizada tinica € de la cual es el divisor, llamamos al tipo del divisor el tipo (H, «) de 6. La forma
H es positiva y no es cero si D no es cero.

Corolario 4.3.2. — Toda funcion meromorfa no nula en un toro complejo es el cociente de dos
funciones theta del mismo tipo.

Demostracion. — Sea f una funcién meromorfa no nula en una variedad X con cubrimiento universal
m:V — X. Escribimos su divisor como la diferencia de dos divisores efectivos D1, Dy. Sea 6 una
funcién theta del divisor Dy. La funcién 6 - (f o 7) es holomorfa en V' (dado que su divisor, Dy, es
efectivo) y es una funcién theta del mismo tipo que 0 ya que f o m es meromorfa I'-periddica.

O

Corolario 4.3.3. — Sea X un toro complejo y u : X — P"™ una aplicacion holomorfa. Entonces
existen funciones theta normalizadas no nulas del mismo tipo Oy, ..., 0, sin ceros comunes tales que

u(x) = [Bo(x) : -+ 2 ()]

para cada x € X.

Demostracion. — Podemos asumir, incluso si significa eliminar coordenadas para obtener un espacio
proyectivo mds pequeno, que la imagen de u no estd contenida en ningtn hiperplano z; = 0.

Como vimos en un ejemplo, para cada j € {0,...,n}, la ecuacién x; = 0 define un divisor efectivo
en P" y, por el mismo hecho, la ecuacién z; o u = 0 define un divisor efectivo D; sobre X. Sea ¢y una
funcién teta normalizada asociada al divisor Dy. Para cada j, la funcién

0] _ SU] ¢] er
Topou
es igual al divisor Dj, que es efectivo. Ademds, es holomorfa. Dado que la funcién meromorfa

(xjou)/(xgou) es I'-periédica, la funcién holomorfa 6; es una funcién teta del mismo tipo que 6y (en
particular, normalizada) y la morfismo u esta definido por [0y : - - : 6]
O
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Corolario 4.3.4. — Sea X un toro complejo. Supongamos que existe una aplicacion holomorfa
u: X — P yun punto x € X tal que u=(u(x)) sea finito. Entonces existe una forma de Kdhler
integral en X.

Demostracion. — Segun el corolario anterior, existen funciones theta normalizadas 6y, . . . , 8,, del mismo
tipo, sin ceros comunes, de modo que u estd definida por u(x) = [fp : - - - : 6,]. Por lo tanto, existe una
forma de Riemann comin a las §; y N sea su kernel. Como la fibra de u es finita, el resultado 1.6 nos
dice que N es nulo y w es una forma de Kahler integral en X.

O

Corolario 4.3.5. — Sea X una variedad toroidal compleja. Entonces existe un toro complejo X g
(llamado la abelianizacion de X ) y una aplicacion holomorfa sobreyectiva p : X — Xy tal que

(1) Existe una forma de Kdhler entera en X g

(2) Cada aplicacion holomorfa de X a un espacio proyectivo se puede factorizar mediante p

(3) p induce un isomorfismo de cuerpos de funciones meromorfas M (X ) ~ A (X)

(4) p induce un isomorfismo de grupos Div(X,p) ~ Div(X)
Demostracion. — Sea N la interseccién de los kernel de las formas de Riemann de todas las funciones
theta en X. Entonces existen funciones theta 61,...,60, tal que la interseccién de los kernel de sus
formas de Riemann wq,...,w, es N. La forma de Riemann asociada a la funcién theta 61...60, es
wi + -+ + wp, y dado que w; son positivas, su kernel es N. Sea V,p, := V/N, entonces por lo visto

previamente, la imagen I',}, via la proyeccién candnica de I' en Vy}, es un reticulado, por lo que definimos
Xab := Vap/Tap. Es evidente que w induce una forma de Kéhler integral en X,y,.

Segin un corolario, toda aplicacién holomorfa u : X — P™ estd definida por funciones theta normal-
izadas del mismo tipo, con la misma forma de Riemann w. Por construcciéon, el kernel de w contiene
a N, y u se factoriza mediante el mapa cociente p : X — X,p.

Segin un corolario, toda funcién meromorfa f en X es el cociente de dos funciones theta del mismo
tipo, que podemos asumir normalizadas. Estas provienen de X, y, por lo tanto, también lo hace f.

Finalmente, para cada divisor D en X, escrito como D1 — Dy, donde Dy, Dy son efectivos. Segin
el teorema, existen dos funciones theta 61,602, que podemos asumir normalizadas, que inducen los
divisores Dy y Do, respectivamente. Dado que provienen de X,,, también lo hace D, lo que demuestra
d).

O

Veremos més adelante que la extension de cuerpos .# (X) = .#(Xap) sobre C es de tipo finito y la
dimension de trascendencia es dim(X,p).

Las tnicas funciones meromorfas en un toro complejo muy general de dimensién al menos dos son
constantes (su abelianizacién es nula).
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