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ABSTRACT

Einstein Metrics and Geometry of Complex Monge-Ampére equation

The field equations of general relativity are a topic of interest for understanding gravitational in-
teractions as a geometrical phenomenon of space-time. A particular case, known as field equations
on the void give place to a proportionality condition between curvature and metric over a manifold,
called the Einstein condition. This thesis adresses the topic of existence of Kéhler metrics which

satisfy the Einstein condition and some of its consequences.

The proportionality condition consists of a cohomology equality, which can be used to deduce a

non-linear partial differential equation of the Monge-Ampere type.

Several very important results were accomplished during the second half of last century, specially
by Yau and Aubin for negative and vanishing curvature. Also Yau, conjectured that there was an
obstacle concerning stability when curvature defines a positive cohomology 2-form, known as first
Chern class. This was specified recently by Tian, who proved, in parallel to Chen, Donaldson and

Sun the existence of Kahler Einstein metrics when this stability condition is met.

On the next 3 chapters the discussion is focused first in Elementary theory of Complex and Rieman-
nian Geometry, which are most important for understanding Kahler Geometry. Later, the topics
Holder Spaces and Schauder theory are addressed with the objective of providing a priori estimates
for differential equation’s solutions. Finally, a simplified proof of Yau’s theorem (for negative and
vanishing first Chern class) is given my means of the continuity method together with a proper Im-
plicit Function Theorem formulation, and a priori Schauder estimates. The conclusion of this thesis
consists of the presentation of the obstacles that make the technique described previously to prove

the existence of Kahler-Einstein metrics on Kahler manifolds with positive first Chern class.

Finally, the last chapter of this thesis is devoted to some classical and important application of
the previous results. More precisely, we present a detailed account on the proof of Bomologov-
Miyaoka-Yau inequality for Kahler-Einstein manifolds, which gives strong constraints on the Chern
classes (and hence, on the topology) of these manifolds. We then address the Beauville-Bogomolov

decomposition theorem for flat manifolds, which tell us (roughly speaking) that the building blocks
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Abstract iii

of such manifolds are complex tori, Calabi-Yau manifolds and HyperKé&hler manifolds. Finally, we
show that Yau theorem together with classical results from Riemannian geometry implies that all

Fano manifolds are simply connected.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



RESUMEN

Métricas de Einstein y Geometria de la Ecuacién de Monge-Ampére Compleja.

Las ecuaciones de campo en relatividad general y sus soluciones son de interés para estudiar y
entender las interacciones gravitacionales como un fenémeno geométrico del espacio-tiempo. Un
caso particular, denominado como ecuaciones de campo del vacio dan lugar a una condicién de
proporcionalidad entre la curvatura de Ricci de una métrica y su forma fundamental sobre una
variedad, esta condicién se denomina de Einstein. Esta memoria tratara los topicos de existencia de

métricas de Kéhler que satisfacen la condicién de Einstein.

La condicién de proporcionalidad consiste en una igualdad en Cohomologia, esta igualdad puede

utilizarse para deducir una ecuacién en derivadas parciales no lineal del tipo Monge-Ampere.

Durante la segunda mitad del siglo pasado, se lograron variados y significativos avances en el pro-
blema de existencia de métricas de Kéahler-Einstein, especialmente por Yau y Aubin en los casos de
curvatura negativa y nula. Ademds, Yau conjeturé que existia un obstdculo dado por algin criterio
de estabilidad cuando la curvatura define una clase de cohomologia positiva, conocida como primera
clase de Chern. Este criterio de estabilidad fue establecido recientemente por Tian, que probd, de
forma paralela a Chen, Donaldson y Sun que cuando se verifica esta condicién de estabilidad, se

satisface la existencia de métricas de Kéhler-Einstein.

En los siguientes 3 capitulos la discusién se enfoca en primer lugar en elementos basicos de teoria de
Geometria compleja y Riemanniana, que son de gran importancia para la definicién y presentacion
posterior de las Variedades de Kahler. Luego, se presentan y desarrollan las tematicas de espacios
de Holder y teoria de Schauder que se utilizaran para introducir los conceptos de estimaciones a
priori para soluciones de ecuaciones diferenciales. Finalmente, se presenta una prueba simplificada
del Teorema de Yau (para los casos de curvatura negativa y nula) utilizando el método de continui-
dad, asi como una aplicacién adecuada del teorema de la funcién implicita mediante el uso de las
estimaciones a priori. La conclusion de esta memoria consiste en la presentaciéon de los obstaculos
algebro-geométricos para la existencia de métricas de Kéhler-Einstein cuando se tiene una primera

clase de Chern positiva.
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Resumen v

En el capitulo final de esta memoria nos dedicamos a presentar consecuencias del teorema de Yau,
o bien, de resultados clésicos de variedades de Kéahler-Einstein. De forma precisa, se presentardn
de forma detallada: La desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau que entrega restricciones de gran
utilidad para las clases de Chern (y por lo tanto, sobre la topologia) de estas variedades. Luego, el
teorema de Descomposicién de Beauville-Bogomolov para variedades de Kahler Ricci planas, que nos
dice (a groso modo) que los bloques fundamentales de este tipo de variedades son los toros complejos,
las variedades de Calabi-Yau y las variedades Hiperkéhler. Finalmente, mostraremos que el teorema
de Yau, junto con la aplicacién de resultados cldsicos de geometria Riemanniana y compleja implican

que toda variedad de Fano es simplemente conexa.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones de campo en Teoria de Relatividad General, presentadas en 1915 son un conjunto de
ecuaciones tensoriales cuya formulacién requiere del uso de Geometria Riemanniana. En particular

la denominada como Ecuaciéon de Einstein cuya forma es
Gij + Agi; = K155

donde A se denomina como la constante cosmolégica de Einstein, £ ~ 2.077 x 10~%3 es la constante

gravitacional de Einstein. Ademads

a) G;; es el tensor de Einstein, que se define a partir de la curvatura de Ricci R;; y la curvatura

escalar S = g R;;.

b) T;; es el tensor de tensidn-energia, que en el vacio se anula y da lugar a las ecuaciones de

campo del vacio.

En esta ecuacién la incégnita corresponde a la métrica g;; sobre una variedad (M, g) Riemanniana
(en nuestro caso, serd una variedad de Kéhler) bajo la igualdad T;; = 0 se denomina variedad de
Einstein. Durante el primer capitulo de esta memoria presentaremos los antecedentes y resultados
necesarios para formular la condicién de Einstein sobre una variedad (X, g) de Kéhler mediante la
igualdad en cohomologia de la forma fundamental w asociada a la mfrica Kéhleriana gi; con su forma
de curvatura Ric(w) en H'(X,R). Durante el segundo capitulo presentaremos métodos de Teorfa
de Schauder para estudiar estimaciones a priori de Ecuaciones diferenciales parciales no lineales,
pues la condicién de Einstein se puede estudiar sobre variedades de Kahler mediante la solubilidad

de la ecuacién de Monge-Ampere compleja en coordenadas locales

2

%p
det (gij + (W) = Cexp(F) det(gsg)

donde la solucién, de existir, corresponde a la funciones a valores reales ¢ € €>°(X). El estudio de
la existencia de soluciones se puede reducir a tres casos, en términos de las ecuaciones de Einstein

corresponderan a los casos dados por los posibles signos de la constante cosmoldgica. En términos

1



2 Introduccién

de Teoria de Hodge, esta es dada por la condiciéon de proporcionalidad
Ric(w) =\  H"(X,R)
para algin A € R, lo que nos permitird reducirnos a estudiar los siguientes casos
Ric(w) = w, Ric(w) =0 y Ric(w)=—w.

Que se traducen en que la primera clase de Chern ¢;(X) defina una clase de cohomologfa positiva,

nula o negativa, respectivamente.

1. En el primer caso (¢1(X) < 0) Aubin prueba en 1978 [Aub78] la existencia y unicidad para la

ecuacion de Monge-Ampere.

2. En el segundo caso (¢1(X) = 0) Yau prueba en 1978 [Yau78] la existencia y unicidad (médulo

sumar constantes) para la ecuacién de Monge-Ampere

El tercer caso (¢1(X) > 0) se resuelve en paralelo en 2015 por Tian, y Chen-Donaldson-Sun [CDS15]
en donde se demuestra que la existencia de métricas de Kahler-Einstein con curvatura positiva equi-
vale a una condicién algebro-geométrica denominada K-estabilidad. En particular, no toda variedad
de Kahler de curvatura positiva admite una métrica de Kéahler-Einstein.

En los casos dados por ¢;(X) < 0 presentaremos una demostracién simplificada utilizando teoria de
Schauder, siguiendo el procedimiento propuesto por Blocki en [Blo12] y [Blo13] para usar el principio
de continuidad para probar la solubilidad de la ecuacién de Monge-Ampeére en estos dos casos.
Concluiremos presentando algunas consecuencias clésicas de la existencia de métricas de Kéhler
Einstein, en curvatura negativa se presentara la desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau. En varie-
dades de Kéhler-Einstein Ricci planas se discutira sobre el teorema de Descomposiciéon de Beauville-

Bogomolov, que establece la descomposicién para X, modulo cubrimientos finitos en productos de

T x [[CY: x ] HK;,

iel jedJ

la forma

sonde T' corresponde a un toro complejo, CY; son variedades Calabi-Yau y HK; son variedades
Hyperkahler, que corresponden a un campo activo de investigacién, pues se conocen muy pocos
ejemplos de este tipo de variedades. Finalmente se probara, utilizando el teorema de Myers y otros

resultados clasicos de geometria Riemanniana que toda variedad de Fano es simplemente conexa.
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Capitulo 1

VARIEDADES DE KAHLER Y
METRICAS DE EINSTEIN

La geometria diferencial de curvas, superficies y en dimensiones superiores define y utiliza conceptos
como parametrizaciones, curvatura, espacio tangente a una variedad diferencial. Dadas las propieda-
des del espacio euclidiano R™ como R-espacio vectorial y la existencia de las denominadas métricas
de Riemann, surge naturalmente la cuestién de si la identificacién C =2 R? induce estos conceptos
de geometria a las Variedades Holomorfas, o Variedades complejas, en general, la respuesta serd
afirmativa, y mas ain, en este capitulo introduciremos conceptos generales de geometria compleja, y
estableceremos la relaciéon de Variedad Riemanniana (como variedad real) y las variedades de Kéahler,
como su analogo complejo.

En este primer capitulo, introduciremos conceptos esenciales de variedades complejas, que nos permi-
tiran definir las variedades Kéahlerianas, y discutir propiedades importantes en el caso de variedades
de Kéhler compactas. A lo largo de este capitulo utilizaremos la indexacién de las coordenadas me-
diante superindices. Esto nos permitira utilizar la convencién de Einstein para la suma, sin embargo,
escribiremos las sumas hasta el momento de ser necesario utilizarla, el cual se sefialard para facilitar

la lectura y comprension de esta notacién.

1.1. Variedades Complejas

Teniendo en mente la nocién de variedad diferenciable, podemos pensar que una variedad compleja
X es precisamente una variedad diferenciable sobre la cual tenemos una definicién adecuada de holo-

morfia de funciones. Precisamos esto a continuacién, para n > 0 e £ un conjunto de indices, X tiene

3



4 CAPITULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

un recubrimiento por abiertos {U;, i € .#}, junto con homeomorfismos (usualmente denominados
cartas)
0 U = W, CcC™ (1.1.1)

tales que las funciones (denominadas como mapeos de transicién)
piopi 1o, (VinV;) = ¢ (ViNVj) (1.1.2)

son holomorfas, ahora si, en el sentido de holomorfia usual de C". En el caso anterior, decimos que
n es la dimensién (compleja) de la variedad.
El siguiente diagrama explica como se relacionan los abiertos de una variedad X con sus cartas

holomorfas se acuerdo a la definicién anterior.

vi(Us)

\
(4 (4

Observacién 1.1.1. En general denotaremos por X a una variedad compleja y n = dimg(X)

mientras que M denotara la variedad diferenciable subyacente y cuya dimension llamamos m =
dimg (X) = 2n.

En adelante, el concepto de dimensién hace referencia a la dimension compleja. De ser necesario se

explicitard si hablamos de dimensién real o compleja.

Observacién 1.1.2. Al conjunto de pares {(vi,U;) | vi satisface 1.1.1 y 1.1.2} se denomina Atlas
holomorfo o estructura holomorfa sobre X. En general, trabajaremos asumiendo que la estruc-
tura seleccionada es mazximal. La existencia de esta estructura mazimal se obtiene mediante una

aplicacion tipica del Lema de Zorn, para mas detalles ver [Leel3, Prop.1.17]

Ahora podemos presentar nuestra definiciéon de holomorfia para funciones entre variedades complejas.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.1. VARIEDADES COMPLEJAS 5

Definicién (Funcién Holomorfa).
Dadas dos variedades complejas X e Y con atlas {(Un, o) }taca ¥ {(Vi,¥:)}ics, respectivamente,

con dim(X) =k y dim(Y') =n. Una funcion f: X =Y es llamada holomorfa si la composicion
Yiofop W, cCF—C"

es holomorfa sobre po(Uy) =: Wy, para cada oo € A donde esta composicion tenga sentido.

Esta nocién de funciones holomorfas nos permite definir mediante las cartas un sistema de coorde-
nadas locales holomorfas entorno a un punto p € X como la imagen mediante ¢z de una vecindad
abierta Ug, tal que p € Ug. Pensando las cartas como una concatenacién de funciones coordenada

2= gofé para 1 <i < k y trasladando de forma conveniente, hacemos z%(p) = 0 para cada i.

Observacién 1.1.3. Para cualesquiera otras coordenadas holomorfas dep € U,NUg C M, digamos,

w' 1= !,. Se tiene que cada w' es una funcion holomorfa en las variables z*, .. ., 2k

Ejemplo 1.1.1 (Esfera de Riemann). Consideremos M = S%, como la esfera unitaria en el espacio
real R3. Identificamos el plano xy en R con C y definimos dos cartas de M mediante los comple-
mentos de los polos norte y sur, es decir, hacemos Uy = S?\{(0,0,1)} y Uy = S?\{(0,0,—1)}.
Definimos entonces

(,012U1*>(C

como la proyeccion estereogrdfica desde el polo norte de S sobre el plano xy. Luego
Y2 - Uy — C

se define como la composicion de la proyeccion estereografica desde el polo sur, con la conjugacion
compleja.

S? ~ PL(C) a=(0,0,1)

{ay} =R?=C

Ls proyecciones o1 y w2 obtienen mediante la inversion la una de la otra. Esto es la transformacion

2+ Z7 L. Luego, al conjugar obtenemos el mapeo de transicion

1
V2 ogpl_l(z) = > Vz e C*

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



6 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

el cual es holomorfo (en el sentido usual de C), dando como resultado la estructura de variedad

compleja a S2.

Ejemplo 1.1.2 (Espacio proyectivo complejo). El espacio proyectivo complejo, que denotamos por
P" (0 bien PE cuando sea necesario explicitar que nos encontramos en el caso complejo) corresponde a
uno de los ejemplos mas importantes de variedad compleja. Definimos el espacio proyectivo complejo

P como el conjunto de rectas vectoriales en C"*1, o equivalentemente,
P" = (C**'\{0}) /C*

con C* actuando por multiplicacion sobre C™* 1.

Los puntos (que realmente son clases de equivalencia) en P™ se escriben [2° : 21 : ... : 2"], esta

notacién nos sirve para recordar que puntos de forma (2°,2%,...,2") y (A20, Az1, ..., \2") definen
en realidad el mismo elemento en P™, es por esto que en general las llamamos coordenadas ho-
mogéneas.

El cubrimiento abierto estdndar de P™ es dado por los abiertos
Up={[z":...:2"]| ' # 0} c P"
Los cuales, si dotamos P™ con la topologia cociente mediante la proyeccion
m: C"T\{0} — (C"*'\{0}) /C* =P"
son, en efecto, abiertos. Para concluir, propondremos las siguientes biyecciones como cartas
0 U; = C"

3 n
z z z z
0. .on
[z z}l—><l,, — ,...,i)
z z z z

de modo que los mapeos de transicidn @;; == @; o <pj_1 2o (U;NU;) = @i(U; NU;) son de la forma

(! ny — il
QDZJ(’UJ,...,’LU )_ ) U}i ) wi oty wi vwivwiv'“awi

w! wi=1 it w1l 1 wi w"
wi

claramente holomorfas en su dominio y con inversa dada por ;; de lo que se tiene la biyectividad

y en consecuencia, el hecho de que el espacio proyectivo complejo es una variedad compleja.

Definicién (Fibrado Vectorial Holomorfo).

Sea X una variedad compleja. Un fibrado vectorial holomorfo de rango r sobre X es una variedad
compleja E junto a una aplicacion holomorfa © : E — X, donde cada fibra E(x) := 7~ (x) tiene
la estructura de C-espacio vectorial de dimension r para cada x € X, y que verifican la siguiente

propiedad: Eziste un cubrimiento abierto X = |JU; y mapeos biholomorfos ; : 7= 4(U;) =2 U; x C™

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.1. VARIEDADES COMPLEJAS 7

que conmutan con las proyecciones sobre cada U; tal que el isomorfismo n~1(z) = C" es C-lineal.

E(x)=Cr ” {z} xC"=C"
~ MUY= By — s UxC
R ///;1 |
' - Do

Observacion 1.1.4. Utilizando la definicion anterior las aplicaciones de transicion
bij(a) = Wi oy ) (x, ) : C" — C"

son C-lineales, para todo v € U; N Uj.

_____ E(x)=C" E,2=C
; 5 ) 1
Ely, : vliou; B,
en El'j =F U;NU;
7r|7r1k ......... o AAfl(m)
: x
Uj "reeen AN U;

Ademds, estas aplicaciones de transicion verifican que ¥y = Id para todo x € U; y en las intersec-

ciones de la forma U; NU; NUy se satisface la condicion de cociclo
9ij9ik = gik  en U; NU; N Uy

Ejemplo 1.1.3 (Hipersuperficies proyectivas). Sea f : C* — C una funcién holomorfa tal que 0 € C

es un valor reqular (es decir, grad(f)(0) # 0). Definimos el conjunto de ceros de f como
X =2(f) = f(0) c T

Por el teorema de la funcién implicita, existe un cubrimiento abierto X = U;U;, abiertos V; C C"~!

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



8 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

y mapeos holomorfos g; : V; = C™ que inducen aplicaciones biyectivas
9i: Vi = U;
En este caso, tenemos mapeos de transicion de la forma
wij = 9; Log; 195 (U) = g (U)).

Se puede ver que estos son holomorfos, dotando a X con la estructura de variedad compleja que en
general se denomina hipersuperficie afin.
Consideremos ahora f como un polinomio homogéneo en n + 1 variables 2°,... 2" talque 0 € C es

un valor regular de la aplicacion inducida
f:Ccmh\{o} — C.
Ya sabemos que el conjunto Z(f) corresponde a una variedad compleja. Veamos que el conjunto
X' =V(f)=f0)/C* cP"

que corresponde al conjunto de puntos [2°:...: 2"] € P" tales que f(2°,...,2") = 0. Notemos que
el valor de f(2° : ... : 2") depende en general del representante escogido de [2° : ... : 2", pero el
conjunto V(f) estd bien definido, dado que asumimos que f es homogénea.

Ahora veremos que esta es una variedad compleja de dimension n — 1. De hecho, podemos cubrir
X mediante los abiertos estandar de P™ wutilizando los abiertos X N U;, donde U; son los abiertos
estandar del espacio proyectivo. Usando los isomorfismos U; = C™ del primer ejemplo, el conjunto

X NU; se identifica con la fibra sobre 0 € C del mapeo
fio(wh oo w™) = fwh . w T L w™)

Verificando que esta funcion tiene a 0 € C como valor regular, concluimos que X' es una variedad

compleja de forma andloga a como lo hicimos para las superficies afines.

Es importante notar también que las hipersuperficies proyectivas, asi como el espacio proyectivo son,

mas aun, variedades complejas compactas.
1.2. Estructuras casi complejas

Para estudiar las propiedades de una variedad compleja, sera tutil estudiar si es posible ver a esta
como una variedad diferencial dotada de una serie de propiedades que la caractericen como variedad

compleja. Para empezar este propdsito, consideremos M una variedad diferenciable m-dimensional,

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.2. ESTRUCTURAS CASI COMPLEJAS 9

definimos el conjunto
TM = {(p,v) :pe M,veT,M}.

donde T, M es el espacio tangente a la variedad M en el punto p € M.

Para satisfacer la definicién de fibrado de la seccién anterior, dotaremos al conjunto 7'M de una
estructura diferencial 2n-dimensional, con esta definicién T'M es llamado fibrado tangente de M.
Detallamos esta estructura diferencial y su extension a nuestro contexto de holomorfia en los puntos

siguientes, para esto, es esencial la siguiente definicién.

Definicién (Estructura casi compleja).
Sea M una variedad diferenciable, un endomorfismo del fibrado tangente J : TM — TM es llamado

estructura casi compleja si J? := Jo.J = —1d. Donde 1d es la identidad en el fibrado tangente.

Observacion 1.2.1. SiJ es una estructura casi compleja sobre un espacio vectorial real V', entonces,
V admite de forma natural la estructura de un espacio vectorial complejo. Ver [Huy05, Lema 1.2.2]

para mayor detalle.

Teniendo en consideracién esta observacion decimos que una estructura casi compleja equipa al
espacio tangente en cada punto con una transformacion lineal que se comporta como la multiplicacion
por la unidad imaginaria. Asi, la dimensién real del espacio tangente en cada punto debe ser par,
pues cada endomorfismo de dimension impar debe tener un autovalor real, cuyo cuadrado no puede

ser —1.

Ejemplo 1.2.1 (Cartas holomorfas). Para una variedad compleja X, las cartas holomorfas identi-
fican en cada punto el espacio tangente T, X con C", de modo que podemos definir sobre el espacio
tangente la estructura casi compleja dada por J(v) :=1i-v.

Aqui, la condicion de holomorfia sobre las aplicaciones de transicion corresponde a la compatibilidad
de la multiplicacion por i bajo las diferentes identificaciones entre T, X y C", las que se obtienen al

usar cartas diferentes.

Observacién 1.2.2. Consideremos las coordenadas locales holomorfas 2%, ..., 2" de la forma z* =

' 4+ iy® para ' e y' funciones reales, entonces, mediante la estructura casi compleja J podemos

0 0 0 0
J(@ﬂ) - oyt J(ayi) T

Definicién (Estructura integrable).

escribir

Denominamos a una estructura casi compleja como estructura casi compleja integrable si
proviene de cartas diferenciales, como en la observacion anterior.

Para una definicion equivalente, que puede ser de utilidad ver [Huy05, Seccion 2.6]

Gracias al siguiente teorema, de Newlander y Nirenberg [NN57], en adelante utilizaremos el concepto

de estructura compleja en vez de estructura casi compleja integrable.
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10 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

Teorema 1.2.1 (Newlander-Nirenberg).

Toda estructura casi compleja integrable es inducida por una estructura compleja.

A partir de ahora, consideramos X como una variable compleja, si denotamos por M a la variedad
diferencial subyacente, utilizaremos la complejificacién del fibrado tangente real para estudiar el
fibrado tangente holomorfo

T°M := TM ®g C.

La fibra en cada punto p € M es un espacio vectorial complejo, cuya base escribiremos como sigue

o 9 90 0
92 9 9z o [

Esta base, en términos de las funciones reales z* e 4 se escriben mediante las derivadas de Wirtinger

9 1 8—i8 9 1 8+i8
0zt 2\ 0xt Oyt Y ozt 2\ oxt Oy

Asf la estructura casi compleja J se extiende a un endomorfismo C-lineal de TCM e induce puntual-

mente una descomposicion en los autoespacios asociados a i y —i. Esto es,
T°M =T"°M & T"' M

Donde, los espacios THYM y T9%1 M corresponden a los espacios generados por los elementos basales

) 0
927 Y o7

respectivamente.

y se denominan fibrado tangente holomorfo y fibrado tangente antiholomorfo,

De forma similar, la complejificacién del fibrado dual al tangente nos entrega el fibrado cotangente
QLM, el cual se descompone segin los autovalores del operador dual a la estructura casi compleja

J (la cual denotaremos también como J). La descomposicién a la que nos referimos es dada por

QLM = Q"M @ Q%' M

Escribiendo la base dual de TM tenemos que QM9 corresponde al espacio generado dz',...,dz"

mientras que Q%! es generado por dz',...,dz", donde
dz' = dz' + idy’ y dz' = dz' — idy’
Esta descomposicion se extiende a formas diferenciales de orden r

OM = P oM
ptq=r

donde QP7M es generado localmente por el producto tensorial alternante, o producto “cuna’ si-
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guiente
dz" A NdZP ANdE A LN dE

donde, por definicién dz A dw = —dw A dz para toda z,w forma diferencial.
Sobre una variedad compleja, la descomposiciéon de r-formas da lugar a la descomposicion de la

derivada exterior como d = 0 + @ donde los operadores

9 QPN — QPHhaNS
0: QPIM — QPItl

son proyecciones de d. Esto nos da la descomposicién de r-formas en formas de tipo (p,q) o (p,q)-
formas, donde p + ¢ = r. Explicitamente, una (p, q)-forma se expresa en término de las coordenadas

locales y multi-indices I, J como

w= Z arydz! Adz? = Z iy i ga 2 AN dZ T NAE A LN dF (1.2.1)
1I|=p 1<iy<...<ip<p
[J]=q 1<j1<...<jq<q

donde cada término de ay; es una funcién analitica en M.
Observacién 1.2.3. Para cualquier forma o € Qt M, da = da.

Observacion 1.2.4. En la notacion que estamos utilizando, el diferencial de una funcion f : M — C

se escribe como

f8+8fz 1f

Asi, f es holomorfa si y solo si Of =0, pues
0
/= Z (‘3z’

cada of
(] 07

Ejemplo 1.2.2. Para una funcién f : M — R, la forma i00f es una (1,1)-forma real, que se

=0 es una ecuacion de Cauchy-Riemann.

comporta como una segunda derivada compleja de f (un Hessiano complejo, si se prefiere). En

particular, si consideramos f : C — R y calculamos la (1, 1)-forma, obtenemos

i@@fzi(aa gf>d AdZ

9 af .9
_ <a '8y> <8£+ ag) (dz + idy) A (dz — idy)

o f f
<8+8 2)dac/\aly

[\')\)—l »Jk\
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12 CAPITULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

Es necesario notar que la ultima iqualdad se debe a que siempre d?f = 0 para cualquier f.

Dada la observacién anterior, podemos notar que los operadores d y 0 tendran una relevancia
importante en las propiedades asociadas a diferenciabilidad y holomorfia de funciones en variedades
diferenciales que posean estructura compleja. Definiremos para concluir esta seccion los complejos

de cohomologia asociados a estos dos operadores

Definicién (Cohomologia de Dolbeault).
Sea X una variedad diferencial dotada de una estructura compleja. Entonces, definimos la (p,q)-

cohomologia de Dolbeault como el espacio vectorial

v g ( pe —  ker (5 c PUX) — ,pr’q"‘l(X))
Hg (X):=H (:97 (X),a) = im (5:;2{1’7‘1*1()() %szpvq(X))

Donde o/P1(X) corresponde al espacio de (p, q)-formas diferenciales sobre X alternantes. Es decir,
el complejo de Dolbeault es el complejo de cocadenas de formas diferenciales sobre la variedad X con

la derivada exterior antiholomorfa como el diferencial, esto es un complejo' de la forma

AP(X): 0= 7POX) D ari (X)L D (X)) 50

donde n = dim¢(X).

Observacion 1.2.5. Podemos definir un complejo de cocadenas y una cohomologia mediante el
uso de la derivada holomorfa. Pero dado que la condicidn de holomorfia viene dada (entre otras
formulaciones equivalentes) por la anulacion de la derivacién antiholomorfa, se hace principalmente

relevante la cohomologia de Dolbeault por sobre su andloga Hy?(X).

Definicién (Cohomologia de de Rham).
Definimos el complejo de De Rham como el complejo de formas diferenciales sobre una variedad

diferencial M con la derivada exterior como diferencial

0— QM) S Q') L QX)L Q3(M) — -

Ast, definimos el k-ésimo grupo de cohomologia como el cociente

& o {a € Q"M |da =0}
w3 = 2T e o tary

Para concluir esta seccién definiremos una aplicacién de gran utilidad en cédlculos y demostraciones

que apareceran mas adelante

1En nuestro contexto entenderemos como complejo a una coleccién de espacios vectoriales V; encadenados como

fi fi,+1
= Vi—= Vign —— Viga — -

tal que Im(f?) C ker(fi*1), ie., fio fiT1 =0.
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Definicién (Pullback).
Sea una transformacion lineal L : V. — W entre los espacios vectoriales V,W y sea f : W — R

definimos el pullback de f mediante L denotado por L*(f) como
L*f:=foL:V—R
vi— f(L(v))

De forma andloga, si f : W XW x---xW — R es una aplicacion r-multilineal definimos el pullback

de f mediante L como

(L*f)(wh W) = f(L(w1)7 T 7L(w7“))‘

Observacién 1.2.6. Para M, N dos variedades diferenciales, seanp € M, y L : M — N es una
inmersion (es decir, una aplicacion diferenciable cuyo diferencial es inyectivo en todo punto). Si
consideramos una aplicacion bilineal f : T,y N X Ty )N — R esta induce una aplicacion bilineal
L* f sobre T,M dada por

L*f : T,M x T,M — R
(v1,v2) = (L* f)(v1,v2) = f(dL(v1),dL(vz))

1.3. Meétricas Kahlerianas y Hermitianas

Sea X una variedad compleja dotada de una estructura compleja J. Nos interesa estudiar las métricas
Riemannianas sobre X que son compatibles con la estructura compleja de una manera deseable.

Empezamos esta seccién recordando la definiciéon de métrica Riemanniana sobre X.

Definicién (Métrica Riemanniana).
Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia que asigna cada

punto p € M un producto interno
g(,)p : TpM x T,M — R

en el espacio tangente T, M, que varia diferencialmente respecto a p.

Notemos que esta definicién nos dice que en cada punto p € M, la metrica Riemanniana corresponde
a un forma bilineal simétrica y definida positiva en el espacio tangente T, M.

Para més detalles en esta definicién y la nocién de diferenciabilidad respecto a p € M de esta,
revisar [dC15, p.41].

Proposicién 1.3.1 (Existencia de métrica Riemanniana).
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14 CAPITULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

Toda variedad diferencial M admite una métrica Riemanniana

Demostracion. Considerar la estructura diferencial sobre M dada por el atlas @/ = {(px, Ux) }ren
y la particion de la unidad {px}rea subordinada al cubrimiento abierto {Ux}aea.

La variedad M es localmente homeomorfa a algin R"™, es decir,
Vpe M,INe A, talquepe Uy y oA(Uy) W C R”

Luego, como en el espacio Euclideo R™ tenemos el producto interno usual, que denotaremos por
(-, )rn, por lo desarrollado en la observacién 1.2.6 tenemos localmente la métrica inducida sobre

Uy C M dada por el pullback de (-, -)gn restricto a Uy mediante @y, esto es
(0= 030 re |y, TUA x LUy — R

Esto nos entrega una métrica Riemanniana sobre cada abierto del atlas maximal «);. Luego, pode-
mos definir
9(s)p = Y o) (5
PYEIN

Que hereda desde el producto interno el ser simétrico, y ademas debe ser definido positivo, pues los

px no se anulan todos al mismo tiempo, de lo que concluimos el resultado. O

Teniendo en consideracion una serie de propiedades adicionales de interés es que introduciremos las

siguientes definiciones.

Definicién (Métrica Hermitiana).

Una métrica Riemanniana g sobre M se llama Hermitiana si g(Jx, Jy)p = g(z,y), para cualquiera
vectores x,y € T, M. Es decir, si la estructura compleja J es una isometria en cada espacio tangente
T,M. Definimos ademas, la forma w asociada o la métrica Hermitiana w(z,y), = g(Jz,y), para

cada x,y € T,M.
De esta forma, se tiene que w es antisimétrica y se tiene que w es una 2-forma real de tipo (1,1).

Definicién (Métrica Kéhleriana).
Una métrica Hermitiana g se llama Kdahleriana si la 2-forma w es cerrada, esto es, dw = 0. En este

caso, llamamos a w forma de Kdhler.

En coordenadas locales de la variedad z',...,2"

AR,
A=

Si extendemos g al espacio tangente complejo usando la C-linealidad de g en ambas entradas, pode-

, una métrica Hermitiana tiene componentes 9%

dadas por
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mos ver que la condicion de ser Hermitiana implica que

9 ON_ (9 9)\_,
INoz" 02k ) “9I\oz7 055 ) ~

de esta manera, la métrica puede escribirse en término de sus componentes y las coordenadas locales
como

9=">_ g (d2) ® dz" + dz* @ dz) (1.3.1)

Jik
Observacién 1.3.1. Veamos las consecuencias de la simetria de la métrica g. En primer lugar
9% = 95> ademas que g sea positiva nos dice que 9,5 €s una matriz Hermitiana definida positiva en

cada punto p € M. Podremos escribir la 2-forma w como

w = iZngdzj A dz".
3k

De esto, concluimos que g es de Kdhler si para todos i, j,k se tiene la igualdad

o 0
929 = I

al aplicar las derivadas con indice correspondiente en la igualdad 1.3.1 y usando que dw =0 si w es
la forma de Kdhler.

Ahora, presentaremos un ejemplo de métrica que serd relevante a lo largo de esta memoria pues es

una métrica de Kahler en el espacio proyectivo complejo.

Ejemplo 1.3.1 (Métrica de Fubini-Study). El espacio proyectivo complejo P tiene una métrica
natural wpg denominada métrica de Fubini-Study. Realicemos la construccion de esta métrica a

continuacion, para esto debemos tener en mente la aplicacion de proyeccion
7 C"TN\{0} — P
Una seccion s sobre un abierto U C P™ es una aplicacion holomorfa
s:U—CH!
tal que wo s es la identidad, y dada esta seccion, definimos
wrs = 100 log ||s||?

Para ver que esta bien definida, notemos que si s’ es otra seccidn sobre un abierto V', entonces sobre
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16 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

la interseccion UNV tenemos que s’ = fs, para una funcion holomorfa f : UNV — C\{0} y ademas

i00log || fs||* = 10 log ||s|* + 100 log(f f)
=1i001log ||s||* + 100 log( f) + 109 log (f)
=190 log ||s*.

Dado que las secciones existen sobre abiertos U, obtenemos una (1,1)-forma cerrada, que es bien
definida P™.

Como wrs es definida localmente en términos de la norma usual en C™, tenemos que es invariante
bajo las acciones del grupo unitario U(n + 1), y U(n + 1) actda transitivamente sobre P™. Serd
suficiente verificar que la matriz Hermitiana correspondiente es definida positiva en un unico pun-
to, digamos [1 : 0 : ... : 0] pues esta invarianza extiende el resultado a todo punto. Usamos las

coordenadas locales ,
i 2 .
w:Z—O, parat=1,....,n

definida para la carta (Ug, o) . Una seccion es dada por

Finalmente, tenemos que la métrica es dada por
grs = 1001og (1 + [2'* + ... + [2"]?)
En el origen esto corresponde a iZdzi AdZ, cuya matriz Hermitiana asociada es la identidad, la
i
cual, en efecto, es definida positiva.

Observacién 1.3.2. Consideremos una (1,0)-forma « sobre una variedad de Kdhler compacta,

veremos mds adelante (ver 2.5.2) que « satisface que
da=0%a=0

entonces 0 = 0. Donde 0* corresponde al operador adjunto formal de 0 : @/P9 — /P14 este se
describird en mayor detalle en el siguiente capitulo, que concierne principalmente a elementos de

andlisis y operadores elipticos sobre variedades.

Ahora, presentaremos el lema—00 que muestra que sobre una variedad compacta, las métricas de

Kaéhler en una clase de cohomologia fija se pueden parametrizar por funciones a valores reales.

Lema 1.3.1 (Lema-00).

Sea X una variedad Kdhleriana compacta. Si w y n son dos (1,1)-formas reales en la misma clase
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de cohomologia de de Rham, entonces existe una funcion f: X — R tal que
n=w+1i00f

Este resultado se puede probar utilizando Teoria de Hodge, una demostraciéon para una versién
general de este resultado se presentard en la seccién 1.9.

El siguiente resultado muestra que si tenemos una métrica de Kéhler, entonces es posible elegir
coordenadas holomorfas locales suficientemente buenas (en un sentido por mencionar) en torno a

cualquier punto.

Proposicién 1.3.2 (Coordenadas normales).

Si g es una métrica de Kdhler, entonces en todo punto p € X podemos elegir coordenadas holomorfas

locales z*, ..., 2" tal que las componentes de g en cada punto p satisfacen
0 0
95P) =0k Y 559;5(p) = 5595 =0 (1.3.2)

donde 0;; corresponde a la funcion Delta de Kronecker.

Demostracion. Probaremos una condicién equivalente a 1.3.2, la cual consiste en que la forma de

Kahler w satisfaga
w=1»_ 0k +O(|2]*) d2? A dz* (1.3.3)
ok
donde O(|z|?) denota aquellos términos de orden al menos cuadratico en 27 y Z*.

Comenzamos seleccionando coordenadas locales w® tales que

w= iz ((5jk + Z (ajmwz + aj?ewz> + O(|w|2)> dw? A dw® (1.3.4)
J:.k 4

En este momento, bueno recordar que detras de la eleccion de coordenadas se encuentra de forma

implicita la eleccién de una vecindad del origen, consideremos una vecindad mas pequena del origen

en que se satisface

) ) 1 .
k
w'=z"— 3 E bijr2’ 2
g,k
donde b;;;, son coeficientes tales que b;;; = b;;. Entonces, de esta relacién obtenemos

i i1 j
dw' = dz" — 3 Z bijrd(272%)
J.k
=dz' — Zbijkzjdzk.
j.k
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18 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

De esta manera, a partir de 1.3.4, la forma de Kéahler queda como

W= iz <5jk + Z (ajmze + a]ﬁze — bpejzt —bjzt + O(|z|2)>> dz? A dz"
ik ¢

Luego, si w es Kéhleriana, por la igualdad 1.3.4 sabemos que a = Ok de modo que si escogemos

los coeficientes by :==a T los cuales satisfacen la condicién b;;i, = bsy;, entonces

A% = Qg5 = Y5tk
y en consecuencia, los términos lineales de w se cancelan. O

Terminaremos esta seccién con el siguiente ejemplo, que ilustra como se relaciona el volumen (que
se puede entender como andlogo a la medida de una variedad) con la métrica con la que dotamos a

una variedad.

Ejemplo 1.3.2 (Forma de volumen). En una variedad de Kihler (X,w) de dimension compleja n,
la forma de volumen Riemanniana es dada por “;—: donde w"™ = wA...Aw. Para ver esto, escribimos

localmente w respecto a coordenadas holomorfas normales {z*,...,2"} como sigue

w=1Y_dld2) AdzZ*
Jk

De esta forma si consideramos z* = z* + iy® entonces {x',y',... 2", y"} son un marco ortogonal
para la variedad Riemanianna subyacente (Xg, g) (donde g es la parte real de la métrica de Kdahler).

Notemos que

dz' Ndz' = (da' +idy") A (da’ — idy")
= (dz®)? 4 idy’ A dz' — idz’ A (idy®) + (dy®)?
= —2idz’ A dy'

Escribimos w en el marco definido para la variedad Riemanianna subyacente como sigue

k
w = Zdwi A dy.
j=1
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Luego, notemos que para dimg(X) = 2

= (dz' Ndy' + dz® Ady?) A (dz' Ady' + da® A dy?)

= (da' Ady')? + dat A dy' Ada® Ady? + da? A dy® Adat A dyt + (dae? A dy?)?
= 2dz' A dyt A daz? A dy?

= 2vol

Asimismo, para dime(X) = 3 podemos reiterar el calculo anterior para ver que
= (dx1 A dyt + dz? A dy? + dx® A dy3)3
se conforma de términos de la forma
dzt A dyt Adx? A dy? A dzF A dy®
que son todos nulos, excepto cuando i # j # k, en cuyo caso podemos concluir que

w3 = 6dz’ Ady' Adx? Ady® Ada® A dy?

= 6vol
De forma mds general, si dimg(X) = n podemos utilizar el teorema multinomial para encontrar que
w" = (da' Ady' + dz® A dy2 +...dx" A dy")n

k’l'k'g (/\ dx /\dy )

Donde todos los términos son nulos, salvo que k1 = ko = ... =k, =1 y por lo tanto

" n! n N
o 2 Eilka! - k! ()ﬁ_/\1 (da' A dy') )

ki+ko+...+kn=n

ki+ko+...+kn=n
n
=n! /\ (dz A dy")
t=1
=nl! (alﬂlc1 A dyt /\dxz/\dyQ/\.../\dx”/\dy”)
= n!vol

de lo que concluimos que

wn

vol = —
n!

En geometria Riemanniana siempre es posible escoger coordenadas normales en las cuales las pri-
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meras derivadas de la métrica se anulan en un punto dado, lo cual se extiende a cualquier métrica
Hermitiana. Es importante notar que el resultado anterior nos dice que en caso de que la métrica sea
Kahleriana, entonces se puede encontrar coordenadas holomorfas en las que las primeras derivadas

se anulan en un punto.

Observacion 1.3.3. El reciproco del resultado anterior es cierto y se obtiene al considerar en 1.3.2
que las coordenadas normales holomorfas existen, entonces w es una forma cerrada, es decir, es

Kdhleriana.

Terminamos esta seccién presentando un Lema que serd de utilidad en el capitulo 3, en la prueba

del Teorema de Yau.

Lema 1.3.2.
Sean o y B dos (1,1)-formas, dadas en coordenadas locales por o = iajgdzj ANdZF y B = iﬁjgdzj A
dz* tales que gy ,BjE corresponden a matrices Hermitianas. Si w es una metrica de Kdhler con

componentes 9% entonces

1 n

= (tr, @) w",

nn —DaABAw"? = [(try, a) (try, B) — (a, B)u] W™,

noa Aw"”

Donde tr, a = gjk y (o, B = gjkgpaajﬁﬁ;%

Demostracion. Notemos que la primera igualdad se obtiene al tomar 8 = w por lo que bastara
probar la segunda igualdad. Para esto, escribiremos en coordenadas locales para un punto p € X

para las cuales g es la identidad y que a es diagonal, entonces

n
w= iz gi7dz" A dZ',

=1

luego
WP =1 =2y dzt AdE AL NdZ T AdE T A dE T A dE
1<J
A NZTENAETENAZTE AN AT A L A2 A dE
Ademas,

aAB=1 azB:d' NdZ A2 NdF + F(B)
i]
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donde F (8 jE) corresponde a términos donde j # k, pues hemos supuesto que a. Luego, se tiene que

n(n—1aABAw" 2 =i"n Z ai;ﬁﬂdzl ANdZ' AL N2 A dE?
i#]

> by |
i#j
((try, @)(tre, B) — (@, f)w) "

1.4. Derivadas Covariantes y Curvatura

Ya hemos presentado los fibrados tangente y cotangente sobre una variedad y, en particular, hemos
revisado y discutido sobre como es posible dotar al fibrado cotangente de una forma de diferenciar
que extiende las nociones usuales de las derivadas que conocemos. Es por esto, que nos interesa
saber si es posible extender aun mas estas nociones a otros fibrados que se puedan definir sobre una
variedad diferenciable a la que se dota de estructura compleja. Antes de empezar debemos presentar

la definicién de haces de espacios vectoriales.

Definicién (Haz de espacios vectoriales).

Sea X un espacio topoldgico, llamamos haz a una asignaciion F tal que
1. Para todo abierto U C X, F(U) es un espacio vectorial.

2. Para cada inclusion de abiertos de X, U — V, se tiene una aplicacion de restriccion

’I’U$V:9\(V) —>y(U)

s—rryy(s) =slu

tal que

a) SiU — V — W son inclusiones de abiertos en X, las restricciones conmutan, es decir

FW) Y Z(V)

TV, U
Tw,U

Z(U

b) ruv =Idy para todo abierto U C X.
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Los elementos s € F(U) son llamados secciones de F sobre U. Ademds , estos se denotan por

St F es un prehaz de espacios vectoriales sobre X decimos que F es un haz de espacios vecto-

riales si se cumplen las siguientes condiciones para todo abierto U C X :

1. Si U = U;V; es un cubrimiento abierto, y s; € F(V;) son secciones tales que

S; ViNv; = Sj ViNv; VZ,]
Entonces, existe s € F(U) una seccion tal que

S

Vv, = S Vi

2. SiU = U;V; es un cubrimiento abierto y s € F es una seccion, entonces: Si s

v; = 0 para todo

1 entonces, s es tdénticamente cero en U, correspondiendo a la denominada seccion nula.

Definicién (Morfismo de Haces).
Sean F y 9 dos haces de espacios vectoriales sobre un espacio topolégico X . Denominamos morfimo

de haces a una aplicacion 0.F — 4 que satisface

1. Para todo abierto U C X, se tiene un morfismo
oy FU) —4(U).

2. Para cada inclusion U — V de abiertos de X, el diagrama siguiente

F(V) 2L 9(V)

TV,UJ/ J/TV,U

F(U) 2 9()

es conmutativo.

Un ejemplo de gran utilidad es el haz de funciones continuas sobre los abiertos de un espacio to-
poldgico. Esencialmente, los haces de funciones suaves (resp. holomorfas) que utilizaremos a lo largo
de esta memoria dotan a las variedades diferenciales (resp. complejas) de su estructura diferencial
(resp. holomorfa).

Consideremos M una variedad diferencial real equipada con una estructura compleja J, y sea
7 : E — M un fibrado vectorial complejo sobre M. Denotaremos como antes por «7*(E) al haz
de i-formas con valores en E. En particular &7°(E) es el haz de secciones de E. Pero, a diferencia

del fibrado tangente, estas secciones no tienen candnicamente una forma de diferenciarse, es decir,
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el diferencial exterior, en general, no esta bien definido para secciones de E. Se hace necesaria una
manera de diferenciar que sustituya al diferencial exterior. Esta serda dada por una conexién sobre

FE que no es candnica, pero siempre existe.

Presentamos la definicién de conexién sobre un fibrado, sobre la cual se discutird en mayor profun-

didad en secciones posteriores

Definicién (Conexién).

Una conexion sobre un fibrado vectorial E es un homomorfismo de haces C-lineal
V:°E) - 7(E)
que satisface la regla de Leibniz
V(f-s)=d(f)@s+[f-V(s)

para toda funcion f, localmente sobre M vy cualquier seccion localmente sobre E.

Dada esta definicién, serd importante definir una forma de interpretar geométricamente algunos

resultados al operar con conexiones.

Definicién (Seccién paralela).
Una seccion s de un fibrado vectorial E se denominara paralela respecto a la conexion V sobre E,
st V(s) = 0.

Una vez presentadas las definiciones anteriores, podemos situarnos el caso en que la variedad (X, w)
es Kéhleriana. En este caso, utilizamos la conexién V de Levi-Civita para diferenciar campos
tensoriales, esta es, aquella conexién para la cual la métrica satisface que Vg = 0, y para la cual
se tiene la propiedad de simetria o de ser libre de torsién, esto es, para cualesquiera X,Y campos

vectoriales y para [, -] es el corchete de Lie
ViY - Vy X = [X,Y].

En coordenadas normales holomorfas la estructura compleja J es constante, y en consecuencia
VJ = 0. Esto junto a que w(X,Y) = ¢g(JX,Y), implica que Vw = 0. Este tipo de resultados
seran de gran importancia en el capitulo 4.

En términos de coordenadas locales holomorfas 21, ..., 2", utilizamos la siguiente notacién para las

coordenadas de la conexién y las derivadas parciales respectivas a cada variable

0 0
a0 %= o

Vi=Vyo.i, Vi=Voygzi, 0;i=
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0 0 . 0]

Asi, el campo vectorial Vja% es de tipo (1, 0), es decir, Vja—‘zk € TYOM y en consecuencia definimos

Notemos que

los simbolos de Christoffel F;k mediante la igualdad

B .0
Vigaw = 2 Tigy

o)

De la misma manera V;% es de tipo (1,0), mientras que Vi% es de tipo (0,1), es decir, V52 €

T91M . Sin embargo, se puede probar que la conexién es libre de torsién? entonces

0 0
Viger = Vegz

de modo que ambos campos vectoriales deben anularse, pues los espacios T, I}’OM y T 19’1M estan en

suma directa. Ademds, V;1' = V,;1" para cualquier tensor 7T', de lo que concluimos que la conexién

queda completamente determinada por los coeficientes I‘j- .- Note que

i =T, y T =17,

Las derivadas covariantes de un campo tensorial pueden calcularse usando la regla del producto
para derivadas, recordando que las funciones de derivadas covariantes coinciden con las derivadas

parciales usuales.

Ejemplo 1.4.1. Para encontrar las derivadas covariantes de dz*, diferenciamos la relacion

0
k k
dz <8zj> =9

donde 5;-“ corresponde a la delta de Kronecker. Obtenemos entonces,

0 0
V.dzF) — vy, ) =
(Vidz )82j+dz ( 18zj> 0
De lo que concluimos las igualdades

0 0

2La torsién corresponde al termino que impide la igualdad
VxY - Vy X =[X,Y].

Es decir, podemos definir el tensor de torsién entre dos campos vectoriales X e Y como T'(X,Y) = Vx Y -Vy X —[X,Y]
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De lo que sigue que las derivadas covariantes de dz* son de la forma

Vidz* = =) "Td2.
J

Notacion 1.4.1. En adelante usaremos la convencion para la suma en que sumamos los indices
repetidos. Fsto es, si escribimos aijdzl ® dz? estamos sumando sobre los indices i y j, y en general

abreviamos esto como 0%3

Ejemplo 1.4.2 (Reescritura de una (p, g)-formas segtn la convencién de Einstein).
En el ejemplo 1.2.1 escribimos una (p,q)-forma en términos de la coordenadas locales z; y Z;,

mediante el uso de la convencion de FEinstein,
w=ardz' NdZT =y, gig.dET AN R ADE A LN dE

Podemos ver que obtenemos una escritura mds compacta que nos resultara util al tratar con expre-
siones tensoriales mas largas. Ademds, es una convencion cuyo uso es altamente difundido en la
fisica y matemdtica en el contexto que estamos desarrollando, de modo que nos servird para hacer

mds compatibles aquella literatura y esta memoria.

Ejemplo 1.4.3. Calculemos las derivadas covariantes de un tensor aﬁdzi ® dz’ utilizando la regla

del producto, esto es

Vilagdz' ® dz’) = (Bpa;)dz" @ d7 + a5(Vpdz') @ d2’ + azdz" @ (VpdZ?)
— (pa;7) d' @ a7 — 032" @ (T2,d2")
= (617@5 — F%%Z) dz' @ d7.

Podemos escribir estas igualdades de forma mas resumida como sigue

_ 1t
Vpa;; = aﬁazj Fﬁaie

De donde podemos obtener formulaciones de tensores mas generales.

Calculos de la forma del ejemplo anterior seran de gran utilidad en el capitulo 3, y se utilizaran para

estudiar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en variedades de Kéahler.

Lema 1.4.1.

En términos de la métrica 9% los simbolos de Christoffel son dados por
e, — iZa B
ik =9 959ke

donde, g** corresponde a la matriz inversa de 97
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Demostracion. La conexién de Levi-Civita satisface por definicion que Vg = 0, esto es, en términos
de las coordenadas
— _ »
0="V;97 =097 — 19,0
luego

%

i _ 7 _ P _
9"0i9,7 = T9,79" =170, =T}
O

En general, las derivadas covariantes no son conmutativas, la diferencia respecto a conmutar es
J

medida por la curvatura. En este caso, la curvatura corresponde a un 4-tensor R,]J7 cuyos indices
2

se comportan como sigue al operar con la métrica
o — g -RP
Rt = 97 RikZ (1.4.1)

Donde debemos notar que la posicién de los indices es relevante en el resultado de la izquierda.

Asi, definimos la curvatura como sigue

0 ;0

mientras que Vi y V, si conmutan, al igual que Vi y V7.

Observacién 1.4.1. Se pueden concluir las relaciones de conmutacién para un campo vectorial vP
de tipo (0,1) y una (0,1)-forma oz

(VkVZ - Vzvk) P = —R;J’Uq7

(VkVZ — Vzvk) ap = 7R%IJO¢§
En términos de los simbolos de Christoffel, tenemos

Rj

— J
1 =0Tl

de donde encontramos una formulacion en base a la métrica dada por
ikt = —Ok07955 + 9" (Okgiq) (529;)3) :

Observacion 1.4.2. En términos de coordenadas normales en torno a un punto p tenemos que
Ri}ki = —8kﬁzgﬁ en este punto. Es decir, el tensor de curvatura de una métrica Kahleriana es el
impedimento para encontrar coordenadas locales holomorfas para las cuales la métrica coincide con
la métrica euclidiana hasta los términos de seqgundo orden. Resulta que si escribimos la expansion
en serie de Taylor de la métrica en coordenadas normales, entonces cada coeficiente dependerd solo

de las derivadas covariantes de la curvatura. En particular, si la curvatura se anula entorno a un
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punto, entonces en coordenadas normales la métrica coincide localmente con la métrica euclidiana
(ver [Dem97, p.270]).

Observacion 1.4.3. Notemos que en base a la igualdad 1.4.1 podemos obtener ahora las siguientes

identidades para la curvatura de una métrica g
Ri}kz = RiZk} = ka = Rkii}

Definicién (Curvatura de Ricci y Curvatura escalar).

Definimos la curvatura de Ricci como la contraccion

kL
R = 9" R

Definimos la curvatura escalar como

R:=g" Rz‘j'
Utilizamos la definicién de curvatura de Ricci y las identidades de los ejemplos 1.4.1 y 1.4.3 para
enunciar el siguiente resultado

Proposicién 1.4.1.
En coordenadas locales
Ry5 = —9,051og det (gpq)

En consecuencia con las definiciones y la proposicién anterior, definimos la forma de Ricci como
Ric(w) = i R5dz" A dz’ = —10d1og det(g)

que en coordenadas locales corresponde a una (1, 1)-formal real cerrada. Mas aun, si h es otra métrica

Kahleriana, entonces el cociente de sus determinantes

det(h)
det(g)

es una funcién globalmente definida, de forma que la diferencia entre las formas de Ricci se calcula

mediante la igualdad
det(h)

det(g)

y corresponde a una forma exacta. La clase de cohomologia [Ric(g)] es independiente de la eleccién

Ric(h) — Ric(g) = —idd1log

de métrica Kahleriana g, en este caso, denotamos Ric(g) o Ric(w) indistintamente.

Definicién (Primera clase de Chern).
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La primera clase de Chern de X se define como la clase de cohomologia

1
T or

c1(X) [Ric(w)] € HAR (X, R).

Observacién 1.4.4. Se puede definir ¢;(E) para E = X un fibrado vectorial, y se tiene que
ci(X) := ¢;(TM) € H35(X,R). Esto se detalla en el capitulo cuatro, en que se trata el Teorema

de descomposicion de Beauville-Bogomolov.

Ejemplo 1.4.4. Veamos que la métrica Fubini-Study wrs define la forma de Ricci , la cual satisface
Ric(wrs) = (n + 1)wrs

Comencemos escribiendo en coordenadas locales la métrica en cuestion

n
9% = 1005 log (1 +y |Zl|2>

=1
S — [ajag(uzw) (1+z|zi|2) —%(uzw) ) (1+zw)]
<1 + Z |2’12) =1 =1 =1 =1
=1
5 (1 +Z|zi|2) — ke
_ i=1

(1%
i=1

Esto es, la métrica de Fubini-Study corresponde localmente a

5%(1 + 27) — k7
(14 2z)2

gjf =

Para calcular la forma de Ricci para la métrica Fubini-Study notemos que podemos escribir matri-
cialmente esta como
ij» = (1 + zE)ngE = Ajk — B;

para
Ajk = 5;(1 + ijk) y B = 2hz

Donde, A corresponde a (1 + 2Z)Id y B es una matriz simétrica de rango 1, y por lo tanto existe

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.4. DERIVADAS COVARIANTES Y CURVATURA 29

una matriz P invertible para la cual podemos escribir

1+ |2)? Els 0
—1 —1 -1 L+ 27
PGP =PAP " — PBP " = ] -
1+ |22 0 0

De esta manera, el determinante de G corresponde al producto de su diagonal, es decir, calculamos
el determinante de 9,5 como
det(g) = (1 4 22) 2 det(G)

FEs decir,
1

det(9;8) = T pET

Con esto calculamos la forma de Ricci como sigue
Ric(w) = 109 log det(g)
que en coordenadas locales corresponde a

R = —0;0rlog ((1 + ZZ)*("H))

y por lo tanto,
R = (n+1)9;0;log (1 + 22)

con lo que concluimos la proporcion del inicio del ejemplo.

Para concluir esta seccion, presentamos el resultado fundamental respecto a la curvatura de Ricci

de una variedad Kéhleriana. Esta es la solucién de Yau [Yau78] a la conjetura de Calabi [Cal57]

Teorema 1.4.1 (Teorema de Calabi-Yau).
Sea (X,w) una variedad Kahleriana compacta y sea o una (1, 1)-forma real que representa la primera
clase de Chern, ¢1(M). Entonces existe una unica métrica Kdhleriana n sobre M con [n] = [w] tal

que Ric(n) = 2ma.

En particular si ¢;(X) = 0, entonces cada clase de Kéhler contiene una tnica métrica de Ricci
plana. Esto nos da un primer ejemplo de métrica Kéhleriana canénica. Este resultado esta dedicado
al estudio de variedades con ¢;(X) = 0, presentaremos una demostracién simplificada utilizando

estimaciones de Schauder.
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1.5. Fibrados Vectoriales

Como introdujimos en la seccién 1.1 un fibrado vectorial holomorfo E sobre una variedad compleja
X es una familia holomorfa de espacios vectoriales complejos parametrizados por X. E es por si

mismo una variedad compleja, junto con una proyecciéon holomorfa
m:F—X

y la familia es localmente trivial de modo que X = U;U; es un cubrimiento por abiertos tal que se

tienen los biholomorfismos (usualmente denominados trivializaciones)
;e 7T_1<Ui) —U; x (CT, (1.5.1)

para algtin entero r > 0, que se denomina rango de F. Bajo la trivializacion ;, m corresponde a la
proyeccién sobre U;. Las trivializaciones se relacionan por aplicaciones de transicién holomorfas de

la forma

¢jowi_1:(UiﬂUj)XCT%(UiﬂUj)X(CT

(p,v) = (p, ¥ji(p)v)

las cuales, en cada punto p € U; N U; nos entregan un isomorfismo lineal v;;(p) entre C" y C".
Estos isomorfismos con valores a matrices satisfacen la condicién de compatibilidad (denominada

condicién de cociclo)

Yrihji = Y. (1.5.2)

Reciprocamente, cualquier conjunto de funciones holomorfas con valores matriciales 1;; que satisface
la condicién de cociclo define un fibrado vectorial. Es decir, podemos referirnos al fibrado vectorial
generado o asociado a un conjunto de trivializaciones y sus respectivas transiciones satisfaciendo la

condicién de cociclo.

Definicién (Seccion Holomorfa).

Una seccion holomorfa de un fibrado vectorial E es una aplicacion holomorfa s : X — FE

E(x)=Cr
II E
l K

- e~ X
x
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tal que la composicion mo s corresponde a la identidad.

Una trivializaciéon local 1; como en 1.5.1 da origen a secciones holomorfas locales que corresponden
a funciones constantes sobre el abierto U;. En particular, una base de C" da lugar a secciones
holomorfas locales s1, ..., s, que llamamos marco holomorfo local. El espacio generado por estas
secciones locales corresponde a la fibra E, = 7 !(p) en cada punto p € U;. Asi, cada seccién

holomorfa se puede escribir localmente como una combinaciéon lineal de la forma

f = Z fisia
1=1

donde cada f; es una funcién holomorfa sobre el abierto U;. Escribimos el espacio de formas holo-

morfas globales como H’ (X, E).

Observacién 1.5.1. Una propiedad importante es que el espacio de secciones globales HO(X7 E)
es de dimension finita si X es compacta. Discutiremos esta propiedad con mayor profundidad mas

adelante, aunque puede ser 4til revisar [CS53].

Ejemplo 1.5.1. La parte de tipo (1,0) del fibrado cotangente QX es un fibrado vectorial holomorfo
de rango n sobre X, donde n corresponde a la dimension de X. En una carta local, con coordena-

™ una trivializacion es dada por el marco holomorfo dz',...,dz". Las aplicaciones de

das 2%, ...,z
transicion a una carta diferente son determinadas por la matriz Jacobiana de la transformacion de

coordenadas. Este fibrado se denomina fibrado cotangente holomorfo.

Las operaciones naturales sobre espacios vectoriales, tales como tomar productos tensoriales, sumas

directas, duales y otras operaciones se pueden extender a fibrados vectoriales.

Ejemplo 1.5.2. Sobre una variedad compleja de dimension n podemos construir la n-ésima potencia
exterior del fibrado cotangente holomorfo. Este corresponde a un fibrado en recta (un fibrado vectorial

de rango 1) denotado por Kx y es denominado fibrado candnico de X

n
Kx = /"X =0m0x

el cual en coordenadas locales holomorfas tiene un marco holomorfo generado por dz' A...Adz", y
las aplicaciones de transicion son dados por son dadas por los determinantes del Jacobiano de cada

aplicacion de cambio de coordenadas.

Es importante notar que las definiciones de los fibrados tangente, cotangente y candnico, ya sean
holomorfos o antiholomorfos dependen de la eleccién de de los cociclos v;;. Para distintas elecciones
se obtienen fibrados canénicamente isomorfos, de modo que Tx,{2x y Kx son invariantes de la

variedad compleja X.

Definicién (Sucesién Exponencial).
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La sucesion exponencial sobre una variedad compleja X es la sucesion exacta corta
0—2Z—0x — 0y —0

Donde Z corresponde al haz de funciones localmente constantes y 7Z — Ox es la inclusion
natural de las funciones localmente constantes como funciones holomorfas y la sobreyeccion Ox —

X es dada por la exponencial
f— exp(2nif)

Definicién (Fibrado Normal).
Sea Y C X wuna subvariedad compleja, el fibrado normal de Y en X es el fibrado vectorial
holomorfo

Nyx sobre X

que corresponde al cokernel de la inyeccion Ty — Tx/y .

Eziste una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales holomorfos denominada sucesion de fi-
brados normales

O%Ty*)Txh/*):/Vy/X—)O.

Estos fibrados se relacionan mediante la siguiente relacién, denominada férmula de adjuncién (ver
[Huy05, Prop.2.2.17], o [GH7S8, p.146-147]).

Teorema 1.5.1 (Férmula de Adjuncién).
Sea Y una subvariedad de una variedad compleja X. Entonces el fibrado candnico Ky de Y es

naturalmente isomorfo al fibrado en recta dado por
Kxl|ly ® det(JVy/X).

Ejemplo 1.5.3 (Fibrados en recta sobre P"). Teniendo en cuenta que P™ es el espacio de rectas en
C™*1, podemos construir un fibrado en recta denotado por O(—1) sobre P" asignando a cada punto
con la recta que parametriza (como vector director). Una forma de pensar el fibrado €(—1) es como
un subfibrado del caso trivial P x C"+1. Si consideramos las cartas estindar U;, se puede encontrar

que bajo trivializaciones adecuadas las funciones de transicion correspondientes a dichas cartas en
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términos de coordenadas locales, quedan como

g ([0 2) = =, (15.3)

Notemos que al tratarse de clases de equivalencia, los términos z* y 27 dependen del representante
escogido en U; NU;, pero el cociente si lo estd.

Como O(—1) es un subfibrado del fibrado trivial, cualquier seccién holomorfa global da lugar a una
funcidn holomorfa s : P* — C™1. Las componentes de s son funciones holomorfas sobre una
variedad compleja compacta, de modo que deben ser constantes y concluimos que s es una funcion
constante. Se puede probar que funciones constantes no nulas no dan lugar a secciones de O(—1),

de modo que
H(P", 0(—1)) = {0}.

Denotamos al dual de O(—1) por O(1), y podemos obtener los fibrados en recta € (£) para cada entero
£ , tomando potencias tensoriales. Las funciones de transicion np,(f;-) de O(l) se obtienen de forma

similar a 1.5.3, en este caso tienen la forma

w%ﬂfu~:fb<;>£

y por tanto, podemos pensar en secciones globales (£) para £ > 0 como polinomios homogéneos de
grado ¢ en las variables 2°,...,2". En términos de trivializaciones locales, si f es un polinomio
homogéneo de grado € , entonces sobre las cartas U; tenemos una funcion holomorfa (zj)_l (-
Sobre diferentes cartas estas funciones se pegan utilizando las funciones de transicion de 1.5.3, de
modo que dan lugar a secciones globales de €'(¢). De hecho, en P™ todo fibrado en recta es dado por
O(0) para algin £ € Z

Como en la seccién 1.2 con la métrica, podemos definir mediante el pullback por aplicaciones holo-

morfas nuevos fibrados vectoriales que son inducidos por estas aplicaciones.

Definicién (Pullback de fibrados vectoriales).
Sea E 5 X un fibrado vectorial sobre la variedad compleja X y sea f : X' — X un homeomorfismo.

Definimos el fibrado pullback de E mediante f como
fFE={@'v)eX' xE|f(z/)=n(v)}Cc X' xE
el cual equipamos con la topologia de subespacio y de la proyeccion sobre la primera coordenada

7T1:f*E—>X/

(2, v) — 2.

Es decir, este fibrado sobre X' se escribe como f*FE =% X'
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Observacién 1.5.2.

1. El fibrado f*E = X' es un fibrado vectorial.

2. La proyeccion o sobre la sequnda coordenada del producto X' x E hace que el diagrama

f*E —— E

m| J{m

x I, x

sea conmutativo.

3. Toda seccion s de E sobre X induce una seccion de f*E dada por

ffs:=s0f

que se denomina como seccion pullback.

1.6. Blow-up de variedades complejas

Hasta ahora hemos presentado algunos ejemplos de variedades complejas, privado de alguna pro-
puesta de esquema de clasificarlas. De hecho, la clasificacién de todas las variedades complejas es un
problema altamente no trivial (por no decir casi imposible), pues es relativamente simple producir
nuevas variedades desde una ya existente.

Una forma de producir nuevas variedades complejas a partir de una inicial es un blow-up sobre una
variedad compleja X en una subvariedad Y C X. Asi, en el contexto de variedades complejas com-
pactas, el problema de clasificacién usualmente significa estudiar su minimalidad, es decir, estudiar
si provienen del blow-up de alguna otra variedad. Ademaés del problema de clasificacién, los blow-up
son de utilidad en otros contextos, de hecho, algunos apareceran mas adelante.

Consideremos X una variedad compleja y sea Y C X una subvariedad cerrada. Construiremos
el blow-up de X sobre Y que es una variedad compleja denotada por Bly (X) junto con una

aplicacién holomorfa propia & : X 5 X.

Ejemplo 1.6.1. Consideremos X = C? con coordenadas (2',2%), y notemos que podemos ver las
coordenadas como funciones holomorfas en X es decir fi = 21, fo = 22 € O(C?). Veamos que forma
tiene el blow-up X = Bl(.1,.2)(x) como subvariedad de C? xP'. Notemos que la aplicacion proyeccion

usual

C*\{(0,0)} — P!

(21, 2%) — 21, 27
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estd bien definida y podemos ver que para U := C*\{(0,0) su grdfica es el conjunto
{((z,y),[u,v]) €U xP'  tal que zv —yu =0}

De esta forma

X = {((z,y),[u,v]) €U xP'  tal que zv —yu =0} C C* x P!

es el blow-up Bl(;1 .2y(X), asi & es dado por

o((@,y), [u, v]) = (2,9)

Grdficamente esto corresponde a

Observacién 1.6.1. El fibrado normal de 0 € C"*1, es un espacio vectorial naturalmente isomorfo
a CPtl,
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Ejemplo 1.6.2 (Blow-up sobre subespacios lineales). Sea C™ C C™ un subespacio lineal que
satisface

Zm4l = ... =2p = 0.

Denotaremos por [Tmy1 : ... Tn] a las coordenadas homogéneas de P"~™~1. Definamos el blow-up

deseado como
Blem (C") i={(z,2) | 2" 2! =27 2",  parai,je{m+1,....n}} CP""" 1 xC"

En otras palabras, Blcm (C™) es la variedad incidencia {(¢,2) ]z € (C™,£)} donde £ € P"~™~1 co-
rresponde al complemento lineal C*~™ de C™ C C™.

Utilizando la proyeccion m : Blem (C) — P*"~™~1 podemos ver a Blcm (C") como un CF1-
fibrado sobre P"=™~1. La fibra sobre { € P""™"1 es exactamente n=1(¢) = (C™, (), de manera
que Blgm (C™) efectivamente es una variedad compleja. Mds ain, la o : Blgm (C*) — C™ es un

isomorfismo sobre C"\C™.

Con los ejemplos anteriores como referencia construiremos el blow-up de una variedad compleja X
arbitraria de dimension n sobre una subvariedad cualquiera Y C X de dimensién m.

Escogemos un atlas X = |JU; con cartas ¢; : U; — ;(U;) C C" tales que
(,DZ(UYZ n Y) = QD(UZ) NnCc™

Sea o : Blgm (C™) — C™ el blow-up de C™ sobre C™ como en el ejemplo anterior y denotaremos las

restriccién al abierto ¢;(U;) como
0i: 2 =0 Hpi(Ui) — @i(Us)

Veamos que todos los blow-up en las cartas ¢;(U;) se pegan naturalmente.

Consideremos abiertos U,V C C™ y mapeos biholomorfos ¢ : U 2V tales que ¢(UNC™ =V NC™.

Escribimos ¢ = (¢!, ..., ¢"), entonces, para k > m se tiene que
n
k
¢ = > ziow;
j=m+1

Definimos la aplicacién biholomorfa ¢ : 0= (U) = o~ 1(V) como
3(,2) = (D05 (2)kjmmt1,con - $(2))

Que estd contenida en la variedad incidencia. Para obtener el blow-up global

o:Blegm(X) — X
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debemos asegurar que estos pegamientos son compatibles.
La compatibilidad es directa sobre X\Y. Por otro lado, sobre Y, obtenemos matrices ¢; j|cm que
deben corresponder a los cociclos del fibrado normal .45 x . Luego, satisfacen la condicién de cociclo,

de lo que ademés podemos concluir que
o 1Y) =P (Ay)x)

Definicién (Divisor Excepcional).

La hipersuperficie o~ (Y) = P(Ay,x) C Bly(X) es llamado divisor excepcional del blow-up
o:Bly(X) — X

Como nos dice la siguiente proposicion, el divisor excepcional proveniente del fibrado normal juega un
rol importante en la estructura del fibrado canonico de un blow-up (esto se detalla en [GH78, p.182-
188]).

Proposicién 1.6.1. El fibrado canénico K ¢ del blow-up X es isomorfo a
Kx ® 0 ((n—1)E)

Donde, E es el divisor excepcional o~ (x) para x € X.

Concluiremos esta seccién dando una descripcién en términos de geometria diferencial del blow-up en
un punto. Para esto, utilizaremos una operacién estandar de pegado conocida como suma conexa
de dos variedades diferenciales.

Si M y M’ son dos variedades diferenciales de dimensién m, y B := B;(0) es la bola unitaria en

R™, podemos escoger U C M y U’ C M’ abiertos y dos difeomorfismos
n:Bx=U y n:B=U
Mas aun, podemos considerar el difeomorfismo
€: D\ (;B) D\ <;B>

— i
2 [|?

La suma conexa definida como

= s () U (e (1)

se obtiene pegando M\n (2B) y M'\n/ (3B) sobre los conjuntos abiertos U\n (3B) y U'\n/ (

mediante la aplicacién de &, o de forma mas explicita de ' o £ o =L

B)

1
2
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1.7. Conexiones y curvatura de fibrados en recta

La conexién de Levi-Civita que introdujimos en la seccién anterior es una conexién natural sobre
el fibrado tangente de una variedad Riemanniana. Andlogamente, existe una conexién sobre todo
fibrado vectorial equipado con una métrica Hermitiana, esta se denomina conexién de Chern.

Una métrica Hermitiana h sobre un fibrado vectorial es una familia suave de productos internos
Hermitianos sobre cada fibra. Es decir, para todo par de secciones locales (no necesariamente holo-
morfas) s1, s2, obtenemos una funcién h(sy, s2) que satisface h(s1, s2) = h(s2,s1). Podemos pensar
en este producto interno como una seccién de E* ® E*. La conexién de Chern sobre un fibrado
vectorial holomorfo es entonces, la nica conexion sobre E tal que la derivada del producto interno

dado por la métrica se anula y que cumple V;s = 0 para cada seccién local holomorfa de F.

Observaciéon 1.7.1. Notemos que la derivada del producto interno h se anula si y solo si
Orh(s1, 82) =h(Vgsi, 82) +h (81, VESQ) .

El resultado andlogo, para la derivada antiholomorfa se obtiene de la misma forma.

Observacién 1.7.2. Como antes, en general, las derivadas covariantes no conmutan, y la curvatura
F,5 se define como
B =ViV; = ViV

Los términos F,; son las componentes de una (1,1)-forma con valores en endomorfismos. En otras
palabras F € H'(C, End(E))

Ejemplo 1.7.1. Si (E, hg) y (F,hr) son fibrados vectoriales holomorfos cuyas formas de curvatura
son Rg y Rp, respectivamente, entonces la curvatura del fibrado dado por el producto tensorial
(E® F\hg @ hr) es la suma

Rp ®ldp +1dg ®Rp

Donde Idg e Idp son los endomorfismos identidad en E y F, respectivamente.

Notemos que sobre una variedad compleja X con una métrica Hermitiana, el fibrado tangente holo-
morfo T*% X posee dos conexiones naturales. Si identificamos 71X con el fibrado tangente real TX,
tenemos de forma natural la conexién de Levi-Civita que hemos comentado en la seccién anterior,
asi como la conexiéon de Chern.

Una forma de verificar que una métrica Hermitiana sea de hecho cerrada, es decir, que sea una

métrica de Kahler, es dada por el siguiente resultado (Ver [Bal06, Teo. 4.17])

Proposicién 1.7.1.
Sobre una variedad Hermitiana (X, h), la métrica Hermitiana h es de Kdhler, si y solo si las cone-

ziones de Levi-Civita y de Chern coinciden sobre el fibrado tangente holomorfo T*°X
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Nos concentraremos ahora en el caso de los fibrados en recta. Sobre un fibrado en recta una métrica
Hermitiana en todo punto p € X es determinada por la norma de cada seccién no nula en p. Sea s

una seccion local holomorfa que no se anula en p de un fibrado en recta L, y escribimos
h(s) := h(s,s).

Entonces, localmente cualquier otra seccién de L puede ser escrita como el producto fs para alguna

funcién f, y la norma de este producto es

|fsli = 1f*h(s)

En particular, tenemos funciones analogas a los simbolos de Christoffel que denotaremos por Ay,
que definimos mediante la igualdad
Vis = Ags.

Recordando que s es una seccién local holomorfa, la curvatura es determinada por
FMS = —Vzvks = —Vz (Aks) = — (8EA;€) S

y por lo tanto, las componentes de la curvatura satisfacen F,; = —0;A;,. Para determinar los términos

Ay usamos las propiedades que definen la conexion de Chern para obtener
Okh(s) = h(Vys,s) = Agh(s),
Como h es definida positiva, multiplicamos por su inverso despejando Ay y obtenemos
Ay, = h71(5)0h(s).
Sigue para la curvatura, que sus términos son de la forma
Fy7 = =07 (h(s)'0ch(s)) = =070y log h(s).

Los célculos anteriores nos permiten formular la siguiente proposicién. Le entregamos esta relevancia

al resultado debido a que nos permite computar los términos de la curvatura

Proposiciéon 1.7.2.
La curvatura de la conexion de Chern de un fibrado en recta holomorfo equipado con una métrica
Hermitiana es dada por

F7 = =070, log h(s),

donde h(s) = h(s, s) para una seccién holomorfa local s.

Notemos la similaridad con el lema 1.4 referente a la curvatura de Ricci. La relacién entre estos
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resultados proviene del hecho que probamos en la proposicién 1.7.1, el que nos dice que las conexiones

de Levi-Civita y de Chern de la métrica de Kéahler coinciden sobre el fibrado tangente holomorfo.

Observacion 1.7.3. El determinante de la métrica define una métrica Hermitiana sobre la potencia
exterior AN T X, y la curvatura de Ricci es la curvatura de la conexion inducida en este fibrado en

recta.

Como en el caso de la curvatura de Ricci, la proposicién 1.7.2 implica que la forma localmente
definida como
F(h) = iF,;dz* A dz* = 10D log h(s)

es una (1,1)-forma real cerrada. Cualquier otra métrica Hermitiana puede ser escrita como e~fh

para una funcién globalmente definida f, y podemos ver que

F(e~'h) — F(h) = —iddlog (e~ h) (s) +100log h(s)

= —i00 [log (e7h) (s) — log h(s)] (1.7.1)
= —i0dloge ! (1.7.2)
= —i00f

Asi, si escogemos una métrica Hermitiana diferente sobre el fibrado en recta L, entonces F'(h) varia
segin una forma exacta. Esto permite definir la primera clase de Chern de un fibrado en recta

L como
1

T o

ci(L) [F(h)] € Hig (X, R)

El lema-090 junto con 1.7.1 nos dicen que toda (1, 1)-forma en ¢; (L) es la curvatura de alguna métrica

Hermitiana sobre L.

Observacién 1.7.4. El factor de normalizacidn que multiplica la clase [F(h)] se escoge pues asi
se hace a c¢1(L) una clase de cohomologia entera, es decir c1(L) € H*(X,Z). Para esto se utiliza la
sucesion exponencial 1.5, ver ademds [GH78, p. 139].

Definicién.

Llamamos a una (1, 1)-forma positiva real si la forma bilineal simétrica (v,w) — a(v, Jw) definida
para cualesquiera vectores tangentes v y w es definida positiva.

Por otro lado, decimos que una clase de cohomologia en H?lR(X, R) es positiva si puede representarse
mediante una (1, 1)-forma positiva.

Finalmente, denominamos a un fibrado en recta L como positivo si su primera clase de Chern ¢y (L)

es positiva.

Observacion 1.7.5. Un ejemplo de lo anterior es que la forma de Kdhler de una métrica Kahleriana
es positiva. Por otro lado, equivalentemente a la ultima definicion decimos que un fibrado en recta

es positivo si para alguna métrica Hermitiana adecuada h la forma de curvatura F(h) es una forma
de Kdhler.
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Concluimos esta seccién discutiendo un ejemplo de métrica sobre el fibrado en recta O(—1) sobre el

espacio proyectivo P".

Ejemplo 1.7.2. FI fibrado en recta 0 (—1) sobre P™ posee una métrica Hermitiana natural h dado

que es un subfibrado del fibrado trivial P x C*T1 sobre el cual utilizamos la métrica usual del espacio

C™tL. Sobre el abierto estindar Uy y utilizando coordenadas z* = 50 para it = 1,...,n obtenemos
que una seccion holomorfa de O(—1) sobre Uy es de la forma

s:(2h ., 2" = (1,2, 2 et
dado que (z,...,2") € Uy estd en correspondencia con el punto [1 : 2t : ... : 2"] de coordenadas

homogéneas. De la proposicion 1.7.2 podemos obtener la forma de curvatura de h, que es
F(h) = —i001log h(s) = —iddlog (1 + "> + ... +|2"?),

Esto es, ni mds ni menos que F(h) = —wps.

Observacién 1.7.6. La métrica h induce una métrica sobre el fibrado dual O(1), la forma de
curvatura de esta nueva métrica sera wrs. Dado que esta es una forma de Kdhler, O(1) debe ser un

fibrado en recta positivo.

En adelante nos interesaran particularmente las variedades complejas compactas, que pueden ser
vistas como subvariedades del espacio proyectivo P". Ademas de aquello, tendremos principal interés
en las métricas Kéhlerianas cuyas clases de K&hler correspondan a la primera clase de Chern ¢; (L)

de un fibrado en recta L.

1.8. Fibrados en recta e incrustaciones proyectivas

Sea L — X un fibrado en recta holomorfo sobre una variedad compleja X. Si s, ..., Si son secciones
de L,y U C X un subconjunto tal que alguna de las secciones s; es no nula, obtenemos entonces el

mapeo holomorfo

or, : U — Pk (1.8.1)
pr— [s0(p) : ... sk(p)] (1.8.2)

Definicién.
Un fibrado en recta L sobre X es llamado muy amplio si para secciones adecuadas Sq,. .., Sk de

L el mapeo de 1.8.1 define una incrustacion (o embedimiento) de X en P*. Un fibrado en recta es

amplio si para algin entero adecuado v > 0 la potencia tensorial L®" es muy amplia.
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En particular, si un fibrado en recta L es muy amplio, X se identifica con una subvariedad cerrada

del espacio proyectivo.

Ejemplo 1.8.1. El fibrado O (1) sobre P" es muy amplio, y las secciones Zy, . .., Zy,, del ejemplo 1.5.3
definen la aplicacion identidad de P™ en si mismo. De forma mas general, para cualquier variedad
proyectiva V. C P", la restriccion de O(1) a V es un fibrado en recta muy amplio. Reciprocamente
si L es un fibrado en recta muy amplio sobre V, entonces L debe ser isomorfo a la restriccion del

fibrado O(1) sobre una incrustacion proyectiva que se obtiene desde secciones de L.
A continuacion presentamos los teoremas anticipados en la motivacién de la seccién

Teorema 1.8.1 (Teorema de Incrustacion de Kodaira).
Sea L un fibrado en recta sobre una variedad compleja compacta X . Entonces L es amplio si y solo

st la primera clase de Chern de L, ¢1(L) es positiva. En este caso, X es una variedad proyectiva.

Teorema 1.8.2 (Teorema de Anulacién de Kodaira).
Sea X una variedad de Kdahler de dimension n, y sea L un fibrado anplio en recta holomorfo sobre
X, entonces

HY(X,Kx®L)=0,Y¢>0

donde Kx es el fibrado en recta candénico.
Un teorema fundamental de Jean-Pierre Serre es la dualidad siguiente

Teorema 1.8.3 (Dualidad de Serre).
Sea X una variedad compleja compacta. Para cada fibrado vectorial holomorfo E sobre X, el mapeo

de emparejamiento
HP (X, E) x H"P"YX,E*) — C

es no degenerado.

No probaremos aun este resultado, pues mas adelante, veremos que en nuestro contexto es una
consecuencia de la aplicacion de la Teoria de Hodge.
Seran particularmente 1tiles algunos isomorfismos que se tienen producto de la dualidad de Serre,

los cuales presentamos a continuacion.

Corolario 1.8.1.
Para cualquier fibrado vectorial holomorfo E sobre una variedad compleja compacta X se tienen los

isomorfismos C-lineales naturales desde la dualidad de Serre

HPY(X, E) = H" """ 9(X, E*)*, (1.8.3)
HY (X, 0 @ B) 2 H" (X, Q0" P ® E*)*, (1.8.4)
HY(X,E) 2 H" (X, Kx ® E*)*. (1.8.5)
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Observacion 1.8.1. Mediante la dualidad de Serre 1.8.3 y el corolario 1.8.1 , obtenemos la anula-
cion en cohomologia
0=HY(X,Kx®L") paraq<n.

En la demostracion del teorema la implicancia de mayor dificultad es que un fibrado en recta con pri-
mera clase de Chern positiva es amplio. La demostracién requiere que una potencia suficientemente
alta del fibrado en recta admite suficientes secciones holomorfas para dar lugar a una inscrusta-
cion proyectiva de la variedad, pero debemos notar que no es trivial la existencia de alguna secciéon
no-nula. Una forma cldsica de proceder en esta demostracién es mediante el uso del teorema de
anulacion de Kodaira en cohomologia 1.8.2. Otra aproximaciéon posible es mediante el estudio del

nucleo de Bergman para potencias altas del fibrado en recta L, este se discute en [Szé14, Cap. 7].

Ejemplo 1.8.2. Sea L el fibrado en recta trivial sobre C™, de modo que las secciones holomorfas
de L corresponden a funciones holomorfas sobre C™. En el caso de la seccion dada por la funcion
constante 1, para k > 0 definimos la métrica hermitiana h de forma que h(1) = e—kl=I”, Asi, usamos

la proposicion 1.7.2 para obtener que

F(h) = iF;dz' A dZ'
= —i0;0; log (e_k‘z‘2> dz' A dZ!
= —i050; (—k2%)dz" N dZ’

n
=ik E dz' Ndz"
i=1
Es relevante mencionar que hemos utilizado la convencion de Einstein para la suma sobre el indice

i pues este se repite como sub y super indice en el desarrollo anterior.

En el ejemplo anterior, cuando k es suficientemente grande, podemos decir que la seccién constante
1 decae rédpidamente (de hecho, de forma exponencial), mientras que la curvatura crece linealmente
respecto a k.

Una idea desarrollada por Tian [Tia90] es que si la curvatura de un fibrado en recta L en un punto
p es grande, entonces usando una funcién cutoff adecuada podemos pegar la seccion holomorfa 1
que decae réapidamente en una vecindad lo suficientemente pequefia de p (explicaremos esto en el
siguiente capitulo, en la seccién 2.2 sobre suavizacién de corrientes). Por el uso de la funcién cutoff
este pegado ya no es holomorfo, pero podemos controlar el error de modo que es posible aproximarnos
mediante una secciéon de L que tiene un extremo en p. Si la curvatura del fibrado en recta es grande
en todas partes, entonces esta construccion da lugar a suficientes secciones holomorfas como para

incrustar la variedad en el espacio proyectivo.

Observacién 1.8.2. Un resultado de menor dificultad es que si un fibrado en recta L sobre una

variedad de Kdhler compacta es negativo, es decir c1(L) es una clase negativa, entonces no existen
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secciones holomorfas nulas. Para ver esto, escogemos una métrica Hermitiana sobre L cuya forma de

curvatura sea definida negativa. Por la definicion de curvatura, la conexion de Chern debe satisfacer
ViV = ViV + Fip.
Si s es una seccion holomorfa global de L sobre X, entonces tenemos
0=nh (gkzvkvzs, s) + gkszz\s\,% <h (gkzvkvzs, s) —cls|?

para ¢ > 0 una constante dada por el hecho de que Fy3 es definida negativa. Si integramos esto sobre

X, y en particular, integrando por partes

0< —/ Vs|2gndV —c/ |s|2dV (1.8.6)
X X

Donde dV es la forma de volumen de la métrica g y donde hemos escrito por g ® h a la métrica

Hermitiana natural sobre TY0 ® L, la cual escribimos en coordenadas locales como

‘V3|2®h :gk

2 'hVsVes.

De la desigualdad 1.8.6 concluimos que s = 0.

Concluiremos la seccién detallando mediante la siguiente observaciéon la obtencién de una formulacion

de la integracion por partes que utilizamos en para obtener 1.8.6.

Observacién 1.8.3. Notemos en primer lugar que usando la conezion de Levi-Civita junto con la
conezion de Chern de L, obtenemos conexiones naturales sobre cualquier fibrado vectorial relacionado
con el tangente holomorfo TY°X y L, asi como para sus productos y potencias tensoriales, sumas

directas y otras operatorias. Definimos en primer lugar el siguiente campo vectorial

of = gMh (Vis)s.

Notar que ng es una seccion de TYOX @ TO' X, h es una seccion de L* ® L*, Vs es una seccion de
Q'YX ®L, y35 es una seccion de L. La seccion vl de TYOX se obtiene tomando productos tensoriales
entre las cuatro secciones anteriores y contrayendo indices utilizando la dualidad de sus espacios de
definicion. La funcion Vzvz es la divergencia de un campo vectorial, de modo que al integrar se

anula. Luego, usando la regla del producto se obtiene que
vVl = (vzgkz) h(Vis)5 + g (Vih) (Vis) 5 + g"h (V3Vs) 5 + ¢"h (Vis) (V55) ,

donde estamos aplicando la derivada covariante de cada fibrado vectorial.

Por las propiedades que definen las conexiones de Levi-Civita y de Chern, tenemos que Vg = 0 y
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Vh =0, obtenemos que

Vool = g"h (V4Vis) 5+ ¢"h(Vis) (V)

De esta ultima igualdad, al integrar obtenemos una formulacion de la integracion por partes que

utilizamos previamente, esto es

/ 9"h (V4 Vis) 5dV = — / 9"h (Vis) (V45) dV
X X

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



46 CAP{TULO 1. VARIEDADES DE KAHLER Y METRICAS DE EINSTEIN

1.9. Meétricas de Einstein

En 1915, se publican en forma de ecuaciones tensoriales las ecuaciones de campo de Einstein, que re-
lacionan la geometria del espacio-tiempo con la distribucion de la masa dentro de este. En particular,
se obtiene una ecuacién de la forma

Gij + Agij = kT35 (1.9.1)

Donde G es el tensor de Einstein, g es el tensor de métrica, T es el tensor de energia-momentum, A

es la constante cosmoldgica de Einstein y el tensor de Einstein se define como
1
Gij = Rij — 5 Rgi

donde R;; es el tensor de curvatura de Ricci y R es la curvatura escalar.

Esta ecuacién permite la construccién de un modelo de universo estacionario gracias a la incorpora-
cién (que anos después) hizo Einstein de la constante cosmoldgica A, la cual consideré un error en
su momento, pero que actualmente se utiliza para parametrizar la aceleracion de la expansion del
universo.

La primera solucién exacta a las ecuaciones de campo de Einstein fue encontrada en 1916 por Karl
Schwarzchild, cuya solucién, denominada métrica de Schwarzchild describe la geometria del espa-
cio tiempo producida por una masa puntual. Esta descripcién logra encontrar un anélogo al potencial
de Coulomb en electrostatica y al potencial gravitacional de Newton, ademas, permite la aparicién
de singularidades en el espacio tiempo que determinan fenémenos gravitacionales denominados como
agujeros negros.

Para el desarrollo de esta seccién es 1til ver el caso denominado ecuaciones de campo del vacio
en que T;; = 0 de forma que la ecuacién 1.9.1 nos da que la curvatura de Ricci es proporcional a la

métrica g.

Notacion 1.9.1. En general, en la literatura que aborda el topico de la relatividad general, asi como
la fisica en general, la indexacion en tres dimensiones espaciales y una temporal se hace mediante
indices griegos p,n,«, etc. La hemos escrito con indices latinos para compatibilizar la escritura de

1.9.1 con la notacion utilizada hasta ahora.

Volvamos ahora a la terminologia y notacién que hemos desarrollado durante el capitulo.

Consideremos (X, g) es una variedad Hermitiana con forma fundamental w := g(J(), ()). La métrica
Hermitiana sobre X puede verse como una métrica Hermitiana sobre su fibrado tangente holomorfo
T1%X, como hemos visto en secciones anteriores, se vuelve interesante buscar métricas sobre fibrados
vectoriales holomorfos arbitrarios FE sobre X. En este caso, presentaremos un caso especial de métri-
cas Hermitianas sobre F, denominadas métricas de Hermite-Einstein, que se obtienen comparando

la forma de curvatura de la conexién de Chern sobre E con la forma fundamental w.

Definicién (Métricas de Hermite-Einstein).
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Una métrica Hermitiana h sobre un fibrado vectorial holomorfo se denomina de Hermite-Einstein

st su tensor de Ricci es proporcional a la métrica, es decir
Ric(w) = \w (1.9.2)

para algin A € R.

Si (X, g) es una variedad Kéhleriana, es decir, g es una métrica de Kéhler. Si ademas, la estructura
Hermitiana inducida naturalmente sobre el fibrado tangente holomorfo 79! X es Hermite-Einstein,
entonces llamamos a ¢ métrica de Kahler-Einstein, y ya conocemos un ejemplo de este tipo espe-

cial de métrica, pues en el ejemplo 1.4.4 podemos notar que se satisface la proporcionalidad requerida.

Notemos que la proporcionalidad que establece la definiciéon 1.9.2 nos permite asumir que nos en-

contramos en uno de los siguientes casos
Ric(w) = —w, Ric(w) =0, ¢ Ric(w) = w

Pero ya hemos visto que la forma de Ricci define una clase de cohomologia de X, que denominamos
primera clase de Chern

c1(X) [Ric(w)] € H3R (X, R)

1
" or
que es independiente de la métrica de Kéhler sobre X. De la tricotomia para la forma de Ricci, sigue
que la primera clase de Chern de X debe ser negativa, nula o positiva, y por lo tanto, podemos
esperar solo que existan métricas de Kahler-Einstein proporcionales a ¢ (X).
Veamos un poco mas en detalle los tres casos posibles dados por el signo de la primera clase de
Chern presentando algunos resultados respecto a la existencia de métricas de Kahler-Einstein en los

tres casos que hemos mencionado.

1. El caso ¢1(X) < 0.
En este caso, presentamos el siguiente resultado de Aubin [Aub78] respecto a la existencia de

métricas de Kahler-Einstein.

Teorema 1.9.1 (Existencia de Métricas de Kahler-Einstein).

Sea (X, g) una variedad de Kdhler compacta tal que ¢1(X) < 0, entonces existe una tnica
métrica de Kahler g € —2me1(X) tal que Ric(g) = —g.

2. El caso ¢1(X) = 0.
Las variedades Ricci-planas se denominan de Calabi-Yau y tienen gran relevancia en la fisica.
Para este caso, en que el fibrado candnico Kx es trivial, y consecuentemente ¢1(X) = 0
presentamos el siguiente resultado de Yau [Yau78] respecto a la existencia de métricas de

Kahler-Einstein (que le valié una medalla Fields).
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Teorema 1.9.2 (Existencia de Métricas de Kahler-Einstein en variedades de Calabi-Yau).

Una variedad de Kahler compacta (X, g) tal que ¢1(X) = 0, siempre admite una métrica de
Kahler-FEinstein.

. El caso ¢1(X) > 0.

Las variedades de este tipo, en que el fibrado canénico Kx es amplio, o equivalentemente
c1(X) > 0 se denominan de Fano. En este caso, Yau conjeturo en 1993 que la existencia
de métricas de Kahler-Einstein debe estar condicionada por alguna forma de estabilidad .
Esta fue definida en 1997 por Tian mediante la K-estabilidad. Para este caso, en que el fibrado
anticanénico — K x es amplio, y consecuentemente ¢; (X) > 0 presentamos el siguiente resultado
de Chen, Donaldson y Sun [CDS15] respecto a la existencia de métricas de Kahler-Einstein,

asi como demuestra Tian en [Tia97].

Teorema 1.9.3 (Existencia de Métricas de Kahler-Einstein en variedades de Fano).

Una variedad de Kahler compacta (X, g) tal que c1(X) > 0, admite una métrica de Kahler-
Einstein si y solo si (X, —Kx) es K-poliestable.

La definicién de este criterio de estabilidad denominado poliestabilidad serd presentada en

detalle mas adelante.
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Capitulo 2

ESPACIOS DE HOLDER Y TEORIA
DE SCHAUDER

En este capitulo desarrollaremos una teoria enfocada en el estudio de los espacios de Holder, y
de la aproximaciéon de Schauder al estudio de la regularidad de ecuaciones diferenciales parciales
dadas por operadores elipticos, técnica que se denomina como estimaciones de Schauder. Para
llevar a cabo este trabajo, realizaremos su desarrollo en las siguientes partes, en la primera seccion,
“Teoria de corrientes y residuos” introducimos los conceptos de distribuciones y corrientes que
permitiran extender conceptos elementales de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales, en la
segunda seccién, “Suavizacion de corrientes y regularidad” estudiaremos resultados de regularidad
que permiten establecer propiedades de regularidad para soluciones de la ecuacién de Laplace y
de Poisson. Luego, dado que en geometria Riemanniana muchas de las ecuaciones diferenciales que
resultan interesantes son de tipo elipticas, en la tercera seccién, “Operadores diferenciales elipticos”
abordaremos la definicion y resultados iniciales de operadores elipticos. Todo anterior se utilizara
para en la cuarta seccion “Estimaciones de Schauder” la presentacién de resultados respecto a la
regularidad de las soluciones de ecuaciones dadas por operadores elipticos generales, la presentacién
del método de continuidad como principio para establecer la existencia de soluciones de ecuaciones
elipticas y el uso de este para establecer un primer resultado de existencia de soluciones. Finalmente,
en la seccion 5, “El operador Laplaciano en Variedades de Kdhler”, se introduciran definiciones
desde la Teoria de Hodge para los operadores diferenciales y Laplaciano, asi como su aplicacién en

el contexto de variedades Kéhlerianas.
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2.1. Teoria de corrientes y Residuos

Empezamos este capitulo introduciendo la teoria de corrientes, que corresponden a formas diferen-
ciales cuyos coeficientes tienen permitido ser distribuciones. Esta teoria fue introducida por de Rham
para incorporar en un marco de estudio las formas suaves, es decir, de clase ¥°° junto a p-ciclos, es
decir p-formas elementos de H (M, Z).

Consideremos M una variedad diferencial, orientada y con dimg(M) = m. La dualidad de Poin-
caré [GH78, Ver Cap.0 Seccién 4] y el teorema de de Rham [DR31] nos dicen que para I" un p-ciclo
sobre M (es decir I' € H, (M, R)), existe una (m — p)-forma suave w que es dual a I' en el siguiente

sentido
/ p= / w A @, Y p-forma cerrada
r M

Ademis, por el teorema de Stokes sabemos que w es Unica salvo por sumar una forma exacta, es

decir, si w y w’ son duales de Poincaré a ' entonces existe n € tal que w —w’' = d.

Observacion 2.1.1. Un caso particular que resulta bastante explicito es cuando consideramos X
una variedad compleja en vez de M y que T' es el ciclo que aparece definido por una subvariedad

analitica V' de codimension 1.
Comenzamos introduciendo sobre R” la siguiente topologia,

Definicién (Topologia de Whitney).

Sea €°(R™) el espacio vectorial real de funciones suaves con soporte compacto sobre R™. Sean
x = (x1,...,2T,) son coordenadas sobre R™, y §; = (%i y 0% = 07 ---07™ para el multi-indice
a = (aq,...,an) € Np. Definimos la €P-topologia o p-topologz’a de Whitney sobre €°(R")
diciendo que una sucesion p, 0 si existe un compacto K tal que supp(p,) C K para todon € N

y para todo « satisfaciendo |a| = a1+ ...+ a, <p
0%on(z) = 0

uniformemente sobre K.
Definimos la *°-topologia diciendo que ¢ — 0 si existe un compacto K para el cual supp(p,) C K

para cada @, y para el cual @, o para todo p.

Definicién (Distribucién).
Una distribucion sobre R"™ es una transformacion lineal T : €°(R™) — C que es continua en la
& °-topologia. Denotamos por ©(R™) al espacio vectorial formado por las distribuciones sobre R™.

Decimos que una distribucion es de orden p si es continua en la €P-topologia.

Presentaremos algunos ejemplos que también serdn utiles para ilustrar algunos calculos de interés y

que apareceran también mas adelante
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Ejemplo 2.1.1.

1. Sea ¢(x) € L .(R™), podemos definir una distribucién Ty, de orden cero como

To(o) = | o))z

donde dx = dz' A ... ANdz™, y donde asumimos que R™ tiene orientacién dada por esta forma.

2. Sea 0 la funcion delta de Dirac, que se define como

FExtenderemos los operadores D; al espacio de distribuciones haciendo
(DiT)(¢) = =T (Diwp).

Esta se denomina usualmente como derivada distribucional. SiT =Ty es la distribucion

asociada a una funcién v de clase €1, entonces para p € €°(R™)

(DiTy)(p) = =Ty (Digp)

_ —/n¢(x) {g:;] dr
oY

Rn 852

p(x)dx
Por el teorema de Stokes. Concluimos que

(DiTy)(p) = (Tp, ) ().

De esta manera obtenemos una nocion de derivacion para distribuciones que tiene sentido.

3. Considerar la funcion de escalon de Heaviside:

Ignorando la singularidad en =0, ¢'(x) = 0. Asi la derivada distribucional es dada por

DT = [

o' (x)dx

| @
|

= ¢(0)
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Es decir, la derivada distribucional satisface (DTy) = dqoy-

A partir de este tltimo ejemplo, diremos que la diferencia DTy — Tpy es denominado residuo,
donde D1 es la derivada usual de 1, desarrollaremos esto en el resto de esta seccién.
Sea 7P (R™) el espacio de ¢-formas con coeficientes € sobre R™ con soporte compacto, de esta
manera, la topologia usual sobre €°(R™) puede usarse componente a componente para hacer de
2/P(R™) un espacio vectorial topoldgico completo.
Definicién.
El dual topolégico de /7~ 1(R™) es el espacio de corrientes de grado q y se denota por DI(R™).
Es decir

DIR") ={T: P(R") — C, lineal continua.}

Ejemplo 2.1.2. En los siguientes ejemplos denotaremos por L(R™,loc) a las q-formas 1 = > vrdax!

cuyos coeficientes son funciones L' localmente ! sobre R™, es decir,
LY(R",loc) = {w = Zwl(x)dxj, g-forma tal que Y1 € Llloc(R”)} .
1
1. A 9 se le asocia una corriente Ty, € DI(R™) definida por:
Ty(p) = | Y Np, ped IR

R

Donde, por los grados de v y ¢ tenemos que el producto ¥ A\ ¢ es una n-forma, es decir, un

maltiplo (por un coeficiente de clase €°°(R™)) de la forma de volumen.

2. Si T es una (n — q)-cadena suave y orientada en R™, entonces T' define una corriente Tr €
DIYR"™) como

Te(e) = [ o 0ol IR
r

Observacion 2.1.2. Si T es una corriente, llamamos soporte de T al conjunto cerrado S mas
pequeno tal que T(¢) = 0 para todo ¢ € " 9(R™\S), asi, podemos ver que supp(It) =T

La derivada exterior para formas suaves induce un operador

d:DIR"™) — DITR™)
T+ (AT)(p) = (1) T(dy)
De esta forma, tenemos que d> = 0 sobre D(R™). Si consideramos 1 € &/9(R™) definiendo la

distribucion

Ty(e) Z/meﬂ,

'No confundir con L{. (R™), es decir, el espacio de funciones localmente L%(R™)
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utilizamos el teorema de Stokes para obtener que

AT, (p) = (~1)7+1 / b Adg

M [ awne

= Tay (¢

De forma anéloga, veamos que ocurre para la distribucién Tt definida por una subvariedad I como

antes,
. (_1\at+1
dTr(p) = (~1) / dg
__ (_1\9+1
—(-1) /6 R
= (~ 1) Tor(p).

Asi, operar por d sobre el espacio de corrientes induce sobre las formas suaves una nocién usual
de derivada exterior sobre formas suaves, y para las subvariedades suaves (al menos por partes) los
denominados operadores borde +0.

A continuacién, veamos que los dos resultados anteriores se pueden estudiar en conjunto, para esto

supongamos que ¢ € LI(R™, loc) es de clase ¥ fuera de un conjunto cerrado S C R™, mds ain,

asumamos que di) sobre R™\ S se extiende localmente a una forma L' sobre R", es decir,
3n € LR, loc) tal que 77|R"\S = dv.
Definimos el residuo R(1)) mediante la siguiente igualdad de corrientes
dTw = Td,/) + R(’l/))

Notemos que supp (R(¢))) C S.

Ejemplo 2.1.3. Como definimos en el ejemplo 2.1.2 denotaremos el subconjunto de las (p, q)-formas

holomorfas localmente L' como

LP9(C", loc) {w wa Ydxy, (p,q)-forma tal que 1 € Llloc((C")}
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Para z € C, considerar el Kernel de Cauchy

1 dz
o7z
notemos que k € LY°(C,loc) y ademds es de clase €°° sobre C\{0}, mds atin, dx = Ok = 0, en
primer lugar por ser una (1,0)-forma, el diferencial se anula al contener un d*z, y en sequndo lugar
0z = 0 pues k es holomorfa.
Luego por la formula integral de Cauchy-Pompeiu, obtenemos que
1 Jp 1

- [ Plina o0
©(0) 5ni . 97 2 2 ANdz, Ve €°(C)

De esta manera, para un ¢ € €°(C) arbitrario la dltima igualdad puede verse como,

dyp
©(0) = g KA 7
= 5TN<¢))
de lo que podemos concluir que
A(T,) = b0y,

y por lo tanto, obtenemos el residuo para el Kernel de Cauchy k
1 dz
R{——1|=6
(27Ti z ) {0}

Podemos extender el ejemplo anterior, en primer lugar a R™ y luego a C" (esta ultima extension

la distribucion delta de Dirac en 0.

viene de forma natural dado que C" =2 R?". En adelante, consideraremos una notacién radial, de la

forma

G

i

rdr = indxi c o' (R™),

O(z) =dx' A... Nda",
O (x) = (1) tatdat A Ad T AdTTE AL A da™.

Podemos escribir estos elementos mediante el uso del operador x de Hodge, sobre el cual discutiremos

mas adelante.

S

En primer lugar, notemos que la funcién r~° es localmente integrable para s < n pero no lo es si
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s = n. Definimos

_anlﬁfi 2) c " HR") (2.1.1)
o (212

/2
Donde Cn = m
solo de n. Por otro lado, se tiene que o € L™ ! (R" loc), y como esta se define radialmente, con-

es una constante dada por el volumen de la esfera B(0;1) C R"™, que depende

cluimos que es invariante bajo accién del grupo ortogonal y es de clase € sobre R™\{0}. Notemos

que

ddi(x)

—1)"d (z'dat AL AdT AdtTT AL A da™)
—1)" (da' Adz' AL AdeTE AdaetTE A LA da)
)
)

(
(
(=)= (dat A A de T Ade AdatT AL A da)
o

(z

donde utilizamos que ®*(z) es una forma alternante y que d? = 0. Dado que el radio r se comporta

como

obtenemos para do que

IIxII”

=C, -_— z) » = da’
E uwnn Zq) |\x||n+2

S ddi(
:OTL _—
uxnn ”Zznxnm

=1 j=1
S i (
= CTL _—
\|~”C||” Z || ||’”r2
_c, (n@(m) _nrdr/\*(rdr)>
rn rnt2

Luego, por teorema de Stokes la integral

|
llzll=e
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es independiente del radio € > 0. De esta manera, utilizando adecuadamente la constante Cy, () se
obtiene que o es la tnica forma sobre R™\{0} que es invariante bajo rotaciones ortogonales al radio
dr de la esfera y que integra 1 sobre toda esfera de radio arbitrario ¢.

En R? con coordenadas polares (z,y) = (rcos(f),rsin(f)), tendremos que

Ox ox dy dy
de=Z2ar+ Zap, v ody=Yar+ Zag
T T e Y T e T 5
y por lo tanto, podemos escribir o como
1 zdy — yd 1
o= TWTYE _ 2 gy
2r 12 + 9?2 2
Si denotamos por w € S"~! al sistema de coordenadas polares en R" para el radio r = ||z ,

escribimos x = rw y
oc=Cpdw.

Para ¢ € €°(R™), por el teorema de Stokes y luego por el teorema del valor medio, obtenemos,

dT,(p) == — do A o = lim —/ dp No
R™ =0 R\ { ||zl <e}
= lim po
=0 |lz)=¢
= ¢(0).

Como antes, concluimos la igualdad de corrientes
dTg - 6{0}

Sobre C"* = R?" la forma o se descompone en componentes holomorfas y antiholomorfas, cada
cual es invariante bajo el grupo unitario. Salvo multiplicacién por alguna constante (en la que

profundizaremos mas adelante), la componente de tipo (n,n — 1) de o es de la forma

IEESLISILE

Observacion 2.1.3.

1. Bajo nuestra notacion, tendremos que

dc %n,()((cn), (I)i c %n—l,O((Cn)’ yae do,n—l((cn)
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2. Tendremos que B € L™"~1(C",loc) y como 0P (z) = ®(z) de forma andloga al calculo reali-

zado para o 2

363 (anifbi(z)/\q)(z)>

(el

o ls (Z T A ‘”’”) EERd paEn <I>(z)> 9 (Hzﬁznﬂ

[~ [ — N0 . _/ 1
=C, Z <a<1>z(z) AD(z) + D (z) A IBLZ) B + <Zcpz(z) A@(z)) d (llz||2”>1

e ’W 2 (Z‘I“(Z)A‘I’(Z)> ”Zém]

De lo que podemos concluir que 93 = 0 en C*"\{0}. Luego, dado que para formas de tipo (n,q)

los operadores d y O coinciden, mediante un uso adecuado de la constante C,, obtenemos que
0T = 30}

y en consecuencia el residuo R(f) = dro3. De forma explicita, si consideramos ¢ € €:°(C™)

arbitrario, entonces

©(0) = g dp A B,

Como en el caso de una variable, esta igualdad puede extenderse a formas que mo mecesaria-

mente han de tener soporte compacto, de lo que obtenemos

w(0)=/B()8<pAB+/aB()<pB,

donde B(r) = {z € C™ tal que |z| < r}, es decir, bola compleja n-dimensional de radio r. En
caso que p € O(C™) es holomorfa, esto se reduce a la formula de Bochner-Martinelli [Dem97,
Ver pag.27],

(0) = /| O]

Es posible probar los resultados de la observaciéon anterior reduciéndonos al caso de una variable,

de forma tal que permita obtener informacién respecto a la expresion que define 8. Empezamos

2Aqui debemos considerar
z=(x1+%1,...,Tn + iYn)
con norma de la forma
211> = 2121 + ... + znZn =2 + 47 + ... 75 + 45

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



58 CAP{TULO 2. ESPACIOS DE HOLDER Y TEORIA DE SCHAUDER

verificando que

B=Cy (9 (log|22)) A (93 (log |12]1%))" "

Donde,
2 ~ 9 2
a (log|z)*) = > " (logl2]1%)
i=1
n i
= dz'
2P

Andlogamente, la derivada antiholomorfa es

Luego,

NE

aa&ng):a( |Mwﬁﬁ

o (dd
TEINEE

; 0 1 i
1hzw&ﬂ *z&ﬂ<ww>yﬁ
d

P /\cfZ 277
|22 H 14

s
Il
-

I
NE
M=

17

<.
Il

Il
NE
M:

12

<.
Il

Il
HNgE
M=

dz? A dZ?

=1

<.
Il

Si consideramos la proyecciéon natural de C™ en el espacio proyectivo
c™\ {0} — p~!

dada por asignar cada vector complejo v a la recta que genera [v] = £,. Tenemos que el pullback de

la forma de Kahler asociada a la métrica Fubini-Study tiene la forma
i 2
Q= E(Q)B (log [|2]1%) -
Si C™ es el blow-up de C™ sobre el origen y
7:C" — Pt

es la extension sobre C" de la proyeccién natural. C™ es entonces, el espacio total del fibrado en
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recta universal sobre el espacio proyectivo Opn-1(—1), y el pullback 7*Q es suave sobre Cn. Luego,

para 6 = dlog ||z||, sobre C" tenemos que
B =Cpf A (7" Q)"

Donde 6 es una (1,0)-forma que sobre cada fibra {\z}ycc de C* — P*~! se reduce a 9 Es decir,
7* 3 sobre Ccr corresponde al pullback de la forma de volumen asociada a la metrica Fubini-Study
sobre P"~! multiplicada por una (1,0)-forma que se reduce al Kernel de Cauchy en cada fibra de
7:C" — P* 1. De esta manera, la formula de Bochner-Martinelli para n-variables puede reducirse

al uso de la formula integral de Cauchy, haciendo adecuadamente el pullback de formas a C™.

2.2. Suavizacion de Corrientes y regularidad

Una distribuciéon T' € ©(R™) se llama suave en caso que T = T, para alguna funcién ¢(z) €
¢ (R").

Consideremos H(x) € €°(R™) una funcién no negativa con soporte en una vecindad del origen, tal
que

H(z)dr =1.
Rn

Dado H como en el punto anterior, definimos

De esta manera, si supp(H) = K, entonces supp (H:) = ¢K, y, como antes

H.(x)dx = 1.
R"L

Sea ¢ € €°(R"™), entonces

{ < | H dr < mé
min p(z) < - e(@)¢(z)dr < méx (z)

Donde los extremos de la desigualdad tienden a ¢(0) cuando € — 0, de esta manera vemos que

lim H_(z)p(x)dx = ¢(0),

e—0 Rn

es decir, Ty, — dy0) cuando € — 0. Esto nos ha permitido “suavizar” la funcién ¢ de Dirac, asf,

para una distribucién cualquiera T' € ®(R™) consideraremos la funcién

T-(x) =T, (He(x —y)),
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Donde el subindice y indicard que consideramos H.(xz — y) como una funcién de y y que se aplica T

de acuerdo a esto. De esta manera, T.(x) es una funcién de clase *°, sus derivadas son de la forma
DT, (z) = £T, (D Ho(x — y)) .

En adelante, denotaremos por T; a la distribucién sobre R™ definida por la funcién T (x), teniendo

presente esta notacién presentamos las siguientes propiedades.

Proposicion 2.2.1.

Para las distribuciones T. se tiene que
1. (T,). = T,. para todo ¢ € € (R").

2. T.(¢) = T (¥e) para todo ¢ € €2 (R™).

%

81"‘ :

3. (DT). = D (T:) para D =

Demostracion.

1. Sea ¢ € €°(R™), de esta forma

'ﬂ

[
'ﬂ\\
\

He(z —y)y(z)dr)

— y)p(x)dedy

2. Utilizando el hecho de que T es lineal obtenemos qque

T (Ye) =T, < . Y(x)H (xz — y)dx)
Y(x)Ty (He(x —y)) dx

R’IL
_ / YT
=:T.(¢).

3. Supondremos que D corresponde a una primera derivada parc1al , en caso de no ser asi, el
resultado se obtiene al derivar reiteradas veces respecto a las varlableb deseadas, por lo que la
validez del resultado bajo este supuesto es suficiente.

Para T = T, con ¢y € €°(R™) y ¢ € €°(R"™), entonces, por la definicién para DT, y
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considerando el cambio de variable u = x — y tenemos que

/n / 8951 He(z — y)(y)dx dy
= Je T (/ . _aaji (@)tp(2 — u)dac> du.

Integrando por partes y recordando que ¢ € €°(R"™) obtenemos que

/n_%@ﬁﬁ(m—u)dw:/ oz )gi(x—u)dx

DT () =

de esta manera

. e (/ _gfi vt u)dx> =L He(u) (/ p(z) 6xi (z — u)da:) du
/n an ay )o(x)He (z — y)dz dy

= (DT). (¢)-

En términos de nuestra notacién, para T € D(R™) y ¢ € €>°(R™) siguiendo los pasos anteriores

obtenemos que

(DT), (¢) = (DT) (pe) = T(—Dee)
=T(=Dey).
=T.(—Dy)
= DT.(p)

Particularmente, concluimos que para cada ¢ € €>°(R") se tiene la convergencia uniforme * de
Dipe — Dy,
y en consecuencia cuando € — 0 se tendra que

Te(¥) = T(¥).

Observacién 2.2.1. Una corriente T € D(R"™) puede considerarse como una forma diferencial dada

3La discusién de la topologia en que se tiene esta convergencia no es trivial, para profundizar al respecto, ver
[GHT78][pag. 375]
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de la forma
T =Y Tda*
l=q

Donde los coeficientes Ty corresponden a distribuciones definidas como
Ty(p) = £T(p)dz", ¢ € €2 (R")
para aquellos coeficientes £y que se definen mediante la igualdad por el operador x de Hodge
*xdzt = +dz®.
Luego, la suavizacién T, = Z:Z(Tg)gclavZ satisface que cuando € — 0
Te(p) = T(p), Ve €& 9(R"),

y ademds, (dT'), = d (T)

A continuacion usaremos las ideas de suavizacién que hemos desarrollado en esta seccion y la anterior
para probar resultados de regularidad que seran de importancia y que dicen relacién con ecuaciones

que involucran el operador de Laplace (o Laplace-Beltrami) sobre distribuciones, esto es
AT =S,

Donde, el operador Laplaciano A se define como:

>
A= — —.
i=1 6(xz)2

Lema 2.2.1 (Ecuacién de Laplace en distribuciones).
Si T € D(R™) satisface AT = 0, entonces la distribucion T es de la forma T = T, para algin
p € € (R™) que satisface Ap = 0.

Demostracion. Como probaremos en la proxima seccién, las funciones ¢ al menos dos veces dife-

renciables tal que Ay = 0, es decir, funciones arménicas deben satisfacer la propiedad del valor

= oy(x)dx
Y) /|a:y|—a e(y)oy(x)

donde o corresponde a la forma definida en 2.1.1 de la forma

_ o, i ()

=1
7"" [J]|™

medio

€ " H(R™).

Asi, 0y(z) = o(z — y) corresponde a la forma de volumen sobre B(z,¢) = {y € R" : ||z — y|| < ¢},
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es decir, la bola de radio € centrada en = € R™ de tal manera que sea de superficie unitaria.
Dado que el operador Laplaciano es invariante bajo traslaciones y rotaciones propias, basta conside-
rar la propiedad del valor medio en y = 0. Sea H(z), como al comienzo de esta seccién y radialmente

simétrica, de esta manera, ¢ armonica satisface

Luego, por la proposicion 2.2.1, en particular la tercera propiedad tenemos que
AT, = (AT)_ = 0.

De esta forma, 1, = T, para 1. una funcién arménica, entonces:

y para ¢ € €°(R™) sigue que

T(p) = lim T:(p)

e—0

= lim (Ts)5 (90)

e—=0
= ;1,_)1% TE(QD(;)
=T(s)
=Ts(¢p)

O

Observacion 2.2.2. FEste resultado también puede enunciarse de forma local. Dado un conjunto
abierto U € R"™ y T € D(U) tal que AT =0, entonces T es de la forma T = Ty para @ una funcién
armonica en U.

Para ver esto, sea V-.C U un abierto relativamente compacto, entonces para ¢ € €°(R™) ye >0

podemos hacer supp(pe) C U. Luego, definimos

T: (90) = T(‘Ps)v

y repetir el argumento del lema 2.2.1 para concluir que T, = Ty, para algin ¥ que es armdnico en
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V. Como iy es el mismo para todo € >0, si V. C W C U tendremos que

wW’V = /(/)V7

y por lo tanto, como antes, debe haber una funcion 1 armdnica en U tal que T' = Ty.

Como es usual, nos gustaria establecer un resultado similar al lema anterior para una version no

homogénea de la ecuaciéon de Laplace, para esto, presentamos el siguiente resultado.

Lema 2.2.2 (Ecuacién de Poisson en distribuciones).
Si T € D(R™) satisface la igualdad

AT =n, neE>R"),

Entonces la distribucion T es de la forma T = Ty, para algin v € € que satisface A = 1.

Demostracion. Comenzaremos escribiendo una solucién explicita p € €°°(R") de la ecuacién de

Poisson
Ap =n.

Para encontrar esta solucién, comenzamos considerando la funcién de Green

1
T o in—2’ sin 2 37
G(z,y) =1 lz =yl (2.2.1)
log ||z — yl|, sin=2.
Utilizaremos el lema 2.2.1 sobre
AT -1T,)=0.
Para esto, comenzamos definiendo
n(y)
p(x) =Cy, T dy
re |z —yl"2

donde, si utilizamos el cambio de variable u := x — y obtenemos

n(@ — u)
plx) =C, s du
R flul*—?
De lo que concluimos que p € €°(R") y que
An(z —u)

Ap(z) =Cy du

re lul"=?

Probaremos que esta ultima integral es, en efecto, n(x).
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Si trasladamos x al origen, lo que debemos verificar es la formula de Poisson

7(0) = Cy /R ) An() ;.

]2

En coordenadas polares = rw, es decir, r = ||z| y w € S!, tenemos que

An(x) d* dn

lzf|m==2"" " =2

d<*dn):i:( 1 )dr/\*dn
rn—2 n—2 pn—1

iy *dn 1 dr N *(rdr)
-\ 2 n—2 rm

*dn 1
= i .
Consideremos lo siguiente

/ An) 4 h’m/ An@) oAy B
Rn,

[|z[|"2 =0 Jrm\ ) <ep 17["72

H,

Evaluaremos las integrales anteriores por separado, es decir,

*dn *dn 1
AE - :t/ 8"_2 :/ 6"_2 = En—Z / A’I?dl‘
ll]|=¢ {llz]|=¢ llz]|<e

Por otro lado, como An € € (R")

/| - Bn=0"

A. — 0, cuando € — 0.

tendremos que

Por otra parte, considerar

B.=B- / no
l=l=e

para lo que tenemos que
B. — n(0), cuando € — 0.

Concluimos de esta iltima parte que

/R AN i / Anw) o (0),

n |zl 2 =0 Jrm\ fllaf<ey 17772 B

lo que demuestra la igualdad de distribuciones dada por la ecuacion de Poisson y en consecuencia

nuestro resultado para distribuciones. O
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. .y, . ., . 2.5
Para concluir esta seccién, probaremos que si ¢ es una funcién en el espacio de Sobolev W7o (M )y

(RS VVZQ)’Z‘O(M)4 es una solucién débil de la ecuacién

Ay = o,

entonces, 1 € A 5(M). Més adelante, andlisis como este nos permitirdn establecer la regularidad
de las soluciones de problemas elipticos generales dadas la regularidad de los terminos del operador
eliptico. En particular, podemos escribir P = 0 —|—5*, y en consecuencia P2 corresponde al operador

Laplaciano, de esta manera al encontrar una solucién débil del problema

PO =1

Podremos probar que si n € W*

. ., 2,541
p.q» ¥ €l problema tiene solucién, entonces © € Wp;;"’

2.3. Operadores Diferenciales Elipticos

Consideremos 2 C R™ abierto, definimos L como el operador diferencial dado por

n 82 n a
L(f) = Z aﬂ'kaTaka*Zl’%fgﬂfcf (2.3.1)
(=1

j,k=1

donde f, aj, be, ¢ : £ — R™ son funciones sobre ). Consideraremos la matriz asociada a los términos
de orden 2 del operador L
A(z) = (ajk(x))1§j7k§n , Vo e Q.

Entonces, diremos que L es un operador eliptico en x si la matriz A(z) es definida positiva, y de
esta manera, si A(z) es definida positiva para cada x € € diremos que L es un operador eliptico
en (). Podemos definir la elipticidad del operador L en = € 2 términos de la existencia de A(z) y

A(x) tales que

n
0 <A@ < Y ajr(@/v® < A@)l?, Yo e R"\{0},
j k=1
de modo que la elipticidad en §2 se traduce en el cumplimiento de la desigualdad anterior, para cada
x € Q. Si ademds consideramos a,, by, ¢ suficientemente regulares (en particular, mas adelante estas
serdn funciones suaves), y con  C X donde X es una variedad compacta, podemos asumir que

L correspondera a un operador uniformemente eliptico, lo que corresponde a la existencia de

4En nuestro caso evitaremos denotar los espacios de Sobolev de la forma W?2'* como H* dado el uso de este caracter

en espacios de funciones arménicas y para cohomologia. Pese a que la notacién puede ser sobrecargada WP’Z o denota
e

al espacio de (p, q) formas en H.
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constantes positivas A y A tales que

Mol < Z ajr(z)vioh < Ajw?, Vo e R™\{0} (2.3.2)
k=1

En general, utilizamos una aproximacién al estudio de existencia de soluciones y la obtencién de estas
mediante una formulacién variacional que nos permita establecer soluciones débiles de ecuaciones
lineales. Las soluciones débiles quedaran definidas en términos del operador adjunto formal L* de
L, que calculamos a continuacion.

Consideremos L como en 2.3.1, es decir:

n

L(f)=> a kg ok wk-&-zbe +cf

Jik=1
Si ¢ € €2°(2) y utilizamos el producto interno usual de L?(£2) tendremos que

COEEIADS ]kaajg”zwa Fef | pdv(a)

Jik=1

- 0% f " af

Jik=1

Donde, para el primer sumando, integrando por partes dos veces y recordando que ¢ y sus derivadas

se anulan sobre 92 tenemos que

n

= 0? 0 0 0
J{ E wgrgre | v@r == [ £ e o0 g | v+ [ {angeeas)

J,k=1 J.k

of

-/ 3 oz o 90 V) - [

Luego, podemos ver que

/(bea N’) /(iaa (be o) - )dV(x)+/ n 7] dS(x)

l=1

De esta manera, si consideramos L* el operador adjunto forma a L, se debe verificar que

(L(f) ) = (f, L7 (),
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es decir, hemos encontrado que L* es dado por

2t

L) = Y 5o e )= e f) +ef
k= 4

1

Con esto en mente, diremos que una funcién f € L,

() es una solucién débil de la ecuacién

diferencial parcial L(f) = g si se satisface la igualdad

/fiwwva/ywu Vo € €().
Q Q

Observacion 2.3.1. El operador adjunto es definido de tal manera que si f es solucion débil de
L(f) = g y obtenemos que f es suave, entonces se tiene la igualdad L(f) = g en el sentido usual. De
esto, una propiedad fundamental de los operadores elipticos es que las soluciones débiles en nuestro

contexto serdn siempre suaves.
Esta 1ltima observacién nos permite enunciar el resultado siguiente

Teorema 2.3.1.
Sea f una solucion débil de la ecuacion L(f) = g, donde L es un operador diferencial lineal eliptico

con coeficientes suaves y g es una funcion suave, entonces f también es suave.

En la siguiente seccién desarrollaremos resultados mas generales sobre regularidad de soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales dadas por operadores elipticos, por otro lado, en lo que resta de
esta seccién discutiremos algunas propiedades de funciones armoénicas que facilitaran el camino en

el transcurso de las siguientes secciones.

Definicién (Funciones arménicas).

Sea U C R™ un abierto. Una funcion f : U — R se llama armdnica si

n 82f

Af = — —~
! - oxt0x*

=0, sobre U.

1=
La propiedad elemental para funciones arménicas es la siguiente,

Teorema 2.3.2 (Teorema del Valor Medio).

Si f:U — R es armdnica, para x € U y la bola de radio v centrada en x, B(x,r) C U, entonces

1
flz) = Vol(@B(z.7)) /aB(z’r) f(y)dy

Demostracion. Para p < r definamos

Fo) = [ sty
OB(x,r1)
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entonces,

F'(z) = /%( : Vf(z+ py)ydy

= / Af(x + py)dy
B(z,r1)

:07

donde las ultimas igualdades se obtienen al utilizar el teorema de Stokes, o bien las identidades de
Green.

Lo anterior significa que F' es constante, pero al cambiar variables obtenemos que

~ Vol(B(x,71))
F(’f‘) - VOI(B(%,T)) AIB(@ﬂ f(y)dy7

mientras que limo F(p) = Vol(0B(x,r1))f(x) -
p—

Promediando la propiedad del valor medio sobre esferas de diferente radio, podemos establecer el

siguiente resultado

Corolario 2.3.1.
Sea n: R™ — R una funcidn suave, radialmente simétrica, con soporte en B(x,r1) y que integra 1.

Si f:B(xz,m2) — R es armdnica, entonces para cada x € B(x,r1) tenemos que

fl@)=[ flx—ymy)dy= [ fy)nlz—y)dy.
R™ R~

Demostracidn. Considerar fi(x) = (f * n)(z) la convolucién entre f y n, es decir

filx)=(f*n)(x) ==*f)(z) = . [z —y)n(y)dy
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Luego,
fi(z) = A f(x—y)n(y)dy
= / f(y)n(z —y)dy
B(z,r1)
1 |z — yl)
e d
Vol (0B(xz,71)) /B@;,r) Fm ( ! !
1 "R
- - = dsS| dR
Vol(0B(x,71)) /0 7 (7"1) /BB(m,m)) g
1 TR
(e o ) [ (2
(Vol(aB(x,m)) /BJB(x,h)) / ) 0 "\
= f(x)
Considerando la conmutatividad establecida inicialmente, se concluye el resultado. O

Una consecuencia importante del resultado anterior es que la norma en L*(B(z,r2)) de una funcién

armoénica controlan todas sus derivadas sobre una bola mas pequena B(z, 7).
Corolario 2.3.2.

Ezisten constantes Cy, tales que, si f : B(x,72) — R es armdnica, entonces

sup |ka| < Cy /B( )|f(y)\dy

B(z,r1)

En particular, si pedimos a f ser solamente dos veces diferenciable, se tiene que f es suave en
B(xz,r1)

Demostracion. Para cada x € B(x, 1) podemos usar el corolario anterior y diferenciar para obtener

VEf(z) = . fW)Vin(z —y)

de esta manera

IV f()]| < ( sup |vkn|> / FW)ldy
B(z,r2)

B(z,r1)
Asf concluimos que Cj, = sup [VFn|. O

Con este resultado de regularidad interior en 2 junto con argumentos adecuados de reescalado, nos

permite establecer el siguiente resultado

Corolario 2.3.3 (Teorema de Louiville).
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Decimos que una funcion es de crecimiento sublineal si

lim R™' sup |f| =0.
R—o0 B(z,R)

Si f es armdnica sobre R™ y tiene crecimiento sublineal, entonces f es constante.

Demostracion. Considerar f,.(x) = f(rx) parar > 0, que corresponde también a una funcién arméni-

ca. Utilizamos la propiedad del valor medio para escribir

IV £,(0)] < Cy / fr(@)lde <O sup |f,]=C' sup |f]

B(z,r2) B(z,r2) B(z,2r2)

para alguna constante C’. Considerando que V f,.(0) = rV f(0) obtenemos

!

C
V(O < — sup [f], Vr>0.
T B(z,2rs)

Tomando r — oo, obtenemos que Vf(0) = 0, de la misma manera, trasladando f concluimos que

para todo z, V f(x) = 0 de modo que f debe ser constante. O
Concluimos esta seccién con una aplicacion de estos resultados,

Observacién 2.3.2. Si f : R™ — R es una funcidon armonica tal que existe C > 0 una constante,
para la cual |f(z)] < C(1+|z|)* para cada x entonces si consideramos el multiindice o = (au;, . .., )
tal que |a| = j > k tendremos que

« C;
|D* f(20)| < TTJJrj“fHLl(BT-(:m))

=t [, e
r B,.(a:o)
C.

<oh [ et
T B, (20)

=20 de forma que 2 = r™ obtenemos que
r oy

Haciendo el cambio de variable y =

C; C;
Do)l € s [ (ke dr < T [ (1 fry o)y
T B, (z0) ™ JBi(0)

Haciendo r — oo encontramos que |D® f(xo)| — 0.
Por lo que D f = 0 para todo « tal que |a| = j > k, de lo que concluimos que f(x) es un polinomio

de grado a lo mds |a| — 1.
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2.4. Estimaciones de Schauder

Como hemos visto, las soluciones de ecuaciones dadas por operadores lineales elipticos tienen propie-
dades de regularidad muy fuertes. En esta seccién presentamos el desarrollo mediante la definicion
de espacios de Holder desde la norma de Holder que nos permite establecer resultados de regu-
laridad mas generales respecto a las soluciones de ecuaciones diferenciales elipticas utilizando las
denominadas estimaciones de Schauder.

Empezamos presentado los espacios de Holder, para esto, en adelante consideraremos €2 C R™ un

abierto acotado.

Definicién (Continuidad de Holder).
Para u € €°() y a € [0,1] definimos el a-coeficiente de Hélder de u e x¢ como:

|u(z) — u(xo)|
Ua,zy = SUp —
[t zeq, | —xo|®
r#£xT)
Decimos que la funcion u es Hélder-continua en xq si el coeficiente [u]q, .z, €s finito.

Podemos definir el coeficiente de Holder anterior sobre Q2 C R™ y lo escribimos como

g = sup L@ Ul
a,) - —
x,y€Q, |z_y‘a
TAY

Como antes, si [u]co ) < 0o decimos que u es Hélder-continua en ).

Sea ¢ = ({1, ... 4,) un multitndice de modo que

0 0

477'.'7
g T 9zt Oztn

corresponde a la derivada parcial de orden |¢] = """ | {; en las variables {;.

Definimos la norma C*® de Holder de u para k € N como

llullro () = Z HaluH%(Q) + Z [aéu]m(g)

e[<k =

En efecto, notemos que si ||u||gr.« =0 entonces

Z sup [0u(z)| = Z [0°u] o) =0

<k "€ =

De lo que concluimos que ||u||gr.o = 0 si y solo si u =0 sobre Q. Ademds por la linealidad de los
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operadores de derivadas parcial ||ul|cr.« es positivamente homogénea. Finalmente, sean u,v tales que

[ullore s vllera@y < oo

Por la desigualdad triangular usual para el valor absoluto y del sup(u+v), obtenemos la desigualdad
triangular para ||ul|cr.a (o), concluyendo que esta es una norma.
Llamamos (k, o)-espacio de Hélder al espacio de funciones de norma de Hélder finita, y lo escri-
bimos como

CP(Q) = {ue €M) : |lullgra(a) < oo}

Notemos que este corresponde a un subespacio del espacio vectorial de funciones continuas, veamos
que es un espacio de Banach, para esto consideremos {u, },en una sucesiéon de Cauchy en C**(Q),
luego como €*(£2) es un espacio de Banach existe u € €*(Q) tal que lim,,_ o u, = u. Luego, si

v = 0"u y v, := 0Fu, entonces para x #yy m € N.

lv(@) —v@)| _ [v(z) = vm () + vm(2) = 0m(y) + vm(y) — v(Y)
|z —yl@ |z —yl*
< (@) —om @) |om(z) = vm(y)] N [vm(y) = v(y)|
|z — yl|* |z — y|* |z —y|*

Donde el primer y dltimo término de la expresiéon anterior pueden hacerse arbitrariamente pequenos
para m suficientemente grande. Por la construcciéon de u obtenemos que u € €*(£2) de modo que

resta ver la convergencia del a-coeficiente de Holder para v,,, esto sigue de

[ (v =vm) (@) = (v = vm) W)] _ [0(z) = vm(@) = 0(y) = om(y)]

|z —yl|* B |z —yl|*
i \(klggo vm)) () (klgn;o vk<y>) +vm<y>\
B |z —yl*
e ) @) — () + )
o PR
k= ) () = (0 = v ()
k— o0 |:c — y“)‘

Como v, es de Cauchy, el ultimo término de la igualdad puede hacerse arbitrariamente pequeno,
esto nos dice que v,, — v para el a-coeficiente de Holder. Reiterando el argumento para las finitas

derivadas posibles de u de orden k obtenemos la convergencia
U, —u  en CF%(Q)

Concluyendo que C*(€2) es un espacio de Banach.

Observacion 2.4.1.
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1) Sik >0 entonces una funcion en C*< debe ser k veces continuamente diferenciable.

2) Se tiene que €*°(Q) = €*(Q) y que C%Y(Q) corresponde al espacio de funciones Lipschitz

continuas en (.

Presentaremos ahora el teorema de Sobolev, este y otros resultados de teoria de regularidad se
pueden encontrar en [GTO01, Secciones 7.6 y 7.7], el siguiente en particular, serd 1til en el desarrollo

del capitulo 3.

Teorema 2.4.1 (Desigualdad de Sobolev).

Sea Q0 un dominio abierto de R™, entonces

L»=7(Q), ara p < n,
Co (), para p > n.

Mas ain, existe una constante C' que depende solo de n y p tal que, para todo u € Wol’p(Q),

lull e < ClDully,  parap <n,

supg, |u] < C|Q|= "% - [ Dull,,  parap > n.

Para ver como se relacionan los espacios de funciones Holder continuas y los espacios de Sobolev
que la desigualdad e inclusién anteriores establecen ver [AF03, Cap 4]

A continuacién construiremos las estimaciones de Schauder para un operador eliptico de segundo
orden, para esto, estudiaremos en primer lugar las estimaciones para la ecuacién de Laplace. Luego
extenderemos este resultado para la ecuacién de Poisson y finalmente a un operador eliptico de
coeficientes constantes. La razon de proceder de esta manera es que en una variedad de Kéahler
podemos escoger un sistema de coordenadas locales para el cual todo operador eliptico tenga forma
diagonal (al menos localmente) de forma que conocer estimaciones para las ecuaciones de Poisson y
Laplace nos permite establecer las estimaciones que necesitamos.

En adelante serd ttil considerar la solucién fundamental de la ecuacién de Laplace dada por el kernel
de Newton:

1 1 =
N(z)= % log|z|, sin=2
x> sin >3

1
(2—n)C,,

Notar que N(z) es radial y singular en x = 0, y recordar que C,, es el volumen de la esfera de

dimension n.

Para comenzar la construccién de las estimaciones de Schauder presentamos el siguiente lema

Lema 2.4.1.
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Sea N € Ll .(R™) y sea ¢ € 65 (R"™). Entonces

u:=Nx¢ € €' (R")

Vu(z) = [ N(z—y)Vé(y)dy

Rn
Demostracion. Consideremos C' = supp(¢), de modo que N|c € L'(R™) y asf por el corolario 2.3.1

concluimos que

u(r) = [ N(z—y)o(y)dy
Rn

=/ N(z —y)o(y)dy
C

N(y)o(x — y)dy.
Rn

Sea z € R™ y h € R™ con ||h|| = 1, entonces

ECrHOMMh(RnNuwvww@>)

N@)o@+h—y)dy— | Nw)ole - y)dy — b N@vwzw@>

R R

1
I

\H?\

>

/ T (600 11 =) = 6o — ) = hT0(o — 1)) dy
Notemos que V¢(x — y) corresponde a la deriva de Fréchet de ¢(x — y) de modo que

1 h—0
T (¢@+h =) = ¢z —y) = Vélz —) - 0.
Por otro lado, por la continuidad de ¢ y V¢ sobre el compacto C' tenemos la cota uniforme dada por
SUp,cc #(T) ¥ supec V@ que nos permite aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

para concluir que

(u(@ +h) —u(z)) = | N(Yy)Veé(r —y)dy,

= lim —
Inl—0 ||| Rn

es decir,

Vu(z) = | N(y)Vo(z —y)dy= | N(z—y)Vo(y)dy

R R
Lo que permite concluir la continuidad de Vu desde la continuidad de V¢, terminando asi la de-

mostracién del lema. O

Proposicion 2.4.1.
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Sean f € Z(R™) y
u@)= [ N(z—y)f(y)dy (2.4.1)

Entonces u € €*(R") y
Au = f.

Demostracién. Aplicando el lema anterior, obtenemos que u es de clase €2 y que satisface la igualdad
Au(z) = [ N(z—y)Af(y)dy
Rn

Fijando x, podemos notar que la funcién N(x —y)Af(y) € L*(R™) y tiene su soporte en |z —y| < R

para algun R fijo suficientemente grande. Escribimos entonces

Au(z) = lim N(z —y)Af(y)dy
e—=0 {yeR" :e<|z—y|<R}
Denominamos QF = {y € R" : ¢ < |z — y| < R. Como N(x — y) es de clase €2 en una vecindad
de @ y escogiendo R de forma adecuada f(y) se anula sobre la frontera exterior de Q£ por lo que

podemos utilizar la segunda identidad de Green para establecer que

o N(z —y)Af(y)dy

- / Nz — y)h f(4)dS(y) — / F(8)0aN (z — 4)dS(y)
{lz—y|=¢c}

{lz—yl=e}

Donde 7 corresponde al vector normal unitario a Q. Notemos que para n > 2

/ Nz — )V f(y) - 7dS| < / IN(z — )|V F(y)|dS
{lz—y|=¢c} {lz—y|=¢c}

< / 27|V floodS
{lo—y|=c}

< / CelV 1]l
{lz—y|=c}

Donde C' es una constante dependiendo del volumen de la esfera n — 1-dimensional de radio € y
donde utilizamos que el volumen de esta esfera es similar a ¢”~!. Concluimos que esta integral se
anula al hacer ¢ — 0. Para n = 2 basta reemplazar en las estimaciones anteriores ¢ por eloge ™!
para concluir el mismo resultado. Para la segunda integral notemos que al derivar de forma normal

a Qf tenemos que

1
—0aN(z —y) = Flo - yl' "
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Luego, como |z — y| = € tenemos para la frontera

1
—/ f(y)0aN (z — y)dS = en—1c f(y)dsS
{lz—y|=¢} € n J{|lz—y|=e}
Pasando a coordenadas polares centradas en x vemos que
1
[ t@aNe-was =g [ fen.
{lz—y|=c} n J{|z|=1}
Finalmente, por la continuidad de f tenemos que
lim fla+e2)dS = f(z)
220 Cp Sy T T
Concluyendo que
Au(z) = L (z —y)Af(y)dy
=lim [ N(z—y)Af(y)dy
e—0 QR

O

A continuacion calcularemos las segundas derivadas de los potenciales de Newton, desde las que
deduciremos las estimaciones de Schauder para la ecuacién de Poisson. Consideraremos €2 un abierto

acotado en R™ y una funcién f € €*(Q2), con 0 < a < 1 que extendemos por cero fuera de . Sea

wz)= [ Nz —y)fy)dy = /Q Nz — ) f(y)dy

R

el potencial de Newton de f. Para derivar las estimaciones de Schauder para la ecuacién de Poisson

presentaremos los siguientes dos resultados

Lema 2.4.2.
Sea f acotada y (localmente) de tipo €% en Q. Entonces w € €%(), Aw = d y para cada x €

di0jw(w) = . 0:0;N(z —y)(f(y) — f(x))dy — f(x) - Oi(N(x — y))n;dS(y) (2.4.2)

Donde Q1 es un dominio acotado conteniendo a §2 en el que se tiene el teorema de la divergencia.

Demostracion. Consideremos

u(@) = [ 9:0;N(x —y)(f(y) — f(&))dy — f(x) [ O:(N(z —y))n;(y)dS(y)

Ql 691
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Notamos que las segundas derivadas del kernel de Newton son tales que
0:0;N(z —y)| < Clz —y[™". (2.4.3)

Esto, junto a que f € €*(2) nos dé la bien definicién de u. Por el resultado anterior, sabemos que

w € €(N). Consideremos v = d;w para definir

wlo) = [ NG =y ('x‘y> F(w)dy

€

para € > 0 pequernio y 7(r) es una funcién suave que se anula para 0 < r < 1 y es idénticamente
n(r) = 1 para r < 2, lo que nos permitird aislar de forma suave la regién conteniendo la singularidad

de N. Utilizando 2.4.3 podemos concluir que v, es de clase €, si derivamos obtenemos que

o= [0 (ate = (1) ) swa
= /Q 9; <<'9iN(fc -y (u;m)) f(y)dy

- (o= (21)) G - s@n v+ 1) | 2 (avte = (221 ) ay

- [ o (o= (1)) G~ s dy— 1) [ 0N = isisi)

€ oM
Donde utilizamos el teorema de integracion por partes para ver que

(ot () au= [ oo (1) wpas- [ ante-pon (4
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y simplificamos la tercera igualdad obteniendo el ultimo paso. Utilizando lo anterior obtenemos que

[u(@) — v (o)
~| [ 00N@ -7 - f@)dy - [

Ql Q1

-\ [pota =i -0, (o = (F21)) | 1000 - 1o
/a ((1=n(E=1))ovte =) G - sepay
6(( o (1) )ovte =) 160 - 160 a

)
[ (oot

<Ce” [f]a,ﬂl

o (avte = (1)) ) - ey

3

z —y|*dy

o () ot - )| ) ke - iy

De esta manera, d;v. converge uniforme (sobre compactos) a u y como v, converge v = J;w cuando

— an
— O(Ql

e — 0, obtenemos que w € €2(2) y u = 9;0;w, lo que concluye la demostracién del lema O
Notemos que haciendo € = Br(z), para algiin R suficientemente grande tendremos que

1

Aw(r) = Wf(

o s = 1)

Podemos enunciar como consecuencia el siguiente teorema

Teorema 2.4.2.
Sea 2 un dominio acotado con frontera 052 reqular respecto al Laplaciano. Entonces, si f es acotada,

localmente Hélder continua en €2, entonces el problema de Dirichlet

Au=f, en,
u = , sobre Of)

tiene una Unica solucion para cada ¢ continua como valores de frontera.

Si suponemos la existencia de soluciones de la ecuacién de Poisson, o de un operador diferencial
de segundo orden, podemos estudiar condiciones necesarias que estas deben satisfacer, estas se
denominan estimaciones a priori. Nuestro objetivo es establecer estimaciones a priori de un operador
eliptico con coeficientes Holder continuos, para esto, en el siguiente lema introducimos estimaciones

para las derivadas de segundo orden.
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Lema 2.4.3.
Sean By = Br(wo) y Ba = Bagr(xg) bolas concéntricas en R"™. Si f € €%(Bz), para 0 < a < 1, y

sea w el potencial Newtoniano de f en By. Entonces w € €% y
10%wll¢(B,) + R [*wla,p, < C (| fllw(ps) + B[ fla,b.)

Demostracion. Por el lema 2.4.2 sabemos que, para cada z € By,

0i0jw(x) = : 9i0;N(x —y) (f(y) — f(x))dy — f(x) - N (x —y)i;(y)dS(y)

De esta manera, podemos calcular las siguientes cotas para las derivadas de segundo orden

|f(1')| 1—n [f]OlﬂC / a—n
0 < — LAl _
|0;0;w(z)| < nC R -~ dS(y) + Cn /s |2 — y|* "dy

<27 f(@)] + = B3R [flas
< CVl (|f(.%')| + Ra[f]a,w) .

Donde C; = Ci(n,«) es una constante que depende solamente de la dimension n y la Holder-
continuidad de f.
Por otro lado, si consideramos otro punto z’ € By, de tal manera que § := |z — 2/ y £ = $(z — 2).

Veamos entonces que
di0jw(x) — Qidjw(x’) = f(x) [y + (f(x) — f(@' )2 + Iz + Lo + (f(x) — f(2") 5 + Is
Donde los términos I; son términos integrales de la forma
h= [ (ON@=y) - 9N~ ) NG~ )iy(5)dS()
9B
I = N (z" —y)i;(y)dS(y)
0B,
h= [ 00N@-y)(f(e) - )iy
Bse)
L= [ NG - p)(fa) - f)dy
Bs(e)

Is = / 0;0;N (z — y)dy
B2\Bs¢)

I — / (:0;N(z —y) — 0:0;N (@' — 1)) (F(&') — F(u))dy.
Ba\Bs¢)

A continuacién acotaremos los términos integrales ya detallados. Para I; si consideramos T € [z, 2]
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(el segmento entre z y 2’) podemos ver que
Bl<le=a| [ IVON@-ydsty)
Bo

Luego, como § = [T — y| > R para y € dB; y finalmente utilizando que § < 2R concluimos que

n22n—1 T — $/ 3 § [e
1] < % <n?2"! <R> :

Para I, basta notar que
1-n

R
d = gn—1,
— /6 450

|12 <

Para I3 procedemos como sigue,

I < /B 0:0;N (z — )|If () — F()ldy

5(&)

Rl—n/ |x_y‘o¢—ndy
9B35/2(x)

(35) Floe

<2 (%) .

Por otro lado, integrando por partes en el término I5 obtenemos

<

o[~

Q13

Asimismo, para I concluimos que

15| =

/ 0N (z — )y (1)dS (y)
9(B2\Bs5(§))

/ OiN(z — y)n;(y)dS(y)
8B, 9B;5 (&)

<ot g L (‘5>1_n [ asw
- nCp \ 2 dB; (&)

=2".
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Finalmente, podemos ver que para algin T entre = y =’ se debe tener que

I < | — 2| IVO;0;N(x — y)|lf (') = f(y)ldy
B\ Bs (1)

f@) = 10l

y-gl>s [T =yl

2 — oyl
< Cd[f]a,x’/ |7Zi‘+1dy
ly yl

—¢[>6 [T —
3 “ n+1 a—n—1
e(3) 2ol €~ yl~ ="y,
ly—€1>6

Donde ¢ = w Finalmente, como |2’ — y| < 3|¢ — y| < 3|T — y/, concluimos que

n*(n+5)_, 3\ .,
< R (2) 001l

< cd

IN

1-— 2
Utilizando las estimaciones anteriores, obtenemos

|0:0;w(z") — 8idjw(x)|

| — a!|>

<0 (3) W@+ o + [l (244

Donde C5 es una constante que solo depende de n y a. Para concluir, utilizamos 2.4.2 y tomamos

el supremo sobre 2.4.4 obteniendo la desigualdad deseada. O

De este ultimo resultado deducimos las estimaciones de Schauder para una solucién de la ecuacion

de Poisson.

Teorema 2.4.3 (Estimaciones de Schauder, Caso Poisson).
Sea Q un dominio en R™ y sea u € €29, f € €*(Q) que satisfacen la ecuacion de Poisson Au = f.
Entonces u € €%*(Q) y, para cada par de bolas concéntricas By y By como en las hipétesis de 2.4.3

se tiene que

lullcz.a s,y < C (lullwoss) + 1 fllooa(s,))

Observacién 2.4.2. Basta asumir que f € €%(M) para obtener que f € C*¥+%Y(M) siempre que
L(f) y los coeficientes de L estén en C**(M).

Este argumento se denomina Bootstrapping y veremos un ejemplo de su aplicacion en el capitulo
3.
Estimaciones de Schauder para operadores elipticos.

Las estimaciones que introduciremos a continuacién se basan en la observacién que las ecuaciones con
coeficientes Holder continuos pueden ser tratados como perturbaciones de ecuaciones de coeficientes

constantes, esto fue utilizado por Schauder para construir una teoria global de operadores, en esta
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teoria, encontramos las estimaciones a priori de soluciones de ecuaciones que extiende la teoria de
potenciales. Estas estimaciones proveen de resultados de existencia y regularidad, lo que las convierte
en valiosas herramientas para el estudio de ecuaciones diferenciales y sus soluciones.

En adelante, denotaremos por L(u) = f a la ecuacién 2.3.1

- 0?u "L Ou
j,k=1 {=1

Donde los coeficientes a;; y f estdn definidos en {2 C R" y el operador L es uniformemente eliptico
(ver 2.3.2). Utilizaremos las normas dadas por [GTO01, Seccién 4.3, pag.61], estas son dadas como

sigue. Dados z,y € Q C R", escribimos d, = dist(z,0) y dy,, = min (d;,d,). Sea u € €*(Q),

definimos entonces los siguientes coeficientes,

[l 00 = [ulfa = sup d|0%u(z)| (2.4.6)
|BI=k

los cuales utilizamos para definir

k
Z;Q = |’U’|;;,O;Q = Z[u];,ﬁ (247)

Jj=0

|u

De forma similar a como hemos hecho anteriormente, para 0 < a < 1 definimos el andlogo al

a-coeficiente de Holder de u como

a0 u(2)0%u(y)|

ulf a0 = sup dy 2.4.8
[ ]ka,Q ryeQ z,y |x_y|o¢ ( )
|Bl=k
Y finalmente, podemos formular un analogo de la norma de Holder como
||u||l>:,o¢;§2 = |U‘Z;Q + [U}Z,a;sz (249)

La cual se denomina como norma interior.
Observacién 2.4.3.
1. En esta notacion,

[u]g,0 = lulon = [uloe-

2. Notemos que |ulj.q y [ul} . son normas en los subespacios de funciones continuas €*(Q) y
EF(Q) respectivamente. Si 0 es acotado y su didmetro es d, entonces las normas interiores

y las de Holder se relacionan por

[ulf 0 < méx(1,d")|u

k,a;
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Si Q¥ CC Q, es decir ¥ es compacto en Q y o = dist(Q,09), entonces

min(1, ") |ulp.a:0 < [ulk 000

Considerando la observacién anterior, si introducimos la cantidad

718, = supd&|f(@)] + sup attel/D=TWI (2.4.10)
. z€Q zyea Y |z —yl®

podemos reescribir el teorema 2.4.3 como en [GT01, Pag. 62]

Teorema 2.4.4 (Estimaciones de Schauder, Caso Poisson, (ver.2)).
Sea u € €2(Q), que para f € € satisface la ecuacion de Poisson Au = f sobre un dominio abierto

Q C R™. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que

* 2
[ul3 0.0 <C (|U|0;sz + IfIé,i;g> (2.4.11)

El resultado para el caso de un operador eliptico de coeficientes constantes es una consecuencia
directa de las estimaciones que hemos obtenido para el Laplaciano en 2.4.1, utilizado después de un
cambio de variables adecuado. Para ilustrar este argumento y presentarlo formalmente enunciamos

el siguiente lema

Lema 2.4.4.

En la ecuacion de coeficientes constantes sobre @ C R™ abierto
n
0%u
L u) = Aijd ——F——F = xX).
0( ) ];1 1Jaxjaxk f( )

Donde a;; son los coeficientes constantes de una matriz simétrica A de orden n x n que satisface la
condicion de elipticidad

NP < €TAE < AJE)?, VEER™
para algunas A y A constantes positivas. Se tiene que

1. Siu € %), f € €*(Q) satisfacen Lou = f. Entonces

* 2
[0l .00 < C (Juloe + £150.0)
Donde C es una constante que depende solamente de n, o, A y A.

2. 8i Q C R% con una parte de su frontera T C 9Q sobre z,, =0, y u € €*(Q) NE°(QUT),

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



2.4. ESTIMACIONES DE SCHAUDER 85

fe€*(QUT) satisfacen la ecuacion

Lou=f, enQ
u=0, sobreT.

FEntonces
* 2
[0l um) < € (ulog + 1152 @ur ) -

Donde C es una constante que depende solamente de n, o, A y A.

Demostracion. Consideremos una matriz constante P que define una transformacién lineal no sin-
gular dada por la aplicacién de P a vectores en R™, es decir,
P:R*" — R"
x+—— P(x)=Px=1yeR"

Haciendo u(x) R u(y) se puede verificar que
Aijﬁiaju(m) = Aijaiaj’[t(y)

donde A = PTAP. Para alguna matriz ortogonal P adecuada, A es una matriz diagonal, cuyos

elementos son los autovalores de A, que denotaremos por Aq,...,A,. Mds ain, si definimos

Q=PD

—1/2

donde D es la matriz diagonal (6;-/\1- )i,j» entonces la transformacién x — Qx = y mapea Lou =

f(z) al problema de Poisson Ad(y) = f(z), considerando que

1o

wz) Saw) vy f@) S f)

Utilizando una rotacién adecuada podemos asumir que () mapea el semiespacio positivo z, > 0
sobreyectivamente al semiespacio y, > 0. Como P es ortogonal, es en particular una isometria, por
lo tanto

AT ] < 1Qx| < A2 al.

Sigue que si 2 2, Q) entonces las normas 2.4.9 y 2.4.10 definidas sobre Q y € se relacionan entre si

como sigue

0_1|U‘;‘:¢,a;ﬂ < |/D|]>Z’Q;Q < C|U|lt,a;ﬂ (243_1)

_ k ~(k k
ol < 181 o < vl
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para k € N, a € [0, 1] y una constante ¢ = ¢(k,n, \, A).
De la forma similar si €2 es un subconjunto abierto del semiplano R’} con una porcion de su frontera
T sobre el plano z,, = 0 que se mapea por @ al conjunto Qc R? con una porcién de frontera

mapeada como T’ 2, 7. Las normas de la forma 2.4.7 en 0 y ) satisfacen que

c_l‘vlz,a;QUT < |1~)|:’a;ﬁu'f‘ < C‘/U‘Z,a;QUT (243_2)
—1y,,1(k) ~ (k) (k)
¢ lpasour < |U|O,Q;QUT < c|vlg.a0ur

Utilizando el teorema 2.4.4 en las desigualdades 2.4.3-1 concluimos que
[ul 000 < Clitly oy < C (lilose + 17100) < € (Julose + 1170

de forma similar (Ver [GTO01, Teoremas 4.11 y 4.12]) y utilizando las desigualdades 2.4.3-2 se concluye

la estimacién del punto (2) del resultado. O

Utilizando el método de continuidad, que se presentard a modo de conclusion de esta seccién, se puede
establecer una forma de estudiar problemas elipticos generales utilizando las propiedades que hasta
ahora hemos discutido utilizando problemas de coeficientes (localmente) constantes. Este método
nos permite pensar en los problemas elipticos més generales como perturbaciones del problema del
Laplaciano, o de la ecuacién de Poisson. En particular, es relevante para nuestro trabajo el siguiente

resultado.

Teorema 2.4.5 (Estimaciones de Schauder).
Sean Q@ C R™ un dominio de clase €** y u € €*“(Q) una solucion de L(u) = f en Q, para
f € €*(Q) y para constantes positivas X y A los coeficientes de L satisfacen

a;jr(2)&& > NE)?, VzeQVEeR”

n
k=1

y los coeficientes del operador estan controlados como sigue

laijlo,a:0s [0jlo,a:0, |¢lo,a:0 < A.

Sea p € €%*(Q), si u = @ sobre OS2, entonces

|u|2,a;Q <C (|U|O;Q + |‘P|2,a;ﬂ +1f O’Q;Q) . (2.4.12)

Donde C es una constante que depende unicamente de n, o, A, A y 2.

Para concluir esta seccién, introduciremos el método de continuidad para presentar una aplicaciéon

de los resultados previos en el estudio de la existencia de soluciones en un problema de tipo Dirichlet.
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Teorema 2.4.6 (Método de Continuidad).
Sean (B, | - ||s) un espacio de Banach y (V,|| - |lv) un espacio vectorial normado. Sean Lo y L1 dos

operadores lineales acotados de B en V. Para cada t € [0,1] definimos el problema Ly como
Li=(1—-t)Lo+tL;.
Si existe una constante positiva C' tal que
lzlle < CllLi(z)llv (2.4.13)

para cada t € [0,1]. Entonces L; mapea B en V sobreyectivamente si y solo si Lo mapea B en V

sobreyectivamente.

Demostracion. Comenzamos suponiendo que L es sobreyectiva para algin s € [0, 1]. Desde 2.4.13
concluimos que Ly es inyectiva, y por lo tanto V es, de hecho, un espacio de Banach isomorfo a B,
y podemos considerar su inversa

L7 :V—B.

Por otro lado, para t € [0,1] e y € V, la ecuacién L;(z) = y equivale a

Ly(x)=y+ (Ls — L)z
=y+ (t—s)Lo(z) — (t — s)L1(x).

Podemos escribir entonces

Consideremos la aplicacion

T:B—B
x> Te =L (y) + (t — s)L; (Lo — La)(x)

Y notemos que si |s — t| < & := (C (|| Lo|| + ||L1]))) ™", T corresponde a una contraccién, por lo que
por el teorema de punto fijo de Banach podemos concluir que T' es sobreyectiva para cada t € [0, 1],
tal que |s —t| < ¢. Dividiendo el intervalo [0, 1] en subintervalos de largo menor que ¢, vemos que si
L; es sobreyectivo para un t € [0, 1] dado, entonces debe serlo para cada ¢ € [0, 1], y particularmente

parat =0yt =1, por lo que concluimos el resultado. O

Como veremos mas adelante, el punto clave del uso de este método es dado por probar que el
conjunto

{t € [0,1] tal que, la ecuacién L;(u) = f tiene solucién}
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es conexo, lo cual usualmente correspondera a probar que es abierto y cerrado. Gran parte de las
veces la condicion de ser abierto es menos compleja, pues, en general esta es dada por el hecho de que
los conjuntos de aplicaciones invertibles son (en general) abiertos dadas las condiciones necesarias.
Por otro lado, para abordar la demostracién de que este conjunto es cerrado, es necesario utilizar

resultados de compacidad que generalmente revisten una mayor complejidad.

A continuacién, aplicaremos el método de continuidad para estudiar la existencia de soluciones para
el problema L(u) = f desde la ecuacién de Poisson Au = f utilizando soluciones para una familia
continua de ecuaciones que se encuentran entre Au = fy L(u) = f. Es decir, el resultado anterior,
en las circunstancias correctas nos permitird estudiar una ecuacién eliptica y sus soluciones(al menos
localmente en el caso de variedades) como la perturbacién de una ecuacién de Poisson, desde la cual

podremos deducir la existencia de soluciones para L(u) = f.

Teorema 2.4.7.

Sea Q C R™ un dominio de clase €>%, en el cual el operador L es estrictamente eliptico, con

coeficientes de clase €“(2) y con ¢ > 0. Si el problema de Dirichlet

Au=f en(,
u =@ sobre 0}

tiene una solucion u € €**(Q) para cada f € €*(Q) y p € €>*(Q), entonces, el problema

L(u) = Q,
W =f en (2.4.14)
u =@ sobre 02

también posee una solucion v € €**(Q) para cada f y @ como en el primer problema.
Demostracion. Por las hip6tesis, podemos asumir la existencia de constantes positivas A\ y A tales
que

NP < 3 ay(@)g6 Vee, ve R (2.4.15)
j.k=1

|aij|07a;ﬂ’ |bj 0,065825 ‘C|0,0¢;Q <A (2.4.16)

Por simplicidad, en adelante omitiremos el 2 en las normas provisto que no deja espacio a am-
bigiiedad en su interpretacién.

Notemos que es suficiente estudiar el problema para condiciéon de frontera cero, esto pues, conside-
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rando v = u — ¢ el problema 2.4.14 es equivalente a

Lw)=f—-L(p) =[, enQ
v =0, sobre 0N2.

(2.4.17)

Consideraremos entonces, la familia de ecuaciones
Li(u) :=tL(u) + (1 —t)Au = f, parat € [0,1] (2.4.18)

Notemos que para t = 0 obtenemos un problema tipo Dirichlet para la ecuacién de Poisson, mientras
que para t = 1 se obtiene el problema que deseamos estudiar, ademds, los coeficientes de L; deben
satisfacer 2.4.15 y 2.4.16 con

At =min(1,)), A; =mdx(1,A).

Si consideramos al operador L; como un operador lineal continuo entre los espacios de Banach
B, = {u € €%%(Q), tal que u = 0 sobre 9N} y By = ¢*(Q). La solubilidad del problema de
Dirichlet

Li(u)=f en Q

u =0 sobre 9f)

(2.4.19)

para algiin f € €®(f2) arbitrario serd equivalente a la invertibilidad de la aplicacién L;. Si denotamos

por u; a la solucién de este ultimo problema. Podemos encontrar que (ver [GT01][Teorema 3.7])
[utlo < Csup [ f(z)] < Clfo.al;
Te

donde C es una constante que solo depende de A, A y el didmetro de €. Asi, desde 2.4.12 obtenemos

utl2,a < Clflo,ar (2.4.20)
esto es,

”uH]Bh < C”LtUHBz
Donde la constante C' es independiente del ¢ en particular. Dado que, por hipotesis Ly = A lleva

sobreyectivamente B, en By, podemos aplicar el método de continuidad 2.4.6 obteniendo el resultado
deseado. O
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2.5. El operador Laplaciano en variedades de Kahler

La teoria de Hodge, llamada asi en honor a su desarrollador W. Hodge es un método de estudio de
los grupos de cohomologia de una variedad diferencial que utiliza ténicas del cdlculo diferencial y de
ecuaciones en derivadas parciales. Concluiremos este capitulo presentando la definiciéon dada desde

la Teoria de Hodge para operadores diferenciales, y en particular el operador Laplaciano.

En primer lugar, recordemos que si X es una variedad compleja, entonces, una métrica Riemanniana
g sobre X es una estructura hermitiana sobre X si para todo € X el producto interno g, sobre
el espacio tangente T, X es compatible con la estructura casi compleja I,.. Con lo anterior, la (1, 1)-

forma inducida
w:=g(I(-), ("))

es llamada forma fundamental, que en termino de coordenadas locales {z1,...,2™} se escribe

como

. m
1 . .
w=y > hijdz' Ad2
i,j=1
donde (h;;(z)) corresponde a una matriz definida positiva para todo z € X. Dado lo anterior (X, g)
se denomina variedad hermitiana y sobre sus algebras exteriores podemos definir los siguientes

operadores.

1) El operador de Lefschetz es el homomorfismo de fibrados vectoriales dado por

L:\NX— N\ X (2.5.1)

2) El operador » de Hodge, corresponde al emparejamiento definido para S € /\k X, como
*8 € N X que debe satisfacer la igualdad

aAxf = {a,f) - vol, Voze/\kX.

Es inducido por la métrica y la orientacion de X.

3) El operador dual de Lefschetz corresponde al operador adjunto a L, se define por la
condicién
k
(Ao, B) = (a, LB), VBe /\ X.

Ademsés A es de grado —2 y depende de la forma fundamental w y la métrica g.

Observacion 2.5.1.
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1. Para el producto exterior, x define un emparejamiento no degenerado

/\kX x /\"_kX — N\ X =vol R

2. Podemos ver que A es dado por

A:/\kX—>/\HX,

ar— (x o Lox) ()
Para esto, veamos que

(e, LB) - vol = (LB, ) - vol
= LB A*a
=wA B A*a
=B A (wA*a)
— (5, (L(xa))) - vol
= (B, (x "o Lox)(a)) - vol

De lo que concluimos la forma de A

Notacion 2.5.1. Denotaremos indistintamente A, L y * a la extensiones C-lineales de los operadores
de Lefschetz y Hodge ya definidos.

Como en el primer capitulo, consideramos las (p, ¢)-formas diferenciales con coeficientes suaves sobre
X como se presentan en la definiciéon 1.2.1 cuyo diferencial se obtiene mediante los operadores d y

0 como en 1.2.4. De esta manera podemos encontrar el operador adjunto de d, que corresponde a
d* = (=1)"F D+ od o x - FF(X) — FFTHX) (2.5.2)

Observacion 2.5.2. La definicion anterior puede presentarse para una variedad Riemanniana
(M, g). Esto nos permite ver, que si m = dimg(M) es par (como cuando es compatible con una

estructura compleja), entonces el operador adjunto anterior corresponde exactamente a
d* = —*xodox.

Considerando la definicién anterior del operador adjunto d* proponemos la siguiente definicién de
operador Laplaciano, que denominamos de Hodge-Laplace-Beltrami debido a su importancia en
teorfa de Hodge y sus aplicaciones en el estudio de ecuaciones diferenciales en variedades (en nuestro
caso, de Kéhler).

Definicién (Operador de Hodge-Laplace-Beltrami).
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El operador de Hodge-Laplace-Beltrami, o simplemente Laplaciano, se define como

AN x—N'x,

a— Aa = (d*d + dd*) () (2.5.3)

De la misma forma en que encontramos d* podemos definir * y & como sigue.

Definicién.
Sea (X,g) una variedad hermitiana, entonces, los operadores adjuntos por * de 0 y O se definen

como

0% := — %00 o %, (2.5.4)

—*

0 :=—%o0dox (2.5.5)

De esta manera, como el operador x de Hodge mapea </P9(X) en &/™~ 4" P(X), podemos ver que

*

APUX) ——s P LX)

5 ] -]

3]
Mn—q,n—p(X) [N dn—q,n—p—&-l(X)

es decir, 9*(«/P4(X)) C «/P~19(X). De igual manera, también viendo el diagrama andlogo para 0

=%

GPUX) oy gpal(X)
DA

%n—q,n—p(X) SN ﬂn—q-ﬁ-l,n—p(X)

concluimos que 9 (#/P4(X)) C «/P7~1(X). Utilizando la definicién anterior y nuestras observaciones

posteriores, podemos ver que que si (X, g) es una variedad Hermitiana, entonces

d* = —xodox
=—x0(0+ 5) o
= (—*000%)+ (—*0dox)
=8 +0
De manera que las aplicaciones de * se comportan de buena manera con los operadores d, 9 y 0.

Luego, de igual forma que con el operador d y d* podemos utilizar @ y @ como derivadas para definir

operadores Laplacianos respecto a estas derivadas.

Definicién.
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Sea (X, g) una variedad hermitiana, los operadores Laplacianos asociados a 0 y 0, respectiva-

mente, se definen como

Ay := "0 + 00" (2.5.6)
Ay :=09+09 (2.5.7)

Ast, para ambos operadores el bigrado es invariante, es decir,
DNy, Az P1(X) — FP(X).

Todos los operadores lineales y diferenciales que hemos introducido en esta seccién se enmarcan en
el contexto de variedades hermitianas. En el caso de variedades de Kéahler, es decir, variedades donde
la métrica g define una forma fundamental w cerrada (Recordar definicién en seccién 1.3) tendremos
que las propiedades de estos operadores son especialmente buenas. Precisaremos esto a continuacién

de los siguientes comentarios.

Observacién 2.5.3.

1. En algunos casos, se dice que una varitedad compleja X es de Kdhler si existe una estructura
o métrica Kdhleriana sin necesariamente fijar una. De forma mas precisa, nos referiremos a

este caso como variedades de tipo Kdhleriana.

2. Como en el caso de variedades diferenciales, que siempre admiten métricas de Riemann, toda
variedad compleja (de hecho, casi compleja) admite una métrica Hermitiana. Esto pues, si
consideramos una métrica Riemanniana g sobre una variedad compleja X podemos construir

una nueva métrica h compatible con una estructura (casi) compleja J como
1
h(u,v) = 3 (9(u,v) + g(Ju, Jv)).

3. De forma andloga, una métrica Hermitiana h sobre una variedad (casi) compleja define una
métrica Riemanniana g en la variedad diferencial subyacente. Esta se define como la parte real
de h, es decir

9= (h+h)

N | =

A diferencia del caso hermitiano, la existencia de una métrica Kdhleriana no es trivial, y de hecho, co-
mo hemos comentado entrega una serie de propiedades de interés para nuestro estudio. Comenzamos
introduciendo las identidades siguientes, denominadas, identidades de Kahler. Para esto, recor-
demos que el conmutador [4, B] de dos operadores de bigrado (a’,a”) y (V/,b"”) respectivamente,

y grado total a = a’ +a” y b=b + 1" se define como

[A,B] := AB — (-1)**BA. (2.5.8)
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Proposicién 2.5.1 (Identidades de Kéhler).

Sea (X, g) una variedad de Kdhler. Entonces, se tienen las siguientes identidades

1) [0, L] =10, [9*, L] = —id, [\, 8] = —id* y [A,0] =10 .

2) 0,8 ]=0y[0,07] =0.

3) Ag =0y = %A, ademds A conmuta con los operadores *, 0, 0, 0%, 5*, L yA.
Demostracion. Notemos que la primera y segunda relacién de (1) son conjugadas entre si, de igual
manera que la tercera y cuarta relacién. Ademads, la primera y tercera son adjuntas la una de la
otra. De esta observacién concluimos que las cuatro igualdades del punto (1) son equivalentes entre
si, por lo que basta probar solo una de ellas. Ver procedimiento en detalle en [GH78, Pag. 111-114],
este consta de probar el resultado primero para C™ y luego utilizar coordenadas adecuadas (cuya
existencia se asegura en 1.3.2) para demostrar la igualdad en una variedad de Kéhler.

Luego, podemos ver que en (2) las relaciones son conjugadas la una de la otra, de modo que probar

la primera sera suficiente para concluir este punto. Tenemos que
(09" +3°9) =0 (ié*) + (1990
= 0(AJ — OA) + (AO — ON)O

= 0ND — O*A + AD* — OAO
=0.

Lo que nos permite concluir el punto (2).

Probaremos ahora la ultima relaciéon. En primer lugar, tenemos la igualdad

A=0+8)(0"+0 )+ (0 +d)0+9)
= 00" +00 +00" +00 +00+90+09+0 0
= (80" +0"0) + (90 + 9 0) + (90 + 9 9) + (0" + 9*9)
= Ag+ Ay
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Para concluir, probamos que Ay = Az utilizando las identidades anteriores como sigue

—iAy = —i00" —i0*8 = O(—id*) + (—i0*)d

= 9(AD — DA) + (AD — DN)D

= 9AO — OOA + ADI — HAND
OND + OON — ADD — OAD
— [0(AD — 9A) + (AD — DA)D]
S [5@5) + (ié*)é}
= —iA;

O

Notemos que este resultado se formula en funcién del conmutador entre operadores diferenciales, esto
nos permite establecer que A conmuta con los operadores *, 0, 9, 0%, 5*, L y A. Hasta ahora hemos
visto a los operadores 0 y 0* y sus conjugados como definiciones que provienen de la aplicacién
del operador x de Hodge, pero estos son, en efecto, adjuntos formales entre si, para esto veamos
a continuacién una forma de entender 0* y 9" como los operadores adjuntos formales de 0 y 9
respectivamente. Para esto consideremos una variedad Riemanniana compleja (X, g), si llamamos h
a la extensién Hermitiana de g (como en la observacién 2.5.3), esta induce naturalmente un producto

Hermitiano sobre los fibrados de formas como sigue

Definicién.
Sea (X, g) una variedad Hermitiana compacta. Entonces se define un producto Hermitiano sobre

A& (X) por
(@, 8) ::/Xh(a,ﬂ)dvz/xww (2.5.9)

Utilizando este producto interno Hermitiano, podemos encontrar las siguientes descomposiciones

ortogonales para los espacios de formas alternantes sobre X.

Proposicién 2.5.2.
Sea (X, g) una variedad Hermitiana compacta. Entonces las siguientes descomposiciones son orto-

gonales respecto al producto (, )
1. La descomposicion de grado /¢ (X) = @pE(X).
2. La descomposicién en bigrado ¥ (X) = &piqerpdPI(X).
3. La descomposicion de Lefschetz o (X) = @;>o L' PF=%(X).

Este resultado nos dice que &/7'9(X) es un espacio vectorial infinito-dimensional dotado del producto
interno (-, ) y su norma inducida ||| = (¢, o). La completacién de &/P9(X) espacio con respecto a

este producto interno nos entrega el espacio de L?-formas de bigrado (p, q).
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Lema 2.5.1.
Sea X una variedad Hermitiana compacta. Entonces con respecto al producto Hermitiano (, ) los

operadores 0* y 8" son los adjuntos formales de O y O, respectivamente.

Demostracion. Sean o € &/P~19(X) y f € &P, luego por la definicién del producto (, ) se tiene

que

= [ daAnxp)—(=1)Pra-t / a A O(xP)
X X
Notemos que por el teorema de Stokes, la primera integral se anula dado que o A %3 es una forma

de bigrado
(pf 1,(]) + (nfpvnfq) = (nf 17”)

y por lo tanto d(a A x/3) es de grado (n,n), en consecuencia
I(a AxB) = d(a AxB).

Para la segunda integral la calculamos utilizando que x> = (—1)* sobre &/*(X) como sigue

/X a A OB) = ¢ / h(a, #(B(xB))dV

X
—. /X h(a, & B)dV
= —¢(a, 0"p)

donde £ = (—1)2"~(P+9+1 de modo que ¢ - (—1)P*9~1 = 1, de lo que concluimos el resultado para

0*, para su conjugado, el procedimiento es andlogo. O

Presentaremos ahora ##%(X,g), denominado como el espacio de k-formas arménicas respecto al
diferencial d (definido de forma usual, como en 2.5.3), y luego, podemos definir los espacios de
(p, q)-formas arménicas respecto a d. En general, cuando hemos fijado la métrica g se omitird su
escritura.

Se puede ver que la descomposicion en bigrado proporcionada por la proposicién 2.5.2 no preserva
esta nocién de funciones armoénicas, en este caso, serd mas natural considerar funciones arménicas

respecto a @ o 0, estas se definen a continuacién

Definicién (Espacios de funciones arménicas generales).

Sea (X,g) una variedad compleja Hermitiana. Una forma o € o/*(X) es llamada d-arménica si
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Az(a) = 0. Mds ain, definimos los espacios de funciones 0 armdnicas como

HE(X,9) = {a € AE(X)| Ag(a) = 0},

f%%p’q(X, 9) ={a e F2YX)|Ag(a) =0}.
De forma andloga, definimos una forma 0-armdnica y los espacios de formas 0-armdnicas %’“(X, g)
y Ay (X, g).

Lema 2.5.2.

Sea (X, g) una variedad Hermitiana compacta. Una forma o es 0-armdnica (resp. O-armonica) si y
solo sida =8 =0 (resp. do = 0" =0).

Demostracion. Notemos que para a € &/P9(X)
(Aza, ) = ((%* +5*5)a,a)
= (%%z,a) + (5*5a7a)
= (9°0,8"a) + (30, 80)

=9 al® + [[9all*.
Asi podemos ver que Az = 0 implica que |8 || = ||[@a|| = 0 0 equivalentemente que & o = da = 0
lo que concluye la demostracién, pues el caso J-armdnico es totalmente andlogo. O

Proposicién 2.5.3.

Sea (X, g) una variedad Hermitiana. Entonces

a) Se tienen las descomposiciones en bigrado para funciones armdnicas siguientes

(X, 9)= @ #UXg9)  y (X9 = P AUX9)

p+q=Fk p+q=k

b) Si(X,g) es de Kihler entonces ambas descomposiciones coinciden con

%k(ng)C: @ %p’q(Xag)
p+q=k

En particular, se tiene que
HH(X, g)c = H5 (X, g) = A5 (X, 9).

Demostracion. O
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Observacion 2.5.4. Se pueden establecer algunos hechos de gran utilidad sobre los espacios de
funciones armdnicas que hemos introducido hasta ahora, estos siguen de resultados conocidos sobre

funciones armonicas sobre variedades Riemannianas y del dlgebra lineal sobre variedades Hermitia-

nas. Detallamos algunas de estas propiedades a continuacion

a)

b)

En general, seria muy conveniente tener resultados de isomorfia y descomposiciones similares para

los grupos de cohomologia. Para esto, es necesario presentar el teorema de descomposicién de Hodge

Si (X, g) es una variedad Hermitiana. Entonces el operador x de Hodge induce un isomorfismo

C-lineal
*: HPUX, g) 2" ITP(X, g).

De hecho, x induce un morfismo
*: IPUX) — F"TI"TP(X)

sobre cualquier variedad Hermitiana. De forma similar, se tiene el isomorfismo
AN (X, g) = ATP(X, g).

Si (X,g) es una variedad Hermitiana compacta y conexa. Entonces el emparejamiento

A (X, g) x A TE(X,g9) — C

(o, B) — / alNp
X
De hecho si 0 # a € e%%p’q(X, g) entonces xa € %gl_p’"_q(X, g) y se tiene que
/ o A # = a2 > 0.
X

Esto nos dd la dualidad de Serre para formas armdnicas

AL, g) = AT, )

Aqui, este resultado es una consecuencia de la introduccion a teoria de Hodge que hemos

realizado en esta seccion (el desarrollo original del resultado se puede ver en [Ser55]).

Si (X, g) es una variedad de Kdhler de dimensidn n, entonces, para todo k <n y0<p <k el

operador de Lefschetz (definido en 2.5.1) define un isomorfismo

LR k(X g) = R R (X g)

y algunas de sus consecuencias.
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Teorema 2.5.1 (Teorema de descomposicién de Hodge).
Sea (X, g) una variedad Hermitiana compacta. Entonces existen las dos siguientes descomposiciones

ortogonales
API(X) = 0a/P" (X)) @ HPNX, g) ®O*APTH(X)

APUX) = 0P HUX) @ ALK, ) B D PTHI(X)

Donde j%p’q(X, g) es un espacio vectorial de dimensidn finita, y cuando (X, g) es de Kdhler, entonces
Hy (X, g) = A7(X, g).

Para este teorema, la demostracién de la ortogonalidad viene de la aplicacién del producto Hermi-
tiano definido en 2.5.9 y la ultima afirmacién es consecuencia de la tercera identidad de Kéhler (Prop.
2.5.1). El punto critico de la prueba es la existencia de tal descomposicién, para ver los detalles de
esto ver [Huy05, Pag. 128-130).

Veamos ahora, como esta descomposicién nos permite relacionar los espacios de formas armodnicas

con los grupos de Cohomologia (en particular, de Dolbeault).

Corolario 2.5.1 (Isomorfismo de Hodge).

Sea (X, g) una variedad Hermitiana compacta. Entonces, la proyeccion

SEP(X, g) — HP(X) (2.5.10)

a+— [o] € HPI(X)

es un isomorfismo.

Demostracion. Como toda forma a € %%p’q(X, g) es O cerrada, proyectarla a su clase de Cohomologia
de Dolbeault [a] € H”“(X) define canénicamente una aplicacién (X, g) — H”?(X).

Mids aun, como %*6 =0 si y solo si 5*6 = 0, podemos ver que
ker (5 cP(X) — ,sz%p"”'l(X)) =0(FPT (X))@ j%p’q(X, 9).

De hecho, 9" 8 = 0 nos dice que 0 = (98 3, 8) = ||95]|2. De lo anterior concluimos que 2.5.10 define

un isomorfismo. O

En consideracién del teorema de descomposicién de Hodge, podemos ver que el espacio de (p, q)-
formas armonicas aparece en ambas descomposiciones. El siguiente resultado ejemplifica algunas

consecuencias directas de este hecho.

Corolario 2.5.2 (90-lema).
Sea (X, g) una variedad de Kdhler compacta. Si una (p,q)-forma « es d-cerrada, es decir, da =0 .

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
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(1) a € FET(X) es d-exacta, es decir, a = df para algin § € FET7(X).

(2) a € @PT9(X) es D-eracta, es decir, a = Of para algin B € o/P~19(X)

(3) a € ZPH9(X) es D-exacta, es decir, a = OB para algin B € /P9~ 1(X)

(4) a € &/PT9(X) es d-exacta, es decir, a = OB para algin B € /P~ H971(X)

(5) a € FPT4(X) es ortogonal a #P9(X,g) para g una métrica de Kdhler cualquiera sobre X .

Demostracion. Notemos que en la condicién (5) no necesitamos especificar respecto a que operador
es armonica la forma « pues estamos en el caso Kéhler.
Por otro lado, utilizando la descomposicién de Hodge podemos ver que (5) es consecuencia de todas
las otras condiciones. Mas aun, tenemos que (4)=>(1),(2) y (3). De esta manera, serd suficiente
demostrar (5) = (4).
Si a € @/P14(X) es d-cerrada (y por lo tanto d-cerrada) y ortogonal al espacio de formas arménicas
HP1(X, g), entonces la descomposicién de Hodge respecto a d nos dice que existe un v € &/?~19(X)
tal que a = 9. Ahora aplicamos la descomposiciéon de Hodge respecto a 9 sobre «. Esto nos dice
que

v =08 +5*ﬂ/ + 6"
Donde 3" es una forma arménica, 3 € &P~ 14(X) y B € @/PT19(X). De esta forma, sigue que

a=008+0 B

Utilizando que 00 =-8°9 y que Oa = 0 concluimos que %*8& =0.
Finalmente, como

(08"°98',08') = |9 98'|)*

de lo que concluimos que

99" p = —8 98 = 0.
Por lo tanto, o = 99p. O

Se puede establecer una version local del dd-lema (con X un polidisco). En este caso la condicién
de Kéahler no es necesaria. Esto muestra que una importante consecuencia de la condicién de Kéahler
es que esta permite extender resultados de forma global.

Para concluir este capitulo, presentamos una tltima consecuencia del teorema de descomposicién
de Hodge, que establece la existencia de una descomposicion con independencia de la estructura de
Kaéhler.

Corolario 2.5.3.
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Sea (X, g) una variedad de Kdhler compacta. Entonces existe una descomposicion en bigrado para

los grupos de cohomologia
H*(X,C)= @ H(X). (2.5.11)

p+q=k
Esta descomposicion no depende de la estructura de Kdhler escogida.

Mds atin, con respecto a la conjugacion compleja sobre H*(X,C) = H*(X,R) ® C, se tiene que

HP(X) = H"P(X)
y por dualidad de Serre obtenemos que
HPI(X) = H" P 9(X)*.
Demostracion. La descomposicién en cuestién es inducida por

H (X,C) = #M(X.g)c = ) #7(X.9)= @ H(X),

pt+q=k p+q=k

que a priori podria depender de la métrica de Kéhler g. Sea ¢’ otra métrica de Kahler. Los espacios
HPUX, g)y H#P1X,q") se identifican naturalmente por

HP(X, g) = HPI(X) = #P(X, ).

Sea «a € J#P1(X,g) y denotamos al elemento correspondiente en 74(X, g') por o’. Probaremos
que las clases de cohomologia asociadas [], [/] € H*(X, C) coinciden.

Dado que a y o' inducen el mismo elemento en H”?(X), estos deben diferir por algiin elemento J-,
es decir,

o =a+0y.

Pero d0y = d(a’ — a) = 0. Més atin, v es ortogonal a % (X, g)c. Por la descomposicién de Hodge

con respecto al diferencial exterior d esto nos da que
Oy ed (e 1(X))

y por lo tanto, [a] = [/] € H*(X,C). Los puntos (a) y(c) de la observacién 2.5.4 nos dén la tltima

afirmacion respecto a la conjugacién en cohomologia y la dualidad de Serre. O

Como ya hemos mencionado, la descomposicién en bigrado

H*(X,C)= @ H(X)

p+q=k

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



102 CAP{TULO 2. ESPACIOS DE HOLDER Y TEORIA DE SCHAUDER

y de la misma forma, la conjugacién compleja

HPI(X) = HYP(X)

son aspectos topolégicos y/o diferenciales de X, de hecho, estos no dependen de la eleccién de la
estructura de Kéhler. Se puede detallar que los operadores * de Hodge y los adjuntos que define por
el operador de Lefschetz L y A dependen tnicamente de la clase de Kéhler [w] € H"!(X), esto se
detalla en [Huy05, §3.3] y [dC07, Cap.7]
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Capitulo 3

SOLUCIONES DE YAU Y AUBIN A
LA CONJETURA DE CALABI

Si bien algunos de los puntos tratados en los primeros dos capitulos de esta memoria podrian pa-
recer disconexos, el estudio de ecuaciones en derivadas parciales en variedades que da lugar a los
formalismos de la teoria de Hodge que presentamos en la seccién 2.5 es precisamente la herramien-
ta que se ha utilizado primordialmente para estudiar la existencia de métricas de Kéahler-Einstein.
Recordemos que una métrica Riemanniana es también de Einstein si su tensor de Ricci es propor-
cional a la métrica en cuestién, y que si en adicién, la métrica es de Kahler, estd se denominara
de Kahler-Einstein, en otras palabras, buscamos métricas de Kéhler w € Hl’l(X ) satisfaciendo la
ecuacion

Ric(w) = Aw (KE)

para algin A € R. En la seccion 1.9 discutimos que reescalando podemos asumir que A € {—1,0, 1}
de modo que podemos reducirnos a estudiar soluciones para las igualdades de (1, 1)-formas

Ric(w) = —w, Ric(w) =0 o Ric(w) = w.

Como sabemos mediante la curvatura de Ricci, podemos definir la primera clase de Chern

1

er(X) 2

[Ric(w)] € H*(X,Z)

que es independiente de la métrica w. De esta manera, para estudiar la existencia de métricas de
Kéhler-Einstein sobre X, la clase ¢1 (X)) debe ser positiva, nula o negativa como clase de cohomologia.

En este capitulo tenemos como objetivo estudiar el caso de una variedad de Kéhler compacta X
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104 CAPITULO 3. SOLUCIONES DE YAU Y AUBIN A LA CONJETURA DE CALABI

con ¢1(X) < 0. Para este caso, recordemos el teorema de Aubin [Aub78] y [Yau78] que asegura la

existencia de soluciones.

Teorema 3.0.1 (Aubin-Calabi-Yau).
Sea X una variedad de Kdhler compacta con c¢1(X) < 0. Entonces existe una dnica métrica de
Kihler w € —2meq (X)) tal que

Ric(w) = w.

Luego de establecer este resultado utilizando las estimaciones de Schauder introducidas en la seccién
2.4y el método de continuidad nos enfocaremos en estudiar el caso ¢;(X) = 0, para el cual el teorema
de Yau [Yau78] implica que cada clase de Kéhler contiene una métrica de Kahler-Einstein, que debe
ser Ricci plana. Finalmente, y para concluir este capitulo se discutird la existencia de soluciones
para el caso ¢1(X) > 0, para el cual se evidenciardn las obstrucciones algebro-geométricas para la

aplicacion del método que proponemos asi como para la misma existencia de soluciones.

3.1. Teorema de Yau, existencia de Métricas de Kahler Einstein para ¢;(X) < 0.

Como mencionamos anteriormente en esta primera seccién trataremos el problema de existencia de
métricas de Kéahler-Einstein en variedades de Kahler de curvatura negativa. Para esto, dividiremos
el trabajo en las siguientes etapas, en primer lugar deduciremos la ecuacién de tipo Monge-Ampere
cuya solubilidad nos permitiréd establecer la existencia de métricas y posteriormente, aplicaremos el
método de continuidad utilizando estimaciones a priori dadas por las aproximaciones de Schauder
y una aplicacién adecuada del teorema de la funcién implicita concluiremos la existencia de una

métrica Kahlerianas que satisface la condiciéon de Einstein.

Deduccion de la ecuacion Monge-Ampere para métricas de Kahler-Einstein

Comenzamos reescribiendo la ecuacién KE en términos de potenciales de Kéhler. Consideremos wy
una métrica de Kihler cualquiera en la clase —2mci(X), es decir, [wo] = —2me1(X) € H*(X,R).

Aplicando el 99-lema, obtenemos que existe una funcién suave F sobre X tal que
Ric(wp) = —wp + i00F (3.1.1)

Asi, si tomamos w = wy + i0d¢ como otra métrica de Kihler en la clase [wg]. Entonces,

Ric(w) — Ric(wp) = —i0d log % (3.1.2)
0
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De esta forma, para asegurar que Ric(w) = —w podemos obtener una condicién suficiente como sigue

Ric(w) — Ric(wp) = —id0 log w—n
“o

. cam . W

& —w+wy — i00F = —iddlog —-.
“o

& —109p = 100F — i00log — . (3.1.3)

Wo

Notemos que este es el caso si podemos encontrar soluciones para la ecuacién de tipo Monge-Ampere
compleja
det(wg + 100¢) = ef Tewy (MA)

Esto pues, podemos derivar 3.1.3 desde MA como sigue

(wo +100p)™ = e TPwp = W = e TPup

n
Fto _ W

n
Wo

= e

n

=>F+<p:10gw—n

“o

. g @

= —100(F + ¢) :18810gﬁ
0

Con esta formulaciéon ya podemos probar la unicidad de soluciones afirmada por el teorema 3.0.1,

esto mediante el siguiente lema.

Lema 3.1.1 (Calabi).

Sobre una variedad de Kdahler compacta X existe a lo mas una métrica w € —2mwey1(X) tal que
Ric(w) = —w.

Demostracion. Supongamos que Ric(wg) = —wg, de forma que en 3.1.1 podemos tomar F' = 0. Si

w = wp + 100y también satisface que Ric(w) = —w, entonces por MA obtenemos que
(wo +100p)™ = ePwi.

Como ¢ es continua sobre la variedad compacta X tenemos que alcanza su minimo, digamos en

p € X. Escogemos las coordenadas locales z1, ..., 2z, en torno a p, de esta forma
det (gﬁ + (%-8590) = e¥ det (gjg) ,

pero en p la matriz Hessiana 0;0-¢ es semidefinida positiva (condicién necesaria de segundo orden
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para un extremo local), por lo tanto, para z € C™ tenemos que
T T
x (gjg + ajaw) T > g
—x' (ng + @8590) x < _IngECC
Utilizando la monotonia de la funcién exponencial y de la integracién se tiene que
T( _ T
exp (—x (gjk + 87%@) a:) < exp (—x gjkx)
/ exp (—xT (gjg + 3jag<p> x) dr < / exp (—ngjEx) dx
X X

Finalmente, notando que esta corresponde a una integral Gaussiana podemos encontrar que

1

1
<
\/ det (g7 + ;05 Vdetlyz

De lo que concluimos que
det (g5 + 9;95¢) (p) = det(g,)(p)

y en consecuencia ¢(p) > 0, pero como asumimos que ¢(p) es minimo, se tiene que ¢(x) > 0 para

todo z. De la misma forma, podemos ver que si ¢ alcanza su maximo en tal punto p € X entonces

det (gjg + ajaw) (p) < det(g,7)(p)

de lo que podemos concluir que tal maximo ¢(p) es no positivo, es decir, ¢(p) < 0, pero como antes,
como este es un maximo en realidad se tiene que p(x) < 0 para todo z. De esta forma vemos que

¢ =0y por lo tanto w = wy. O

Para resolver la ecuacién de Monge-Ampere utilizaremos el método de continuidad introducido en
2.4.6. Para esto introducimos una familia de ecuaciones dependiendo de un pardmetro ¢ € [0, 1], que
para t = 1 es la ecuacién MA y para t = 0 corresponde a una ecuacién mas simple. Utilizaremos la

familia dada por

+i09p)" = etFeup
(wo + 100¢) e wg (MA,)

wo + 109y es una forma de Kahler

para t € [0,1]. Asi, para probar el teorema 3.0.1 debemos verificar las siguientes 3 condiciones

respecto al conjunto

S ={s€]0,1] | La ecuacion MA; tiene solucion en t = s}
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(1) S # 0, que en nuestro caso se tiene pues podemos resolver MA; para t = 0.

(2) Si MA; tiene solucién para algin ¢ < 1, entonces, para un € > 0 suficientemente pequeno
también podemos resolver la ecuacion para t+c. En espacios de Banach utilizando el teorema de
la funcién implicita (cuya formulacién adecuada presentaremos mas adelante), esta condicién

se traduce en que S sea un conjunto abierto.

(3) Si para algin s € (0,1] podemos resolver MA; para todo ¢ < s, entonces también podemos

resolver la ecuacién para t = s.

Este ultimo punto resulta ser el corazén del problema, pues se traduce en que S es un conjunto
cerrado, que pasard por resultados de compacidad y/o convergencia de las estimaciones de
Hoélder de las soluciones, como adelantdbamos en los comentarios hechos sobre el método de

continuidad.

Probaremos que se tiene el punto (2), para lo cual recordaremos el enunciado del teorema de la

funcién implicita en espacios de Banach.

Teorema 3.1.1 (Teorema de la funcién implicita).
Sean X un espacio vectorial normado e 'Y, Z dos espacios de Banach. Sea Q) un conjunto abierto en

X XY y sean (z,y) € Q y la aplicacion F : Q — Z tal que
1) Fe(QX).
2) Existe la derivada OyF sobre Q, y se tiene que 0,F € €(Q, 2).
3) F(xo,y0) =0 € Z y 0yF(x0,Y0) es un operador lineal invertible.

Entonces existe U(xg) vecindad abierta de xg y V(yo) vecindad abierta de yg, tales que U(xp) X

Vyo) C Q y existe una iUnica funcién continua ¢ : U(xg) — V(yo) tal que
1) ¢(zo) = yo-
2) Ve €Ulxo), y=¢(x) <« V(z,y)€U(xo)x Vi), Flz,y)=0

Proposicién 3.1.1. Supongamos que la ecuacion MA, tiene una solucion suave para algin t < 1.
Entonces para todo € > 0 suficientemente pequenio también podemos encontrar una solucidn de la

ecuacion para t + e
Demostracion. Definamos el operador
F:€%(X) x[0,1] — €"*(X)

(wo + 109p)™ B

0

(p,t) —> log o —tF
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Por hip6tesis tenemos una solucién suave @y tal que F(p;,t) =0y wy = wo + i@&ot es una forma de

Kahler. Para aplicar el teorema de la funcién implicita, calcularemos la derivada de F' en la direccién

¥, en el punto (¢, t)

+ 99, n—1
aF (g0 ) [0, 0] = "L = Ay -y

t

donde A; es el operador Laplaciano respecto a w;. Si escribimos
L(y) = Ay — .

Notemos que si A1) — ¥ = 0 entonces calculamos en funcién de w; lo siguiente

|k = [ vaw

o AL
M

De lo que concluimos que A1) — ¢ = 0 implica que fM [|2dV; = 0 y por lo tanto ¢ = 0, es decir

ker(L) = {0}. Si consideramos u € L (M), utilizamos las identidades de Green para ver que

/M (A —p)u= / (uAith — ur)

M

= /M (ViuVih — Yu)
= [ (@we =

De lo que concluimos que L* = L y por lo tanto ker(L*) = {0}. Se puede probar (ver [Szé14, Teo.
2.13]) para k € Ny o € (0,1) el isomorfismo

L: (ker L) N€**29(X) = (ker(L*)" N€**(X)

Asi, ker(L*) = {0} implica que
L:6%(X) = ¢h(X).

El teorema de la funcién implicita para espacios de Banach implica que para s suficientemente cercano
a t existen funciones ¢s € €3(X) tal que F(ps,s) = 0. De igual manera, para s suficientemente
cercano a t las funciones ¢, ¢; € > (X) también se encuentran cerca de tal manera que wo+i00¢s
es una forma positiva.

Antes de entrar de lleno en la regularidad de ¢ consideremos lo siguiente,
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Observacién 3.1.1. Escribimos la igualdad F(ps,s) = 0 en coordenadas locales como sigue
log det (gﬂ + @-85%) — log det (gjg) —ps—sF =0
si ahora derivamos esta iqualdad respecto a una variable 2° obtenemos que

Oy <log det (gjg + 8]-3E<ps>) — Oy (log det (gﬁ>) — Opps — SO =0

es decir
det (ng + ajaws)fl - Oy (det (gﬂ + ajaws)) — Op (log det (gﬁ)) — Opps — sOyF = 0.

Si (gs)ﬁ corresponde a la metrica inversa a (gs)ﬁ =95+ 0;0¢ps, podemos utilizar la igualdad de

Jacobi' para ver que la igualdad anterior se reduce a

det (9]% + 5jé‘ws) B [det (gj; + 3jaws) (gs)" 0, (gjz + 53'5@905)]

/ <log det (gﬁ)) — Opps — SO F = 0.
o equivalentemente
(g2)7* (aegjg + 8@@'%%) — O¢logdet(g,z) — Orps — s0.F =0

Veamos ahora que @, es de hecho suave. Por la aplicacién anterior del teorema de la funcién implicita,

sabemos que _
(wo + 109ps)"

- — s —sF =0.
wo

log

En coordenadas locales, es decir con componentes de wy de la forma g % podemos escribir la ecuacion

anterior como
log det (gﬂ + 8]-85%) — log det (ng) —ps—sF =0

Como ¢, € €>%(X), podemos diferenciar esta igualdad respecto a 9y := %, ademsds si consideramos
la métrica (asociada a wi) (gs);5 = 9;5 + 0;0pps v su inversa (gs)’* obtenemos por la observacién
anterior que
- =
(95)* 050k (Orps) — Or = O F + 9y log det(g,5) — (95)" Deg -

1Esta férmula se utiliza para expresar derivadas del determinante de una matriz A en funcién de su adjunta y las
derivadas de A, esto es

8, det(A(2)) = tr (adj(A(2)) - ; A(2))
= det(A(z)) - tr (A(z)_1 -0 A(2))
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Si consideramos el operador lineal eliptico definido por la igualdad anterior, es decir, un operador

E(Osps) = h que tiene por argumento ¥ = 9pys, se tiene que
E = (gs)ﬁajag —1d.

Como s € €**(X), los coeficientes de E son elementos de €1+*. Luego 97 € ¢*“, y por lo tanto,
s € €. Sirepetimos este proceso podemos concluir que ¢, € €, e inductivamente encontramos

que en realidad @5 es suave, por lo que concluimos el resultado del Lema. O

La ultima parte de la demostracion anterior consiste en un proceso denominado “Bootstrapping .

Para poder realizar el paso al limite que necesitamos para ver que se verifica el punto (3) del método
de continuidad, y que nos permite asegurar que la condicién de Kahler se mantiene para wy, esto
corresponde a la siguiente proposicion, y que lograremos probar a través de los resultados de las

siguientes dos secciones.

Teorema 3.1.2.
Existe una constante C > 0 que depende solamente de X,wog y F tal que @, satisface MA; para
algin t € [0,1], tal que

<ng + ajagcpt) > ! (ng) >0

Donde los términos 9% corresponden a las componentes de wgy en coordenadas locales y la desigualdad

de matrices anterior significa que la diferencia es definida positiva. Ademds, se verifica que

llotllgs.oxy < C,

para la norma de Holder respecto a la métrica wy.

Antes de empezar con la prueba de este resultado, veamos que, en efecto este implica la condicién
(3) del metodo de continuidad.

Proposicién 3.1.2.
Asumiendo que se tienen las condiciones del teorema 3.1.2. Sea s € (0,1], si se puede resolver MA;

para todo t < s, entonces, también se puede resolver para t = s.

Demostracidn. Sea una sucesién de nimeros {t; }ien tal que t; < s y tal que lim¢; = s. Esto da

lugar a una sucesién de funciones ¢; que satisfacen
(wo + i@ggoi)n = elif teigm, (3.1.4)
El teorema 3.1.2 nos dice que todas las métricas de la forma

wy; = wo + 10dyp;
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son acotadas inferiormente por una métrica definida positiva, de modo que el limite de la métrica
wy,, es decir wy +100¢ es también definida positiva. Notemos que a priori, ¢ € €*, de manera que

aplicando boostrapping como en el 3.1.1 para concluir que ¢ es en realidad suave. O
Como ya comentamos, en las siguientes secciones desarrollaremos estimaciones de operadores dife-
renciales de distinto orden utilizando las estimaciones de Schauder.

Estimaciones continuas y de segundo orden.

Necesitamos probar el teorema 3.1.2. Para esto, simplificaremos la notacién de la ecuacién en cuestién
escribiendo
(w+ i@&o)n = ef' ey (3.1.5)

y escribimos 9, para las componentes de la métrica w en coordenadas locales. Asi, méds adelante
aplicaremos los resultados siguientes para tF' en vez de F'.

Comenzaremos presentando estimaciones de tipo 4° mediante el siguiente lema.

Proposicién 3.1.3 (Estimaciones ¢°).

Si @ satisface la ecuacion 3.1.5, entonces
sup || < sup [F].
X X

Demostracion. Supongamos que ¢ alcanza su maximo en p € X. Entonces, en coordenadas locales,

la matriz ;07 es semidefinida negativa en p, entonces

det (ng + 3j5‘E<P) (p) < det (ng) (p)
Utilizando la ecuacién 3.1.5 obtenemos que

det (gjg + 8jagcp> (p)
det (gj;) (p)

= F'(P)+el) <« 1

Y por lo tanto, obtenemos que F(p) + ¢ (p) < 0, o equivalentemente, p(p) < —F(p). Como ¢ alcanza

su maximo en p, esto nos dice que

¢(p) = sup p(z) < —F(p) < sup F(x).
zeX rzeX

De forma analoga, si suponemos que ¢(p) es minimimal, tenemos que 0;0;¢(p) es semidefinida

negativa, entonces

det (9,5 + 0,050) () > det (g,7) (),
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y por lo tanto como en el caso anterior, concluimos que

eF(P)+e(p) >1

y consecuentemente, ¢(p) > —F(p). Podemos entonces escribir

o(p) = Inf p(x) > —F(p) > gg)f({*F(z)}

Hemos obtenido que para todo ' € X

—sup F(z) < inf ¢(z) < ¢(z') < sup p(x) < sup F(zx)
zeX zeX reX rzeX

de lo que concluimos el resultado. O

Para obtener estimaciones de las segundas derivadas de ¢, como en la seccién 2.4, bastara con
encontrar estimaciones del Laplaciano Ay para establecer estimaciones de los términos fuera de la

diagonal de la matriz Hessiana de . Si escribimos en coordenadas locales

/

97 = 957 + 0305

—1

y utilizamos la convencién de Einstein para la suma, podemos escribir para g/* := z
J

9" 5 =" g5 + 7 0000
=tr(Id,) + tr(Hess(y))
=n+Ap

Notacion 3.1.1. En adelante, escribiremos segun las siguientes definiciones

trgg" == ¢'*g' %, (3.1.6)
ik
trgg == g"” 9% (3.1.7)
Escribimos ademds, A" para el Laplaciano respecto a la métrica g'.

Con esta notacidon en mente, el paso clave para establecer estimaciones de segundo orden es el

siguiente resultado.

Proposicién 3.1.4.

Eziste una constante B que solo depende de M y g tal que

ik R’
g Rjg

/

Alogtr, g’ > —Btry g —
ogtry g > ry g i, g
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4 . . . Ve .
donde RjE es la curvatura de Ricci asociada a la métrica g'.

Demostracion. Calcularemos en coordenadas normales para la métrica g en torno a un punto p €
X. ademas podemos asumir que ¢’ es diagonal en p dado que toda matriz Hermitiana puede ser

diagonalizada por una transformacion unitaria. En particular, en p tendremos que

n

n n -
trg g/ _ Zg/ﬁ’ trg/ g= ng] — Z 1
i=1 j=1

!/ _
j:lgjj

De esta forma, en el punto p podemos calcular
A/ tI‘g g/ — g/pqap&q (gjkg/jE>
_ g/pﬁ (81,65ng) gle n g/pﬁng (ap%g/]%)
& = = T R N
— g™ (ap%ggk> g/jE _ g/pqgij/jEm 4 gPgik g (8jg/pg) (8E9/a§) .
Usando que g es diagonal podemos ver que

n
g/Pq (81)(9(7) g,jE — Z g/ppg/jgap&pgjj
p.J=1

n —
/PP 1
-B Z 9 955
pJ=1

—Bl(try g)(try g')

%

donde B es el mayor término de la forma —8paﬁgﬁ. Y por otro lado, se verifica que

P49 1>/ _ pl
9 R jrpg = B %
Entonces,
n
A'trgg' > =Bty g)(try o) — g R 7+ > g7 0;9 |’ (3.1.8)
p,J,a=1

Notemos que

log (try ¢') = log (Z g'“)

i=1
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Luego, calculamos los términos del Laplaciano como

d5log (log (try ¢')) = 05 (log <Z g’”>>

i=1

=1

Sumando sobre el indice j obtenemos que

n

[(@- try g') (%trg g’)}

Altry g =
A'logtry g’ = rglg _ 3= —
trg g (trg g)
Aty "Bty ) Oyt g) 5.19)

try ¢’ (trg g’)? o

De esta manera, concluimos que
ng / 1 n 1 n
T o _
Allogtryg' = =Bty g = ——2t+ o0 > 970" W00l — rm 22 9" (909 aa) (056'ip)
trgg"  trgg’ =, (trgg')? &

Notando que los dos primeros términos del lado derecho de la ultima desigualdad corresponden al

resultado que buscamos es que notamos que basta probar que el resto de términos sea positivo. En
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efecto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos lo siguiente

n
Z g/PP Pg aa &g bb Z Z \/ /pp Pg aa \/ g/pﬁ (aﬁglbg)

p,a,b=1 a,b=1p=1
os n n 1/2 n B 1/2
2y (Zg’”lapg o) (Somassr)
a,b=1 =1 q=1
n 0o 1/2\ 2
= (Zg/pp|apg/aa|2>
a=1 \p=1
" 1/2\ 2
= Z g/aa (ZQIPP /aa P /aa|2>
a=1 =
os [ ’ . /PP /bb 2
< ZQ aa@ Z g 10p9" 43
a=1 b,p=1

b5
= trg g’ Z glpp "10pg’ bb‘Q
b,p=1

Dividiendo por (tr, g')? obtenemos que

1 - |23 1 - pp _saa 2
(tI‘ /)2 Z g/ (apg/aﬁ) (&Pg/bg) § tr / Z gl ! |apg aa‘
99 pap=1 99 dp=1
< 1 zn: /PP /aﬁ|8 ! ‘2
= 7trg g 9 9 Y ja
a,j,p=1

Notemos que los términos de esta 1iltima suma son positivos. Ademads, usando la condiciéon de Kéhler,

es decir 0,9’ ;7 = 0;9 5, obtenemos la cota deseada. O

Utilizaremos ahora el resultado anterior para establecer estimaciones para todas las derivadas de

segundo orden

Proposicion 3.1.5.

Eziste una constante C' que depende solamente de X, w, supy |F|, y una cota inferior para AF tal

que la solucion ¢ de 8.1.5 satisface

C_l (%E) < <QJE+ a]aE(P) <C (gjz)
Demostracion. Escribiendo ¢’ ET 9% T 0;0¢p como antes, la ecuacién 3.1.5 implica

R iz = 0;0pF + 0;0pp — Ry, = 0;05F + ¢ ;. — g5, — Ry (3.1.10)
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Usando la proposicién anterior, obtenemos la cota siguiente

AF +trg¢g —n—R
try g’

A'logtry g’ > —Btry g+

)

donde R corresponde a la curvatura escalar de g. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se

tiene que
(trg g')(try 9) = (Z 9“) Z L > Z Z 1] =n?
i=1

i1
=19 J=1i=1

y como estamos asumiendo una cota inferior para AF', tenemos una constante tal que
A'logtryg' > —Btry g — Ctry g.

Notemos que -~ _
T T
Ao =g"" 8,000 = g"” (g/g% + 9j%> =n—trgg.

y por lo tanto, si consideramos A := B + C' + 1 encontramos que

A’ (logtry g' — Ap) = A’ (log try g') — AA @

(logtry g') — A(n —try g)
(logtryg') — An + Atry g

A/
A/
> —Btrygg—Ctrgg— An+ Atry g
=try g — An

Ahora, si suponemos que log, g — Ap alcanza un méximo en p € X. Entonces
0> Al (logtrg g’ — Ap) (p) = trgg(p) — An

por lo tanto
trg g(p) < An. (3.1.11)

Escogiendo coordenadas normales para g en p € X tal que ¢’ es diagonal sobre p. Entonces 3.1.11

implica que para p tenemos
1

o g" <An, Vie{l,...,n}. (3.1.12)
Pero la ecuacién 3.1.5 nos dice que en p

n

Hg/ﬁ — F')t+e) < ¢ (3.1.13)

i=1

Para alguna constante C1, cuya existencia es dada por asumir que sup |F|, luego la proposicién 3.1.3
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implica la estimacién correspondiente de sup |¢|. Ahora, los resultados 3.1.10 y 3.1.11 implica que

existe una constante Cs tal que
gl,ﬁSCQ, Vi € {1,...,n}.
En particular
trg g'(p) < nCs.

Dado que logtr, g’ — Ay alcanza su maximo en p, tenemos que para cada z € X

log try ¢'(z) — Ap(x) < logtry g'(p) — Ap(p) < log(nCs) — Ap(p)

de forma que la proposicién 3.1.3 podemos encontrar una cota sup |F| y por lo tanto para alguna
constante C3 se tiene que

suplogtry ¢’ < Cs.
X

Si repetimos el mismo proceso escogiendo coordenadas normales para g para las cuales g’ es diagonal,
usamos los resultados andlogos a los anteriores nos permiten concluir nuestro resultado como sigue:
Como ¢’ es diagonal, existe una cota superior de los términos ¢’;(x) para todo i. La desigualdad

3.1.11 se tiene para « también, de forma que obtenemos una cota inferior sobre cada ¢’ ;(z). O

Hasta ahora, hemos encontrado estimaciones de orden cero, estimaciones sobre el operador Lapla-
ciano y como extender estas a todas las derivaciones de segundo orden mediante las proposiciones
3.1.3 y 3.1.4. En la siguiente seccién veremos la construcciéon para obtener estimaciones de orden

superior para una funcién ¢ que satisface la ecuacion 3.1.5.

Estimaciones de orden superior.

Si denotamos por ﬁﬁ a la métrica fija (que en el capitulo anterior escribimos como ng) y escribimos

nuestra nueva métrica de Kahler como
9;% = 9;5 + 005

Es decir, en la escritura del capitulo anterior.

Usaremos la ecuacion 3.1.10 para la curvatura de Ricci, que escribimos como sigue

Ryp=—g5+T; (3.1.14)

J

para
ij = *3j35F + gjg + RjE

Donde Rz es la curvatura de Ricci de la métrica (desconocida) g. Usando la proposicién 3.1.5
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sabemos que existe una constante A tal que

A (a) < (95%) < A (95%) (3.1.15)

Queremos estimar las derivadas mixtas de tercer orden de . Dado que tenemos una métrica acotada

por la proposicion 3.1.3, serd equivalente estimar los simbolos de Christoffel
It — il 9:q~
ik = 9 YiGkz-

Sera mas natural tomar una perspectiva tensorial para estos calculos, sin embargo, podemos enfo-

carnos en la diferencia de los simbolos de Christoffel, es decir, el tensor de forma

Sip = T4, =T (3.1.16)

donde I‘E-k es el simbolo de Christoffel de la conexién de Levi-Civita de g.

Un resultado clave utilizando la diferencia de los simbolos de Christoffel es el siguiente

Proposicion 3.1.6.
Suponiendo que g satisface la ecuacion 3.1.14 y la cota 3.1.15. Entonces existe una constante C

dependiendo de X, T, g y A tal que
AlS]? > =C|S* - C,

donde |S| es la norma del tensor S medido respecto a la métrica g y A corresponde al Laplaciano

respecto a la métrica g.

Demostracion. Sumando segin la convencién de Einstein sobre los indices que se repiten (o bien,

seleccionando un punto p € X tal que g corresponde a la identidad) podemos escribir

ISP = o ya7,5, = S1.5T

De esta forma, podemos calcular el Laplaciano de |S|? como

Al = V, V5 (5557,
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Tenemos entonces
AIS? =V, V5 (87,57,
5. ((5558) 7 + 5 (5557)
= (VoVes) ST+ (Vost) (VoS0 ) + (VoS2) (VoS0 ) + S5 (Vo ¥5ST,)  (31.17)
= (VoVaSh) ST+ S5 (VaVaSh) + (Vashe) (Vo5e) + (Vshe) (Vo57%)
> (V, VSt ) S5 + S (V557 )
Pues los términos de la forma (V,,Sf k) (W) son no negativos. Recordemos que el impedimento

para que V, y V5 conmuten es codificado por la curvatura, en este caso, utilizamos este hecho como
sigue
i v S — R™_§i m_gi m_gm
(V3Vp = Vi Vp) Sjk - ijpSmk + ijpSJm + Lppojik

Por hipétesis existe un C7 > 0 que acota al tensor de Ricci, entonces

IVaVpSiLl = [VpVSiy + RysSt + RS, + Ris S|

Jpp Jjpp~jm Jpp
< |VoVsSikl + RSk + RivpSim + Ris STl (3.1.18)

<[V, V5Sil + Culs]
Por otro lado, utilizando la identidad de Bianchi

VRl = ViR, ;= Vi R}

Jjkp JjpPP

obtenemos que para la conexién de Levi-Civita V y la curvatura de Ricci R para la métrica g se

satisface
VprS;k = vpaﬁ (sz - ;k)
==V ( ks~ Rjkﬁ)

“Vk R+, R+ (Vo = V) Ryip

P

~

Luego, la diferencia V), — V,, es acotada por S por la definicién 3.1.16, de donde podemos obtener
una cota para la derivada covariante Vy, R;- desde 3.1.14. Obtenemos entonces, que existen Cy y Co
constantes positivas tales que

|VPV55;,€| < Co|S| 4+ Cs.
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Combinando esto con los resultados de 3.1.17 y 3.1.18 obtenemos
A[S|? > —(Cu|S| + C5)|S| = —CulS[* — TS|

Si consideramos en esta ultima C' > 0 como el maximo entre Cy y Cs se concluye el resultado. [

Veamos ahora un ultimo resultado que nos permitird verificar que la diferencia S es acotada.

Lema 3.1.2.
Suponer que g es una métrica satisfaciendo la ecuacion 3.1.14 y la cota 3.1.15. Entonces existe una
constante C dependiendo solo de X, T, g, y A tal que |S| < C.

Demostracion. Por la desigualdad 3.1.8 y al ser g y ¢’ uniformemente equivalentes podemos tomar
e >0y Cy >0 tales que
Atrgg > —Cy +¢|S)?,

Usando el lema anterior podemos escoger A € R suficientemente grande tal que para algin Cy € R
A(|S]? + Atrgg) > S = Co
Si |S]? 4+ Atrg g alcanza un maximo en p € X, entonces
0> tr (Hess (|S|” + Atrgg)) = A (|S|* + Atrg g) > |S[*(p) — Cs
Luego, si consideramos x € X se tiene que
|512(z) < |SP*(2) + Atrgg(x) < |S|*(p) + Atrgg(p) < C2 + Cy

Que corresponde a nuestro resultado deseado. O

Con los resultados de estimaciones €°, €2, €3 y de orden superior estamos en posicién de probar el

teorema 3.0.1, para esto reeescribimos el teorema en funcién de los resultados anteriores como sigue.

Teorema 3.1.3 (Aubin-Yau (78)).

Exziste una constante C' > 0 dependiendo solo de X, wg y F tal que ¢; satisface la ecuacion
(wo +100¢;)" = etFHerwy (MA,)
para t € [0,1], entonces
(95 + 05050 > 7 (95%)

y ademdas

lletllgsax)y <C

donde la norma de Holder es medida con respecto a la métrica wy.
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Demostracion. Las proposiciones 3.1.3 y 3.1.4 nos permiten afirmar que gjz—l—é)jﬁg es uniformemente
equivalente a 9% Luego el lema 3.1.6 muestra que existe una estimacién a priori para las derivadas
mixtas de tercer orden de la forma 9;0;0sp y 9;0;0sp. En particular, esto nos permite establecer
cotas de tipo €*(X) sobre las derivadas mixtas de segundo orden de la forma 0;0¢. Para concluir,
debemos utilizar el argumento utilizado en la proposicién 3.1.1 usando las estimaciones de Schauder

tras diferenciar la ecuacién para encontrar una estimacién a priori para ||@||s.a. O

3.2. Meétricas Kahler-Einstein en variedades de Calabi-Yau, el caso ¢;(X) =0

En esta seccién consideraremos X una variedad cuya primera clase de chern es nula, en este caso,
una métrica de Kahler-Einstein necesariamente sera Ricci plana. Dada cualquier métrica w sobre X,
la forma de Ricci de w es exacta, de esta forma, por el 99-lema debe existir una funcién suave F tal
que como

0=c1(X)= = Ric(w)

T or
entonces se satisface
Ric(w) = i00F

De la misma forma que en la deduccién de la ecuacion MA en la primera seccién se puede obtener

que la existencia de tal métrica de Kahler Ricci plana esta dada por la solubilidad de la ecuacién
(w+ i35<p)n = ef'wn (MA,)

Una ligera pero crucial diferencia es que en esta ecuacién, para empezar estudiar su solubilidad

debemos normalizar F' sumando una constante. De hecho, integrando la igualdad se tiene que

/er":/ (eriagap)n:/ w" = vol,(X)
X X X

Donde hemos utilizado que

(w+109p)" — w™ = i198p A (wmfl T+ AW +w”’1>

=d (igtp A (w’n_l +.. .w"71>)

es exacta, de modo que el volumen de X con respecto a ambas métricas debe coincidir.
El siguiente teorema de Yau, responde de forma definitiva la problemética de la existencia de métricas
de Kéhler-Einstein en el caso ¢1(X) = 0.

Teorema 3.2.1 (Yau (78)).
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Sea (X,w) una variedad de Kdhler compacta, y sea F : X — R una funcidn suave tal que

/er”:/w".
b'e X

Entonces existe una funcion suave @ : X — R, dnica salvo sumar una constante, tal que w + 100

es una forma positiva y se satisface
(w+ i@gcp)n = ef'wn (MA,)

Pese a que esta ecuacién es bastante similar a MA, que ya hemos resuelto en la seccién anterior, esta
ecuacién es fundamentalmente diferente. Dado que MAj, no aparece el término ef+% no podremos
encontrar una estimacién a priori para supy |¢| como lo hemos hecho antes utilizando el principio
del méximo. Sin embargo, podemos encontrar estimaciones siguiendo otros métodos siguiendo la
solucién original de Yau [Yau78] con modificaciones dadas por Blocki en [Blo12] y [Blo13].

Como ya hemos mencionado, nuestro actual objetivo es probar una estimacién €°, esto se logrard

con el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1.
Sean F,p : X — R funciones suaves sobre una variedad de Kihler compacta (X, w) tales que w—00¢
es positiva y satisfacen

(w — i@gga)n =ef'um,

Entonces existe una constante C' que depende de M, w y supy F' satisfaciendo

oscx p :=supy — inf p < C.
X X

Demostracion. Para probar este resultado utilizaremos una técnica denominada iteracién de Moser,

que consiste en estimar las normas LP

1/p
lello = ( [ o)
X

de forma iterativa para p cada vez mas grande y tomando finalmente el limite cuando p — oo.
(Consideremos w — 199 en vez de w + i0dy). Modificando ¢ por una constante y reescalando w de
forma adecuada, podemos asumir que infx ¢ = 1 y que vol,, = 1, esto nos permite asegurar que
para p < ¢ se tiene que

lelly < llellg-

Como w — i00y es positivo, al tomar traza respecto a w obtenemos que

n—AL,0 >0,
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para A, el Laplaciano de (X,w). Supongamos que ¢(p) = 1, y sea G(x,y) la funcién de Green del

Laplaciano (Ver su definicién en la ecuacién 2.2.1) , entonces

o) = [ = [ Gap)spw @)

Asumiendo que G > 0 y que G(z,p) es integrable respecto a x, se tiene que

1=4) > [ g @de—n [ Glapia)de> [ g @)z =y

para alguna constante C; > 0, de esta forma obtenemos ||pls < C1 + 1 =: Cs. Si consideramos

w, = w — 109, se tiene que

/@(wZ—w"):/@(ww—w)(wg_l—i—...—kw")
X b's
:/ —iddp A (wg_l +.. +wh)
b's
:/ —i@ggo/\(wg_l—i-...—i—w”)—&—/ i@(p/\ggp/\(wg_l—i—...—kw”)
X X
:/ 0o NI A (Wi T+ +w™)
X

n—1—k

Las formas i&p/\cp/@gp/\wf,/\w son no negativas, para ver esto podemos calcular en coordenadas

locales en torno a un punto p € X en el que w y w,, son diagonales (como en 1.3.2). Luego, se tiene

— 1
/(p(wz—w") 2/ i@go/\a/\w"_lzf/ |0|?w™,
X X nJx

que

Como w}? — w" = (ef — 1)w" tenemos que

/ \8(,0\%}" < Cs,
X

para alguna constante C5. Por otro lado, la desigualdad de Poincaré sobre X implica que

[ e-toler <c [ oo =c
X X

y por la cota obtenida para ||¢||; esta ultima desigualdad nos dé una cota superior |¢ll2 < Cy.

Procediendo de forma similar, podemos concluir que

-1
1077213 < p- Cllglln =1,
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para una constante C' que no depende de p € N. La desigualdad de Sobolev para (X,w) nos dice que

para todo f suficientemente regular se tiene que

112, < Cs (IF15 + 10£113)

n—1

para una constante C'g que solo depende de X y la métrica w. Aplicando la desigualdad de Sobolev

a f = ¢P/? obtenemos

Pup = Io”?2ea. < Cs (116”213 + 1997/213)

n—1
-1
< Cs (llgls + pCligls1)

< pC’llell}

lle

y por lo tanto

w < (pC) 7|l

n

el

n

k
nj) p, obtenemos que

Haciendo py, := (

k—1
1 _ 1/p; 1/p;
Il < @e—1C) /P l@llp s <o < el [T 207 < el [ :O)V? < 0
=0 1€N

Asi, si escogemos p = 2 y hacemos k — oo una cota para supy ¢ como sigue
sgwﬁﬂ@h

es decir, nuestra cota para la norma L? de ¢ implica la estimacién uniforme que en la seccién
obtuvimos utilizando el principio del maximo.

Como ya hemos conseguido estimaciones para la norma uniforme, el resto del problema corresponde
a encontrar estimaciones de orden superior, pero no existe impedimento para utilizar los argumentos

de los lemas 3.1.5 y 3.1.2 . El argumento de apertura del conjunto
Sy={s€[0,1] | MA(t) tiene solucion para t = s}

es andlogo al que utilizamos en el caso ¢1(X) < 0.

Para concluir este capitulo, deduciremos la ecuacién de tipo Monge-Ampere que debe ser resuelta
para asegurar la existencia de métricas de Kéahler Einstein en una variedad de Fano, y en el pro-
ceso mencionaremos y daremos detalles de algunos de los impedimentos para que esta sea siempre

resoluble.
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3.3. Meétricas Kahler-Einstein en variedades de Fano, el caso ¢;(X) > 0

En las secciones anteriores hemos estudiado los casos donde ¢; (X) < 0. Esta ultima seccién estard
dedicada a comentar algunos resultados y propiedades que se tienen en el caso donde la primera
clase de Chern es positiva. Supongamos que wy € 27eq(X) es una métrica Kahleriana cualquiera.
Buscamos una métrica

w = wp + 100y

tal que R(w) = w’. Como antes, consideremos [wo] = 2m¢; (X) € H?(X,R), entonces, como 27c; (X) =

[Ric(wp) podemos escribir la curvatura de Ricci wy como
Ric(wg) = wo + i00F.
Sea entonces w € [wy], por el 90-lema existe p € €°°(X) tal que
w = wp + 100¢

y cuya curvatura de Ricci difiere de la de w satisfaciendo que

n

Ric(w) — Ric(wp) = —i00 log %
0

Ahora bien, si w corresponde a una métrica de Kéahler-Einstein esta debe satisfacer Ric(w) = w y

por lo tanto la ecuacién anterior se reescribe como

n

W — wy — 100p = —iddlog w—n
Wo
y como w = wy + i8¢ concluimos la igualdad

n

wo + 100F — wy — 100y = —i00 log w—n
Wo

y finalmente, encontramos una igualdad analoga a 3.1.3 para variedades de Fano, esto es,

n

100 (F — ) = —i00 log an (3.3.1)
0

Como en la seccién 3.1 podemos ver que esto requiere de la solubilidad de la ecuacién

(w +i00¢) "= efmeyn (MA3)
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Siguiendo la propuesta de utilizar el método de continuidad, podemos introducir la ecuacién
(w+100p)" = eF~teun (MAs(t))

Notemos que esta tiene solucién ¢ = 0 para t = 0, pero no podemos utilizar el teorema de la funcién

implicita para concluir la apertura del conjunto
S3={s€[0,1] | MAs(t) tiene solucion para t = s}

pues podemos sumar constantes a ¢ de tal manera que esta siga siendo solucién, por lo que no
contamos con la unicidad de soluciones para t = 0. Una forma de solucionar este problema es fijando

un punto p € X y resolver la ecuacién
(w + i@&p)n = f'—tete)yn,

Entonces la funcién ¢ —t~1p(p) es solucién de MA3(t). Como en la demostracién de la proposicién

3.1.1 podemos reescribir la ecuacién como

n

w
log —=2 +tp — @(p) — F =0, (3.3.2)
w'n
y el operador

¢3(X) x [0,1] — €1

Wy
(o, t) — log = +tp—op) - F

en t = 0 su linealizacién en una solucién ¢ es
V= Au, ¥ = P(p),

que corresponde a un isomorfismo ¢**(X) = €%%(X). De hecho, si h € €>%(X) y h denota al

promedio de h respecto a w,, entonces, podemos encontrar ¥ € €3 (X) que resuelve
Ay, =h~— h.
Podemos entonces sumar una constante a 1) para resolver
A, ¥ +9(p) = h.

Se puede utilizar el teorema de la funcién implicita para implicar que la ecuacion 3.3.2 puede resol-

verse para t > 0 suficientemente pequeno. Esto se detalla en el siguiente resultado.
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Proposicién 3.3.1.

Sea ¢ una solucion de la ecuacion MA3(t), es decir, solucidn de
(w + i@&p)n = ef'mteyn

parat = s, con s € (0,1). Entonces se puede resolver la ecuacion para todo t € (s —e,s + €) para

€ > 0 suficientemente pequerio.

Demostracion. Para utilizar el teorema de la funcién implicita probaremos que el operador lineali-

zado es invertible. Para esto, consideremos la igualdad

n

w
log—2 +tp—F=0

wn
la linealizacién del operador en ¢ cuando ¢ = s es dado por
L(¢) = Aw¢¢ + 8'(/)-

En otras palabras, necesitamos probar que el mayor autovalor no nulo de —A,,, es mayor o igual a

s, para esto serd importante el hecho que w,, satisface
Ric(wy) = swy, + (1 — s)w,

es decir, la curvatura de Ricci de w, es acotada inferiormente por s. Para esto, utilizamos la identidad
de Bochner-Weitzenbock (cf. [GH78, Pag. 97]) para el d-Laplaciano sobre (0, 1)-formas

Ay =V 'V + Ric.
Explicitamente, si L(1)) = 0. Entonces, podemos encontrar que

/X SV V50wl = — /X VY, VotV
= /X (~ VoV V0950 + RY VeV ol
_ / (VoVsuVpVs + V4950 + (1 - 5) V) V9 ]
X

> /X (5V,9V56 + (1 = )TV P V50 w2,

Donde R% corresponde a la curvatura de Ricci de w,, y w¥ son las componentes de w, con indices
contraidos por aplicar w,. Notemos que esta igualdad se tiene solo si ¢ es constante, pero en tal
caso L(¢) = 0. Luego, podemos ver que L es autoadjunto, lo que junto con la inyectividad probada

anteriormente implica que L es de hecho invertible. O
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Como en las secciones anteriores, queda probar que el conjunto S3 es cerrado. Para esto, utilizariamos
estimaciones a priori, el problema es que al igual que en el caso ¢;(X) = 0 no podemos encontrar
estimaciones para supy |¢| dado que en la formulacién de la ecuacién el signo de ¢ es contrario al
de antes. Si pudieramos proveer una estimacién de este tipo, la argumentacién previa también nos
seria de utilidad para encontrar que MAj tiene solucién, pero resulta ser que esto no siempre es
posible. Obstdculos para que esto ocurra son dados por Matsushima en [Mat57] donde estudia el
grupo de homeomorfismos analiticos sobre algunas variedades de Fano. Futaki en [Fut83] encuentra
un obstaculo para la existencia de métricas de Kéhler Einstein dado por las algebras de campos
vectoriales holomorfos. En este se considera una variedad compleja compacta n-dimensional, X
con primera clase de Chern positiva. Si ¢ (X) es el conjunto de todas las (1, 1)-formas positivas

representando ¢1(X). Si fijamos una métrica de Kéhler (g,z), escribimos la forma de Kéhler como

w= iZngdzj Adz" € of (X)
Jik

y su forma de Ricci como
Ric(w) = —iddlog det(g)

y por el 90-lema, existe F una funcién suave tal que
Ric(w) — w = i00F

Sea entonces h(X) el dlgebra de Lie compleja de campos vectoriales holomorfos sobre X, definimos

entonces el funcional lineal sobre h(X) por

h(X)+—C

X|—>f(X):/XXFw",

Entonces, se tiene el siguiente teorema
Teorema 3.3.1 (Futaki).
La funcion f no depende de la eleccion de w € cf(X). El nimero
dx = dim (h(X)/ ker f)
solo depende de la estructura compleja de X. Si X admite una métrica de Kahler-Finstein entonces
0x =0.

Y finalmente el obstéculo encontrado por Tian en base a una generalizacién de Futaki en [Tia90] y
que se denomina K-poliestabilidad [Tia97, Pag.28-35] en base a la conjetura formulada por Yau una

vez resueltos los casos ¢1(X) < 0.
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Capitulo 4

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA
DE YAU

En este capitulo, presentaremos algunas las consecuencias més notables del teorema de Yau. Estos
se encuentran en secciones ordenadas de forma correlativa a las secciones del capitulo anterior, es
decir, las secciones “La desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau”, “El teorema de Descomposicién
de Beauville-Bogomolov ” y “Conexidad simple de las variedades de Fano” corresponden a los casos
en que ¢1(X) <0, ¢1(X) =0y ¢1(X) > 0 respectivamente.

4.1. La desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau.

Sea (X, g) una variedad Hermitiana de dimensién n, y sea (E, h) un fibrado vectorial Hermitiano de

rango r sobre X. Para {s;}’_; C E un marco local unitario para el fibrado (E,h) y {dz*,dz'}"_; un

marco local unitario para el fibrado cotangente QX de (X, g). Consideremos el tensor!

n
QL= > Rl,,dz" Adz™,

lm=1

que define la forma de curvatura Q = (€2]) con respecto a una seccién s como

R(si) = > _Qs;.
i=1

IEste tensor se define a partir de la forma fundamental w y la conexién Hermitiana (Ver [Kob87, Seccién 4.1])
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Definimos la curvatura media K del fibrado (E, h) a partir de los tensores
n - ) T
S R v K= Y ohgl
£,m=1 i=1

Recordemos ademaés la curvatura de Ricci y curvatura escalar, que son dadas respectivamente
por
m
p=Rg=9"Rpm (4.1.1)

Luego, utilizando estas definiciones y contrayendo por la métrica de forma adecuada podemos con-

cluir lo siguiente,
1. Para la forma fundamental para la métrica g, se tiene localmente que
n
we=1) dz' AdZ". (4.1.2)
j=1

2. Para el tensor de Ricci p, calculamos su norma como

IRIZ = S Rl = 3 IRyl (4.1.3)

3. Para la curvatura media K, calculamos su norma como

1K1 =D 1612 =D 1Kl* =) IR I (4.1.4)

4. Finalmente, calculamos la norma de la curvatura escalar o

ZI =Y R (4.1.5)

7,4,m

Estas cantidades seran de gran importancia en los siguientes puntos para cédlcular identidades que
satisfacen las clases de Chern.

Presentamos ahora las clases de Chern mediante las 2k-formas 7, con la siguiente definicién

Definicién.
La k-ésima clase de Chern c,(F) € H**(X,7Z) de un fibrado vectorial Hermitiano (E, h) es repre-
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sentada por la 2k-forma cerrada 7y definida por
1
ck(E) = det <Idr77iwg> =1l4+v4+v+...+% (4.1.6)
J1---Jk Of Y4
Y = 27” WZ& QAL AQ (4.1.7)

Utilizaremos en particular las expresiones que entrega la definicién anterior para las dos primeras

clases de Chern, esto es

c1(X) = i Y= QL 3 Rjdef ndzm = i 3" Remd' A dz™ (4.1.8)
i=1 Lm=1 l,m=1
Y 2
(X)—1 i zn: QAQF - AQF (4.1.9)

3,j=1
El siguiente resultado muestra que no solo la primera clase de Chern es independiente de la estructura
Hermitiana, méas ain, todas las clases de Chern representan una cualidad topoldgica y no dependen

de la estructura de la variedad en cuestién.

Teorema 4.1.1.

La clase ci(E, h) es independiente de h. Y por lo tanto, podemos escribir
Ck(E) = Ck(E, h)

Ademds, escribimos ci(X) para ci(Tx).

Habiendo establecido estas igualdades, empezaremos el camino a probar la desigualdad de Bogomolov-

Miyaoka-Yau, para esto veamos el siguiente lema

Lema 4.1.1.

Las primera y sequnda clase de Chern, satisfacen respectivamente, las siguientes relaciones

(1) a(E)? Awp=2 = m (

9 1
(2) c2(E) Awy 2—m(

0% = |lplPwy) =~f Awy~?
o — ol = IK||* + | RI]*) wy = 72 A wy
Demostracion. Por la definicién de 1 y 2 tenemos que
2 i ’ ik L i A O
H={5) DHAU =5 YAy

vs = 47T2<ZQJ/\Qk QGYAQE) =7 + 8ZZQJAQk
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Notemos ahora que

ﬁw;ﬂ sij=k#l=m
ded NdZE Nd2E N = (oA, sij=LEk=m
0, en cualquier otro caso.

De esta forma, para probar (1) y (2) bastard probar
k) -1 j n— n
(1) 22 ST A QE A w2 = —(0% — |lp]|?)w]
(2) " T AQ AWy = (K|~ |[RI)wy

Para esto, notemos que

1) & , —1 n
% S laokawi?= % 3 (R@ﬂRmmkE - RmﬁRmzkE) dz’ ANzt A d2™ N dET A Wl
Jik=1 gk L,m=1
== Z (RgRmm — RemR,,7) wy
Lm=1
=— (0 = Ioll*) wy

Donde hemos utilizado las igualdades 4.1.5 y 4.1.1 para concluir la iltima igualdad. Por otro lado,

n(n—1) <~ o j o _n(n—1) - ¢ ¢ = -2
SR Y U A A= T ST (R Ry — RemyiBonag ) 4 A 3 A N AW
J k=1 j,k,4,m=1
n
= > (Rezj%RmmE - ijERmzzg) Wy
7,k,4,m=1

— (IE|* = | RII?) wy

Donde hemos utilizado las igualdades 4.1.3 y 4.1.4 para concluir la dltima igualdad. Utilizando estos
dos ultimos resultados hemos probado los puntos (1’) y (2’), de los que siguen los resultados del
lema.

O

Veamos ahora un lema que relaciona la norma del tensor de Ricci || R||? y la del tensor de curvatura
de Ricci ||p]|?.

Lema 4.1.2.
Sea (E,h) un fibrado vectorial Hermitiano de rango r sobre una wvariedad Hermitiana compacta
(X, g) de dimension n. Entonces

rRI* = |lol®
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Ademds, se alcanza la igualdad si y solo si
r R, = 6% Rem -

Demostracion. Sea T}, := R}, f%éi Ry, entonces

. 1. 2
0<|IT|* = Z ‘Rimrfsi Rem

=3 R 2 Rel 4 3 Rl

Utilizando las igualdades 4.1.1 y 4.1.3 podemos concluir que

1
0 < [|T* = [1&* = ~llel?

O

Observacién 4.1.1. Recordemos que cuando (E,h) es un fibrado holomorfo Hermitiano de rango r
sobre una variedad Hermitiana (X, g). Diremos que (E,h) satisface la condicion de Einstein débil

(con factor @) si la curvatura media K satisface
K =¢ldg, es decir K] = 6] (4.1.10)

para ¢ una funcion real definida sobre X. Si ¢ es constante decimos que h es una métrica Hermite-
FEinstein y el par (E, h) es un fibrado vectorial de Hermite-Einstein sobre (X, g).
Colocando E = Tx y h = g decimos que el par (X,g) es una variedad de Hermite-FEinstein. Mas

ain si wg es una (1,1)-forma cerrada (X, g) se denomina de Kdhler-Einstein.

Utilizando las igualdades 4.1.3 a 4.1.5 junto con el recuerdo anterior podemos establecer el siguiente

lema,
Lema 4.1.3.

Para toda variedad de Kahler (X, g) de dimensidn n, se tiene que

2
n+1

IR||* = 1.

Donde se alcanza la igualdad si y solo si X es un espacio de curvatura seccional constante.
Demostracion. En el caso de Kéhler, por la observacion 1.4.3 se tiene que
Rﬂm = Reij

y por lo tanto,
Kgp=Rj.
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De esta ecuacién y las igualdades 4.1.1 y 4.1.5 concluimos que
1K1 = [l (4.1.11)

En particular, en el caso Kahler-Einstein tenemos que Kj = %5%, donde o es la curvatura escalar

de la variedad n-dimensional X y por lo tanto
,_0° 2
1K = = = [l (4.1.12)

Si definimos T e COMO

—R - j 54 i\ st
Tj%em - Rjkm _m (5i5m - 5¥n) O,

Entonces,

2

o . .
0 TP = X2 Ry~ g5 (9005~ 94

_R|?— 2

y por lo tanto
|R||? > 20%n(n — 1).

Notemos que la igualdad solo se obtiene cuando 7' = 0, y por lo tanto, concluimos que
2
R 2 > 2 K 2
L

O

Ya estamos listos para enunciar y probar el resultado principal de esta seccién, este corresponde al

siguiente teorema.

Teorema 4.1.2 (Bogomolov-Miyaoka-Yau).

Sea (X,w) una variedad de Kdhler n-dimensional compacta con ¢1(X) < 0, entonces
/ (ne(X)? = 2(n + D)ea(X)) A w;‘_z <0
X

Demostracion. Sea c¢;(X, g) la i-ésima clase de Chern, que corresponde a la clase de Chern ¢;(Tx, h).

Para utilizar los lemas anteriores fijamos F = Tx y g = h. Por el punto (1) en el lema 4.1.1 y la
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igualdad 4.1.12 sabemos que

1
(X, g2 Awh?

_ 2 2 m
g 4m2n(n — 1) <U — el )wgl

_ 1 2 2 n

_ 1 2 Wy

= lol*=
1 wy

= —|K|*-Z.
=K

Por otro lado, por el punto (2) del lema 4.1.1 y usando nuevamente la igualdad 4.1.12 se tiene que

n— 1 n
c2 (X, 9) A wy .= 787r2n(n ) (02 —[lpll* = IK|I> + HR||2) Wy
1
e — —DIK|? + [|RII?) w?. 4.1.13
sen =) (= DI+ 1R o (4.1.13)

Luego, podemos calcular la integral del enunciado como sigue

/X {2(n+1))ca(X) — ncl(X)z} /\w;’_2

o 2(n +1) 2 2 2 2 n 2 2 n
-/ (Mn_n (0 = ol = K12+ IRI?) = gt (o = ol ))wg
= m /X (0 + D) — K[ + (n+ DIRJ? - n(n — D]E]?) w]

— i L 2K+ (14 DRI

n+1 9 2 9
- R|2- 2 |K n

Por otro lado, el lema 4.1.3 sabemos que
2
R 2 >_2 K 2
L

por lo que concluimos el resultado del teorema notando que

1 n+1 2
- - —9|lK |2 || R|I? ":7/ R|I?2 — ——||K|]? ) w™ < 0.
47T2n(n_1)/x( K[+ (n + DIIRI?) wy 1) )y IRI? = = K ) wj <

Notemos ademas, que la igualdad se alcanza cuando

2
R 2 _ K 2
IRI? = — K2,
es decir, cuando la curvatura seccional es constante. O]

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



136 CAPITULO 4. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE YAU

Observacion 4.1.2. Cuando n = 2 encontramos la celebre desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau

para variedades de Kdhler-Einstein compacta X con dim(X) = 2, y que corresponde a

c1(X)? < 3cp(X)

4.2. EIl Teorema de Descomposicion de Beauville-Bogomolov.

Gracias a los teoremas de de Rham y de Berger, las variedades Kéhlerianas compactas Ricci planas
se descomponen (mddulo un revestimiento étale) en producto de tres tipos primitivos: los toros
complejos y las variedades de holonomia SU(m) o Sp(r). El Teorema de Yau, junto con el método de
Bochner, permite traducir este resultado en un teorema de descomposicién de variedades compactas
Kahlerianas con ¢; = 0, independientemente de la eleccién de una métrica. En esta descomposicion
aparecen, aparte de los toros complejos, por una parte variedades proyectivas con fibrado candénico
trivial, solamente admitiendo formas holomorfas no-nulas en grado maximal (todos los ejemplos
usuales de variedades proyectivas simplemente conexas con ¢; = 0 caen en esta categoria); y de otra
parte las variedades simplécticas, es decir, dotadas de una 2-forma holomorfa no-degenerada en todo

punto.

4.2.1. Representaciones de Holonomia

Presentaremos a continuacion los resultados cldsicos sobre holonomia que necesitaremos; para las
demostraciones, ver por ejemplo [KN96].
Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sean p, ¢ dos puntos de M. El transporte paralelo asocia a

todo camino y sobre M uniendo p con g una isometria
oy 1 Tp(M) — Ty(M).

Denotemos en particular por Q(p) al conjunto de los caminos cerrados en p, y por Qy(p) al sub-
conjunto de (p) formado por los caminos cerrados homotdpicamente equivalentes al camino trivial.
La aplicacién

¢ : Q(p) — O(T,(M))

tiene por imagen un sub-grupo H del grupo ortogonal O(7T,(M)), llamado el grupo de holonomia
de M en p. La imagen por ¢ de Qy(p) es la componente conexa de la identidad Hy de H; es un
sub-grupo de Lie compacto (conexo) de SO(T,(M)), llamado el grupo de holonomia restringida
de M en p.

Dado que M es asumida conexa, las representaciones de holonomia en puntos diferentes de M
son isomorfas. Hablaremos entonces de la representacién de holonomia de M ou del sub-grupo de
holonomia H C O(n).
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Diremos que la variedad (M, g) es irreducible si su representacién de holonomia es irreducible.

Teorema 4.2.1 (de Rham).
Sea (M, g) una variedad riemanniana completa (como espacio métrico) simplemente conexa. Enton-

ces M es isométrica a un producto
My x My X+ -+ x Mg,

donde My es un espacio euclidiano y donde las M; son irreducibles. Esta descomposicion es unica
(mddulo permutaciones). Sea p = (po,...,pr) un punto de M, y sea H; la holonomia de M; en p;;

entonces el grupo de holonomia de M en p es el producto
Hy x -+ x Hyg,

actuando en T,(M) = Ty, (Mo) & - - - & T, (My) por la representacion producto (i.e., componente a

componente).

Si M es una variedad Kéhleriana, las variedades M; son Kéahlerianas (restringiendo la métrica de
Kéhler) y la isometria M = [ M; es biholomorfa.

Observacion 4.2.1. La asercion sobre la unicidad modulo permutacion tiene el significado preciso
stguiente:

Sean u: M — Hf:o M;yv: M — Hé‘:o M dos isometrias del tipo anterior. Entonces tenemos que
| = k; existe una permutacion o de {0,...,k} (tal que 0(0) = 0) y isometrias w; : My — M de

tal suerte que
(vou ") (mo,...,my) = (Wo(Me(0)); - - - Wk(My(x))) Para m; € M.

En lo que sigue, la asercion tinico médulo permutacién de una descomposicion tendrd siempre este

significado.

El problema de determinar representaciones de holonomia se reduce entonces al caso de representacio-

nes irreducibles. La lista de estas dltimas fue establecida por Berger en [Berb5] (ver también [Sim62]):

Teorema 4.2.2 (Berger).
Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensidn n, y supongamos que M no es localmente
simétrica®. Entonces el grupo de holonomia restringida Ho C SO(n) es isomorfo a uno de los sub-

grupos siguientes de SO(n):
1. SO(n);

2. U(m) con n =2m;

2Esta condicién serd automatica en el caso ¢; = 0.
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3. SU(m) con n = 2m;

4. Sp(r) con n = 4r;

5. Sp(1) - Sp(r) con n = 4r;
6. Spin(9) con n = 16;

7. Spin(7) con n =3§;

8. Gy conn=1"1.

El interés de este enunciado proviene de su interpretaciéon geométrica: toda restriccion de un grupo
de holonomia se traduce por la existencia de campos de tensores paralelos. Recordemos que un
campo de tensores t en M es paralelo si para cualquier camino ~ uniendo p con ¢, el isomorfismo de
transporte paralelo ¢, hace corresponder t(q) con t(p). El tensor t(p) es entonces invariante por la
holonomia; reciprocamente, todo tensor en p invariante por holonomia se extiende de manera tnica

en todo punto por trasporte paralelo. En otras palabras:

Teorema 4.2.3 (Principio de holonomia).
Sean (M, g) una variedad riemanniana y p un punto de M. Darse un campo de tensores paralelo en
M, de un tipo fijo (e.g. métricas, formas diferenciales, etc.), es equivalente a darse un tensor en p

del tipo considerado que sea invariante bajo la accion del grupo de holonomia en p.

Vamos a aplicar ahora este principio a tres casos del teorema de Berger que corresponden a variedades

Kahlerianas.

Ejemplo 4.2.1. Caso H = U(m).

El grupo U(m) se identifica al sub-grupo de O(2m) formado por aplicaciones lineales que preservan
una estructura compleja J € O(2m) fija en R?™. Gracias al principio de holonomia, tenemos que
H C U(m) siy solamente si existe en M una estructura casi-compleja paralela respecto a la cual g
es hermitiana. Dicha estructura es integrable, y la condicion de paralelismo signfica que la métrica

es Kdhleriana (cf. [citar]). En consecuencia, tenemos que

H C U(m) si y sdlamente si M posee una estructura compleja respecto a la cual la

métrica g sea Kdhleriana.

Ejemplo 4.2.2. Caso H = SU(m).

Supongamos que (M, g) es una variedad Kdhleriana, de dimensidn m. El grupo SU(m) es el sub-grupo
de U(m) formado por las aplicaciones lineales preservando una forma m-lineal alternada (compleja)
no-nula en C™ (i.e., el determinante). Gracias al principio de holonomia, tenemos que H C SU(m)
sty sélamente si eziste una forma de tipo (m,0) en M que sea paralela y no-nula. Una tal forma es

cerrada (al ser de grado mazimal) y luego holomorfa. En otras palabras, tenemos que

H C SU(m) si y sélamente si existe una m-forma holomorfa en M, paralela y no-nula.
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Deducimos inmediatamente que el grupo de holonomia restrigida Hy C SU(m) si y sdlamente si
el fibrado candnico wx = Q%, dotado de la métrica inducida por g, es plano; y sabemos que su

curvatura no es nada mds que la curvatura de Ricci de g. Tenemos entonces que
Hy C SU(m) si y sélamente si la variedad Kdhleriana (M, g) es Ricci plana.

Ejemplo 4.2.3. H = Sp(r).

Sea Hl = R* el dlgebra de cuateriones. El grupo Sp(r) es el grupo de automorfismos H-lineales de
H" preservando una forma hermitiana cuaterionica q. Denotando por (I,J, K) la base usual de los
cuateriones, dotamos a H" de la estructura compleja definida por I (que cumple I? = —1); podemos
entonces escribir ¢ = h + @J, donde h es una forma hermitina compleja y ¢ es una C-bilineal
alternada. Ast, Sp(r) se identifica al sub-grupo de U(2r) formado por las aplicaciones lineales que

preservan la forma . Deducimos del mismo modo que antes

H C Sp(r) si y sdélamente si M admite una estructura compleja para la cual la métrica
es Kahleriana y admite una 2-forma holomorfa paralela y no-degenerada en todo punto
(vista como forma bilineal alternada en el espacio tangente de M dotado de su estructura

compleja).

Dada una variedad riemanniana (M, g) fija, podemos considerar el conjunto de estructuras comple-
jas sobre M para cuales g es Kahleriana; gracias al principio de holonomia, esto equivale a buscar
elementos de SO(2m), de cuadrado — Ida,,, conmutando con el grupo de holonomia H. En los pri-
meros dos ejemplos, el conmutador de la representaciéon de holonomia son las matrices de homotecia
(v luego de dimensién 1 compleja); deducimos entonces que, médulo conjugacién, sélo existe una
estructura compleja posible. Sin embargo, en el ultimo ejemplo el conmutador se identifica con el
algebra de cuatertiones; el conjunto de estructuras complejas para las cuales g es Kahleriana se
identifica entonces a los cuaterniones de cuadrado (—1) (es decir, a los cuaterniones puros de norma
1, £I, +J y £K con la notacién anterior). En lo que sigue, dotaremos a dichas variedades de una

estructura compleja que sera fija.

4.2.2. Variedades Kahlerianas compactas Ricci planas

Recordemos que el Teorema de Yau implica que las variedades kidhlerianas Ricci planas son exacta-
mente las variedades compactas de tipo Kéhleriano cuya primera clase de Chern se anula.
Sea M una variedad Kéahleriana compacta Ricci plana. Gracias a los teoremas de de Rham y Berger

(Ver 4.2.1), el revestimiento universal M de M es isomorfo a un producto

ck xHVi XHXj,

donde las V; (resp. X;) admiten como grupo de holonomia al grupo especial unitario (resp. al
grupo simpléctico). En el caso en que M es compacta, podemos ser mucho més precisos, para esto

utilizaremos el siguiente lema
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Lema 4.2.1.
Sea M una variedad Kdhleriana compacta, simplemente conexa, cuya curvatura de Ricci es nula. Fl

grupo de automorfismos de M es discreto, y el sub-grupo de automorfismos isométricos es finito.

Demostracion. El grupo G de automorfismos complejos de M es un grupo de Lie complejo cuya
algebra de Lie se identifica con HO(M ,Tnr), el espacio de campos vectoriales holomorfos en M. Sea
X un campo vectorial holomorfo; gracias al principio de Bochner X es un tensor paralelo. Para todo
punto p de M, el vector X(p) es invariante por el grupo de holonomia en p; por otro lado, deducimos
gracias a (1) que este no deja invariante ningtin vector no-nulo. Tenemos entonces que X = 0, lo
que prueba que el grupo G es discreto; el sub-grupo compacto de G formado por automorfismos

isométricos es entonces finito. O
Podemos ahora, enunciar y probar el siguiente teorema, que precisa el comentario inicial
Teorema 4.2.4. Sea X una variedad Kdhleriana compacta cuya curvatura de Ricci es nula.

1. El revestimiento universal X es isomorfo (como variedad Kdhleriana) a un producto

ck xHVi XHXj,

donde C* estd dotado de la métrica Kihleriana estdndar, Vi es una variedad Kdhleriana com-
pacta simplemente coneza, de grupo de holonomia SU(m;) C SO(2m;), X, es una variedad
Kiéhleriana compacta simplemenente coneza, de grupo de holonomia Sp(r;) C SO(4r;). Esta

descomposicion es unica modulo permutacion.

2. Eziste un revestimiento étale finito X' de X, isomorfo como variedad Kdihleriana al producto

TxHVixHXj,

donde T es un toro complejo.
En particular, el grupo fundamental w1 (X) es una extension de Z2* de un grupo finito.

Demostracion de (1). El teorema de de Rham (§1) provee una descomposicién

)?%CkaMi,

donde las variedades M; son irreducibles. El teorema de Cheeger-Gromoll [CG72] asegura que ademés
las variedades M; son compactas. Dado que la curvatura de Ricci de M; es nula, su grupo de
holonomfia H; estd contenido en SU(m;). M4s atn, tenemos que M; no es simétrica (pues la curvatura
de Ricci de un espacio riemanniano simétrico compacto es positiva y no-degenerada; [KN96, Teo.
8.6]). El teorema de Berger nos restringe solamente a las posibilidades H; = SU(m;) o bien H; =
Sp(rs). O
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Demostracion de (2). Escribamos

M::Hv;- X HX]-.
{ J

El grupo fundamental de X actiia sobre C*¥ x M mediante automorfismos isométricos. Sea u un auto-
morfismo isométrico; debido a la unicidad de la descomposicién de de Rham, existen automorfismos

isométricos u; de C* y uy de M de tal suerte que tenemos
u(z,m) = (u1(2),uz(m)) para z € C¥, m € M.

Consideremos el homomorfismo u +— uz desde 71 (X)) en el grupo finito de automorfismos isométricos
de M, y sea T su kernel. El grupo I' actiia libremente sobre C¥, y el cociente C*¥/T" es compacto.
Sea IV el conjunto de traslaciones de I'; el teorema de Bieberbach afirma que I'V es un sub-grupo de
indice finito de I'. La variedad compacta T' = C*/I" es entonces un toro complejo, y luego 7' x M

es un revestimiento finito de X, de donde deducimos (2). O

En el caso de variadades Kahlerianas compactas, la holonomia se puede interpretar puramente en
términos de geometria compleja, sin que intervenga la métrica. Esto se basa por un lado en el

Teorema de Yau, y por otra parte en el resultado siguiente de [YB53, Pag. 142].

Teorema 4.2.5 (Principio de Bochner).
Sea X una variedad Kdhleriana compacta cuya curvatura de Ricci se anula. Entonces todo campo

de tensores holomorfo en X es paralelo.

La demostracion del principio de Bochner se basa en la férmula siguiente (que obtenemos por célculo

directo): si 7 es un campo de tensores en X, entonces
A(lI7)1*) = |1 D7|I*.

De lo anterior deducimos que el laplaciano de la funcién ||7]|? es positivo, y luego nulo, lo que implica
que D7 = 0. De este resultado, desprendemos el siguiente corolario que utilizaremos en dos casos de

interes, que se exponen en las proximas secciones.

Corolario 4.2.1.

Sea x € X, y sea H la holonomia de X en x. La aplicacion
wr— w(x)

induce un isomorfismo entre HO(X, Q%) y el sub-espacio de QF (x) dado por las p-formas invariantes

por H.

Aplicaremos este corolario en las siguientes secciones para ver algunas consecuencias del principio

de Bochner.
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4.2.3. Variedades Especiales Unitarias

Proposicién 4.2.1.
Sea X una variedad Kihleriana compacta, de dimensidn m > 3, cuyo grupo de holonomia es SU(m).

Entonces,
(i) X es proyectiva.

(i) Tenemos que
H°(X, Q%) = 0 para todo 0 < p < m,

y ademds x(X,0x) =14 (—=1)™.

Demostracion. Sea x € X. La representacién de SU(m) en QP(x) es isomorfa a AP&, donde &
denota la representacién dual de la representacién estdndar de SU(m) en C™. Ella es irreducible
para todo p, y no trivial para 0 < p < m; para estos valores de p, ella no contiene por ende
sub-espacios invariantes, de donde se obtiene la anulacién de H°(X, 0% ). Deducimos por ende el
valor de x(X, Ox) gracias al teorema de Hodge. Finalmente, una variedad Kahleriana compacta con
H*°(X) = 0 es proyectiva: en efecto, podemos aproximar arbitrariamente la forma de Kéhler por una
forma arménica positiva cuya primera clase de Chern pertenece a H*(X, Q); dado que H?°(X) = 0,
esta forma es necesariamente de tipo (1, 1), y luego (gracias al Teorema de Kodaira) un miltiplo de

ella define un incrustamiento de X es un espacio proyectivo. O

Observacion 4.2.2. Notar que se tiene el resultado mds fuerte siguiente. Sea w un elemento no-
nulo de H°(X, V%), y considerémoslo como un tensor anti-simétrico en HO(X, (QL)®™). Entonces,

el 4lgebra

P (x, (%))

estd generada por w. FEsto resulta tal como antes gracias al principio de Bochner, junto con el
resultado cldsico de teoria geométrica de invariantes siguiente: los unicos tensores covariantes en

C™ que son invariantes por la accién de SU(m) son los polinomios en la funcion determinante.
Reciprocamente, la propiedad (ii) anterior permite caracterizar las variedades especiales unitarias:

Proposicion 4.2.2.
Sea X una variedad compacta de tipo Kdhleriano, de dimensién m. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
(a) X admite una métrica Kdhleriana cuyo grupo de holonomia es SU(m);

(b) El fibrado candnico de X es trivial, y tenemos que
H(X',Q%,) = 0 para todo 0 < p < m

para todo revestimiento finito X' — X.
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Si cualquiera de estas condiciones se satisface, el grupo fundamental m1(X) es finito.

Demostracion. Vimos que, bajo la hipétesis (a), el fibrado canénico de X es trivial (por lo visto en
el gjemplo 4.2.2) y que HO(X, Q%) =0 para 0 < p < m. Si X’ es un revestimiento étale de X, su
grupo de holonomfa todavia es SU(m), y luego tenemos que (a) implica (b).

Supongamos que la condicién (b) se satisface. Como wx es trivial, el teorema de Yau implica la exis-

tencia de una métrica Kahleriana Ricci plana en X . Gracias al Teorema 4.2.4, existe un revestimiento

finito X’ de X tal que
X' =T x[[vix[[ X

La condicién H(X’, O%,) = 0 para 0 < p < m implica que X’ no es otra cosa que uno de los V;
(o una superficie K3 si m = 2). Tenemos por ende que Hy = SU(m), y como H estd contenido en
SU(m) (ver el ejemplo 4.2.2), tenemos que H = SU(m). Finalmente, notamos que X’ es simplemente

conexa, lo que prueba que 71 (X) es finito. O

Observacion 4.2.3. Sim es par, entonces X es simplemente conexa. En efecto, con las notaciones
anteriores, si f : X' — X es un revestimiento finito, entonces tenemos que x(X',Ox/) = 2 =
X(X, Ox) dado que m es par, y ademds (gracias al teorema de Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-
Roch) tenemos que x(X',0x:) = deg(f)x(X,Ox), de donde se deduce que deg(f) = 1 y luego

X' = X. Veremos mds abajo que este no es el caso si m es impar.

Ejemplo 4.2.4. Todos los ejemplos cldsicos de variedades proyectivas cuyo fibrado candnico es

trivial verifican las condiciones de la proposicion anterior.

1. Por ejemplo, las hipersuperficies suaves de grado m +2 en P11, y las intersecciones comple-
tas suaves de grados (di,...,d,) en P*, con Y .d; = n+ 1. Mds generalmente, las intersec-

ciones completas quasi-homogéneas de grados (di,...,d,) en el espacio proyectivo con pesos

Play,...,an) con Y. d; = a;.

2. La siguiente construccion permite construir numerosos ejemplos. Sea V una variedad proyectiva
suave de dimension > 3, tal que le divisor anti-canonico —Ky es amplio. En otras palabras,
V' es una variedad de Fano. Entonces, toda hipersuperficie suave X en el sistema lineal
| — Kv| es especial unitaria (es decir, verifica las condiciones de la proposicidn anterior). En
efecto, V' es stmplemente conexa (por el teorema de Myers ), y luego lo mismo es cierto para
X gracias al teorema de la seccion hiperplana de Lefschetz. Ademds, la formula de adjuncion
implica que Kx = (Ky + V)|y = 0. Finalmente, el teorema de anulacidn de Kodaira implica
que HP(V, Oy) = 0 para todo p > 0, de donde deducimos que HY(X,0x) = 0 para todo
0 < ¢ < dim(X). Como ejemplos de variedades V' con divisor anti-candnico muy amplio

citemos por ejemplo a los espacios homogéneos y sus productos.

3. Sea p un nidmero primo > 5, y consideremos la hipersuperficie X de Pr-1 definida por la

ecuacion de Fermat X5 + ...+ X;f:_l = 0. El grupo i, de raices p-ésimas de la unidad actia
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libremente sobre X mediante
€ (X0, ooy Xpo1) i= (X0,€X1, ..., €771 X,,_1) para todo & € p,.

La variedad cociente X = X /1y es especial unitaria, y su grupo fundamental m1(X) es isomorfo

a fip.

4.2.4. Variedades Simplécticas Holomorfas

Sea X una variedad compleja. Denotaremos por Tx al fibrado tangente holomorfo de X. Diremos
que una 2-forma holomorfa ¢ en X es no-degenerada en un punto z € X si la forma alternada ¢(x)
en Tx(x) es no-degenerada. Si dim(X) = 2r, esto equivale a decir que la forma ¢" := A" no se

anula en .

Proposicién 4.2.3.
Sea X una variedad Kdhleriana compacta de dimension 2r, cuyo grupo de holonomia es Sp(r).

Entonces,
(i) Eziste una 2-forma holomorfa ¢ en X que es no-degenerada en todo punto.

(ii) Tenemos que HO(X, Q%) = 0 si p es impar, y H(X, Q%) = C- % para 0 < ¢ < 7. En
particular, tenemos que x(X,O0x) =r+ 1.

Demostracion. El punto (i) fue demostrado en el ejemplo 4.2.3. Gracias a [Bou75, Seccién 13], la

representacién de Sp(r) en QP(x) para p < r se separa en una suma directa
Qp(x) = Pp S Pp7290<x) D Pp74@2($) e

donde las representaciones Py (con 0 < k < r) son irreducibles, y no triviales para k > 0. Por otra
parte, la multiplicacién por ¢*(x) define un isomorfismo equivariante desde Q"~*(z) hacia Q"% (x).
Deducimos directamente que los Gnicos elementos invariantes de QP (x) son (médulo reescalamiento)

las potencias exteriores de ¢, de donde se deduce (ii). O
El resultado anterior nos lleva a introducir la siguiente definicién.

Definicién.
Sea X wuna variedad compleja. Una estructura simpléctica (compleja) en X es una 2-forma

cerrada holomorfa en X, no-degenerada en todo punto.

Observacion 4.2.4. 1. Una variedad simpléctica compleja X es de dimension par 2r, y su fi-
brado candnico Kx es trivial. En efecto, si ¢ es una estructura simpléctica en X, la forma ¢"

es un generador de Kx sin ceros ni polos.
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2. FEsta terminologia se introduce por analogia con la nocion de estructura simpléctica real sobre
una variedad diferenciable. Podemos observar que si ¢ es una estructura simpléctica compleja
en X, las 2-formas reales Re(y) e Im(p) son estructuras simplécticas reales sobre la variedad
diferenciable X (puesto que las formas (p +@)?" y (p — ©)", proporcionales a ¢"p", no se
anulan nunca). En este articulo, sélo consideraremos estructuras simplécticas complejas, que

llamaremos simplemente estructuras simplécticas.

3. Sea X wuna variedad compleja, B un sub-espacio de X de codimension > 2. Entonces toda
estructura simpléctica ¢ en X \ B se extiende de manera unica a una estructura simpléctica en
X. En efecto, gracias al Teorema de Hartogs, ¢ se extiende de manera unica a una 2-forma @
en X ; si dim(X) = 2r, el divisor de $", que debe estdr contenido en B, es nulo, de tal suerte

que o es una estructura simpléctica.
Ejemplo 4.2.5.
1. El fibrado cotagente de toda variedad compleja admite una estructura simpléctica candnica.

2. Sea Y wuna variedad compleja de dimension 2r, y sea w una 2-forma holomorfa cerrada en

Y tal que W" no sea identicamente nula. Entonces, w induce una estructura simpléctica en
Y\ div(w").

3. Los toros complejos y las superficies K3 son ejemplos de variedades simplécticas compactas.

Otros ejemplos de dichas variedades serdn estudiados en la sequnda parte.
Relacionemos ahora esta definicién algebraica a la geometria diferencial.

Proposicion 4.2.4.

Sea X wuna variedad compleja compacta, de tipo Kdhleriana, de dimension 2r.
1. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) X posee una métrica Kdhleriana cuyo grupo de holonomia estd contenido en Sp(r).

(b) X admite una estructura simpléctica.
2. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a’) X admite una métrica Kahleriana cuyo grupo de holonomia es Sp(r).
(b’) X es simplemente conexa y admite una estructura simpléctica, inica modulo reescala-

maento.

Si alguna de las condiciones (a’) o (b’) se satisfacen, decimos que X es una variedad simpléctica

irreducible.
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Demostracion. Probemos (1). El hecho que (a) implica (b) se obtiene del ejemplo 4.2.3. Bajo la
hipétesis (b), el fibrado canénico de X es trivial; el Teorema de Yau implica entonces la existen-
cia de una métrica Kahleriana g Ricci plana. La estructura simpléctica de X es entonces paralela
(por el principio de Bochner), lo que implica que la holonomia de (X, g) estd contenida en Sp(r)
(nuevamente, por el ejemplo 4.2.3).

Probemos (2). Bajo la hipétesis (a’), la unicidad de la estructura simpléctica de X se deduce de
la Proposicién 4.2.3. Gracias al Teorema 4.2.4, el revestimiento universal X de X es una variedad

Kéhleriana compacta de holonomia Sp(r). En particular, la Proposicién 4.2.3 implica
X()Z', Oz)=r+1=x(X,0x),

y luego (gracias al Teorema de Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch) tenemos que X = X Jie, X
es simplemente conexa. Supongamos ahora que X verifica las condiciones de (b’). Gracias a la primera
parte de la demostracién del Teorema 4.2.4, X es isomorfa a un producto de variedades Kéahlerianas
irreducibles X, ..., X,,. La estructura simpléctica ¢ de X induce una estructura simpléctica ¢;
en cada X, y tenemos que ¢ = ) . prj ¢;. Para todo elemento (A,...,\,) de (C*)™, la forma
> ; Ai prj p; es también una estructura simpléctica. La hipétesis (b’) implica entonces que m =1,y

por lo tanto que X es una variedad Kéhleriana de holonomia Sp(r). O

4.2.5. El teorema de Descomposicion de Beauville-Bogomolov

Concluiremos esta seccién dando una formulacién y prueba del teorema de descomposicién que es

independiente de la eleccién de una métrica. Para la demostracién, sera necesario el siguiente lema.

Lema 4.2.2.
Sean Yi,...,Y, variedades compactas de tipo Kdhleriano, simplemente conexas y de primera clase
de Chern nula, y sea X = H;L:lYl. Entonces, las métricas Kahlerianas Ricci planas en X son

ezactamente las métricas y , pry gi, donde g; es una métrica Kdhleriana Ricci plana en'Y; para cada
le{l,...,n}.

Demostracion. Sea g una métrica Kihleriana Ricci plana en X, y sea w € H"'(X) su clase de
cohomologia. Dado que las Y; son simplemente conexas, w se escribe de manera tnica como w =
> prfw, donde w; es una clase de Kéhler en H"“(Y}). Gracias al Teorema de Yau, existe una
tunica métrica Kahleriana Ricci plana g; en Y; cuya clase es exactamente w;. Entonces, la métrica

Kéhleriana Ricci plana ), prj g; en X tiene clase w, y luego coincide con g. O

Teorema 4.2.6 (Descomposicién de Beauville-Bogomolov).

Sea X una variedad compacta de tipo Kdihleriano tal que ¢1(X) =0 en H*(X,R).

1. El revestimiento universal X de X es isomorfo a un producto

ck xHVi XHXj,
i J
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donde V; es una variedad proyectiva simplemente conexa, de dimension m; > 3, con fibrado
canonico trivial, tal que HO(V},Q"Z) =0 para 0 < p < m;; X; es una variedad simpléctica

irreducible, compacta de tipo Kahleriana. Esta descomposicion es unica modulo permutacion.

2. Eziste un revestimiento étale finito X' de X tal que
X’%TXHVZ-XHXJ-,
( J

donde T es un toro complejo.

Demostracion. Gracias al Teorema de Yau, X admite una métrica Kéhleriana Ricci plana. El Teo-
rema 4.2.4 y los resultados anteriores sobre variedades especiales unitarias y variedades
simplécticas holomorfas implican entonces las afirmaciones relacionadas a la existencia en el
enunciado.

Para demostrar la tnicidad, analizaremos primero el caso en que X es simplemente conexa. Fijemos
en este caso una métrica Kéhleriana Ricci plana. Gracias al lema anterior, tenemos que todo iso-
morfismo X — [[V; x [[ X, es isométrico siempre que elijamos métricas Kéhlerianas Ricci planas
convenientes en cada uno de los V; y X;. La unicidad resulta entonces de la unicidad obtenida en el
teorema 4.2.4.

Para tratar el caso general, basta probar el enunciado siguiente: si Y y Z son variedades compactas,
simplemente conexas, de tipo Kahleriano cuyas primeras clases de Chern son nulas, entonces todo
isomorfismo u : CP xY — C?x Z se escribe como u = (u1,uz), donde u; : C» — C?y uy : Y — Z son
isomorfismos. Por otra parte, dado que Y es compacta, el teorema de Liouville implica que podemos
escribir

u(t,y) = (ua(t), w(y)) parat € CP e y €Y,

donde wu; es un isomorfismo desde CP hacia C? (lo cual implica en particular que p = ¢), y donde u,
es un automorfismo de Y que depende continuamente de ¢ € CP. Dado que el grupo de automorfismo
de Y es discreto, gracias al lema 4.2.1, tenemos que u; es constante, lo que prueba nuestra afirmacion

y por ende el teorema. O

4.3. Conexidad Simple de Variedades de las variedades de Fano.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Myers).
Sea M una variedad Riemanniana completa con curvatura Ric > § > 0, entonces su revestimiento

universal M es compacto, y en particular, su primer grupo fundamental m (M) es finito.
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Si X es una variedad proyectiva suave y 7 : X — Y es un morfismo étale, es decir,
s
Vp € X, 3U, C X vecindad abierta de p tal que 7 '(U,) = |_| U,
j=1
Entonces,

1. Si Y es una variedad proyectiva, entonces existe un fibrado L amplio y el teorema de incrus-
tacién de Kodaira (ver teorema 1.8.1) nos dice que 7*L define un fibrado amplio de X por lo

que X debe ser proyectiva.

2. La férmula de Riemann-Hurwitz relaciona el fibrado candénico Ky con el pullback de K x como
sigue
Ky = 7" Kx + Ram(n)

donde Ram(7) corresponde a la ramificacién de 7 que se define en detalle en [Har77, Seccién
4.2]. En particular, si 7 es étale entonces Ram(w) = 0. Luego, —Ky = 7n*(—Kx) y por lo

tanto, que X sea una variedad de Fano implica que Y también lo es.

3. El teorema de Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch nos dice que
X<Y7 ﬁY) = deg(ﬂ-) : X(X7 ﬁx)
En particular, si Y = X el cubrimiento universal de X , entonces

deg(m) = |m1(X)]

Teorema 4.3.2.

Toda variedad de Fano es simplemente conexa.

Demostracion. Sea X una variedad de Fano, el teorema de anulacién de Kodaira (ver el teorema

1.8.2) y la dualidad de Serre implican que
hOU(X,0x) = hi(X,0x) =h"4X,-Kx) =0, Vq>0.
y por lo tanto, el teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch nos dice que
X(X,0x) = h*(X, 0x) = 1.

Como ¢1(X) > 0, la solucién de Yau como replicamos en el capitulo anterior nos dice que X admite
una métrica de Kahler con curvatura de Ricci positiva. Luego, el teorema de Myers implica que
el primer grupo fundamental de X es finito. Ademds, dado que el cubrimiento universal X es una

variedad compacta (y, gracias a las observaciones anteriores, una variedad proyectiva de Fano), el
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Teorema de Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch implica que

X(X, 0%) = [m(X)] - x(X, Ox).

Asi, dado que las caracteristicas de X y X coinciden, concluimos que |71 (X)] es 1, o equivalentemente

el primer grupo fundamental es trivial y por lo tanto X es simplemente conexa. O
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