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Los ndmeros primos ocupan un lugar especial en el corazén de las mateméticas. Esta considera-
cién procede, en parte, de la maravillosa propiedad de que todo niimero natural puede expresarse
como un unico producto de factores primos, cuya trascendencia le ha ganado con justo mérito el
nombre de Teorema Fundamental de la Aritmética, siendo clave para la demostracion de varias
proposiciones tanto en la teoria numérica como en otras dreas matematicas. Pero, la ciencia, y en
particular la matemadtica, es una disciplina enamorada de lo todavia por conocer, y gran parte de
la fascinacién que sienten tanto matematicos profesionales como aficionados hacia los nimeros
primos proviene de ese halo de misterio que surge al vincularse con varias de las conjeturas mas
resistentes a los esfuerzos de demostracién, como son la Hipétesis de Riemann o los Problemas
de Landau. Esa mezcla de enigma e importancia se vuelve un canto de sirena, irresistible para la
curiosidad matematica. Varias de estas interrogantes donde los nimeros primos juegan un papel
decisivo, incluyendo las conjeturas ya mencionadas, se derivan de la distribucién aparentemente
aleatoria de los nimeros primos en la sucesion de nimeros naturales. La secuencia de nimeros
primos, veamos...

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, . ..

nos es conocida desde los primeros niveles de la escuela y, sin embargo, se resiste a ser sintetizada
en una breve férmula o calculada por algin rapido algoritmo. La dificultad de este problema es tal
que nuestro fracaso ha sido implementado por sistemas criptograficos (RSA y similares) con tanto
éxito que hoy es el pilar fundamental de nuestra seguridad informéatica moderna. Leonhard Euler, el
genio que domind la matemdtica del siglo XVIII, se lament6 una vez:

No hay més que darles una mirada a las tablas de nimeros primos —que algunas
personas se han dado el trabajo de seguir mds alld del cien mil— para darse cuenta,
primero, que ahi no reina ningin orden ni regla. [3]
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Como es costumbre al espiritu de la ciencia, tales palabras no constituyeron un profético impedi-
mento, sino que impulsaron un desafio que motivé a multiples matematicos a buscar patrones que
otorgaran algtin orden, aunque sea parcial o aproximado, a dichas cadticas tablas. Dentro de estas
observaciones, posiblemente las mds importantes sean las que condujeron a conjeturar el Teorema
de los Nimeros Primos: Adrien-Marie Legendre y Carl Friedrich Gauss observaron a finales del
siglo XVIII que la cantidad de nimeros primos menores que un valor dado es aproximable por
dicho valor dividido su logaritmo natural, esto es:
() ~ ——
logx

donde 7(x) representa la cantidad de niimeros primos menores a x. Esta aseveracion constituyé
un salto de genio, pues nos permite conocer de forma aproximada la esquiva distribucién de los
nimeros primos, especialmente para aquellas grandes escalas que superan nuestras limitaciones
de célculo. Sin embargo, no fueron Legrendre ni Gauss quienes probaron la propiedad que ha-
bian descubierto. Habria de pasar practicamente un siglo de esfuerzos provenientes de las mentes
mads brillantes para que dos jévenes matemadticos, Jacques Hadamard y Charles-Jean de la Vallée
Poussin, pudieran concluir la primera demostracion, cada uno de forma independiente en aquel
afo de 1896. Pero si esta prueba resulta curiosa es porque no se basa en las propiedades de los
ndmeros primos, sino en las caracteristicas analiticas de las funciones de una variable compleja,
una conexidn insospechada que evolucioné lenta e inadvertivamente desde una pequefia identidad
ya descubierta por Leonhard Euler, pero cuyas importantes consecuencias solo serian reveladas por
otros grandes matematicos varias décadas después. Otras demostraciones sucedieron a las originales
de Hadamard y de la Vallée Poussin, todas ellas utilizando este impensado nexo entre la aritmética
y el andlisis. Serfa recién en 1948 que Atle Selberg' descubri6 una demostracién del teorema de
los ndmeros primos que no utilizase herramientas procedentes del andlisis real o complejo, por lo
cual esta prueba ha sido llamada elemental, no sin falta de cierta ironia al ser mds compleja que las
pruebas que utilizan niimeros complejos. Por lo dicho anteriormente, més alla de la importancia
que contiene su enunciado, el Teorema de los Nimeros Primos también cumplié un papel crucial
en el surgimiento histérico de la Teoria Analitica de Ntiimeros, del cual hoy es su joya mds preciosa,
y fue un importante propulsor para la investigacién en Andlisis Complejo.

El presente trabajo ha sido escrito para optar al grado de Licenciado en Ciencias, mencién Matem4-
ticas, y versa sobre el Teorema de los Ndmeros Primos, su demostracién analitica e historia. La
demostracion que se presenta no pretende ser original, sino que se basa en la prueba desarrollada en
Complex Analysis de Elias Stein y Rami Shakarchi [14]. Cualquier lector de dicho recomendable
libro sabrd que en €l las demostraciones no estdn completas con todo su formalismo, quedando
algunas partes significativas como un ejercicio ticito al lector. El objetivo de este documento
es rellenar dichos vacios presentando las demostraciones con la formalidad mas completa que
me fue posible. Sin duda estos ejercicios implicitos son necesarios para que el estudiante vaya
practicando los nuevos conocimientos que va adquiriendo, pero también goza de utilidad contar con
una redaccién mds completa para que asi el iniciado en matematicas sepa lo que se espera de él y
tenga con que contrastar su avance. Uno de los mayores desafios que se presentan en la formacién
de un matematico es aprender a redactar, y de paso a pensar, de forma légicamente rigurosa, un arte
al cual muchos alumnos se enfrentan como cual mundo desconocido lleno de peligros. Aunque esta
maduracién es ante todo personal, espero que este material pueda aportar alguna luz, alguna guia
en todo ese largo y a veces accidentado transitar.

IExiste una lamentable disputa sobre el grado de contribucién de Paul Erdos en la demostracién de Atle Selberg.
Ahondaremos de forma muy breve en el préximo capitulo. Al interesado, se recomienda leer [6].
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Sin embargo, dicho ejercicio intelectual podria realizarse con cualquier materia, no hay diferencia,
més alld de su mayor o menor complejidad, de hacerlo con un teorema u otro. Si se decidié
especificamente por el Teorema de los Nimeros Primos fue porque tiene una importancia propia
que, como se explicé en parrafos anteriores y se profundizard en capitulos siguientes, proviene
tanto de la elegancia y misterio del tema que trata como de su importancia histérica al haber
fomentado la investigacién en la teoria analitica de nimeros y el andlisis complejo. Si atin el
matematico mds enfocado a las aplicaciones no encuentra interés en la distribucién de los primos,
le serd de curiosidad aprender como las herramientas ensefiadas del andlisis complejo se pueden
aplicar para resolver un problema cuya interaccidén no se sospecha en primera vista. Nos da un
entendimiento que las distintas areas de la matematica conforman parte de un solo cuerpo que se
nutre de los diversos descubrimientos procedentes desde todas las direcciones. En una época donde
la matematica y la ciencia mds reconocida es la interdisciplinaria, como sucede con el Programa
Langlands y la Ciencia de la Complejidad, es una leccién que vale que se aprenda tan pronto
como sea posible. Debido a esto mismo, la bisqueda de la rigurosidad no debe perder la vista del
debate apropiado de las ideas y conceptos que se estdn desarrollando, aunque esto exacerbe por
momentos la extension de la obra. Por lo mismo, la discusién se dard en todo el texto a través dos
niveles distintos: Uno mds vernacular sobre los conceptos a desarrollar y otro mds formal donde se
redactardn los enunciados y demostraciones. El disefio nos permitira distinguirlos con facilidad a
través del uso de enmarcaciones para el dltimo nivel, sin que esto signifique que ambos niveles no
estén en una perpetua comunicacién como es debido. No hay demostracién posible si se desconocen
los conceptos claves, no hay debate serio sin la seguridad proporcionada por las pruebas formales.

A continuacién, la obra se subdividira en los siguientes capitulos: El primero se dedica a resefiar la
historia de las ideas y esfuerzos matemdticos que condujeron al teorema y su primera demostracion.
El segundo versa sobre el concepto de Extension Analitica, aplicindolo para extender la Funcién
Gamma y concluir explorando algunas propiedades que nos serén ttiles luego. El tercer capitulo,
quizds el mas importante, trata sobre la Funcién Dseta de Riemann, la principal culpable de la
conexién entre ndmeros primos y valores complejos. El cuarto capitulo finalmente concluir la
demostracion analitica del Teorema de los Nimeros Primos. La obra termina con una conclusién
reflexiva sobre el estudio realizado. Para la lectura apropiada de este texto es necesario tener
conocimientos basicos del Andlisis Complejo, como Funciones Holomorfas, Calculo de Residuos
y Teorema de Cauchy para calcular integrales. Para cuidar la extensién de la obra, se asumiran
estos conceptos como conocidos, aunque se proporciona un Apéndice con teoremas importantes
que son utilizados. En este sentido se acaba de perfilar la concepcién dltima de este trabajo, como
un material complementario para el estudio sobre Anélisis Complejo o sobre Teoria analitica de
ndmeros.

Quiero expresar mis agradecimientos a mi profesor guia Pedro Montero, cuya enorme paciencia y
dedicado consejo me fueron imprescindibles para culminar este trabajo en las tumultuosos tiempos
que nos tocaron. A mi novia Katherine, por brindarme su constante apoyo emocional y ademads
ilustrar maravillosamente esta obra con retratos preciosos de los protagonistas de esta historia y con
una portada que guarda la misteriosa distribucién prima. Agradecer de todo corazén a mi preciosa
familia, con una dedicatoria especial a mis padres y mi abuela Adriana, por haber estado a mi lado
apoydndome incluso en esos momentos que ni siquiera yo hubiera estado conmigo, se los debo
todo y nunca me han cobrado nada.

A la memoria de mis abuelos Domingo, Juan y Margarita, por haber creido siempre en mi.
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(1. Breve historia de un teorema

En la opinién del matematico universal Alexander Grothendieck, existen dos estilos de hacer
matemdticas y se pueden ilustrar en cémo abrir una nuez. La primera forma, la mds natural si se
quiere, seria aplicar una fuerza concentrada, como con un martillo y un cincel. Se escoge el angulo
adecuado y luego se aplica el esfuerzo fisico. Si la cdscara no cede, entonces se busca otro dngulo y
se vuelve a insistir. Esta metafora ilustra el procedimiento usual para demostrar teoremas: Fijar una
estrategia y luego trabajar duro en deducciones y conclusiones que nos lleven a la respuesta. Si no
funciona, pensar una nueva estrategia y vuelta al trabajo nuevamente. La segunda manera de hacer
matemadticas se asemeja a sumergir la nuez en un recipiente con agua. El liquido circundard la nuez
y lenta, pero inexorablemente, ird penetrando en la cdscara, debilitindola poco a poco hasta que,
con suficiente tiempo, la nuez se abrird hasta con un suave apretén de mano. En matemaéticas esta
estrategia significa ir construyendo una teoria alrededor de la conjetura, ir fabricando una inmensa
maquinaria de definiciones, conceptos y relaciones que nos irdn acercando paso a paso hasta que la
demostracién surja como una deduccion evidente de esta nueva teoria.

La historia del teorema de los nimeros primos nos instruye sobre esta segunda via para hacer
matematicas. Resistidos todos los intentos iniciales a cincel y martillo, los matematicos se vieron
forzados a circunnavegar la conjetura para construir una teoria a su alrededor, esperando que
teorema a teorema se acercaran a una demostracién. Y finalmente asi ocurriria: Bast6 un dltimo
descubrimiento, a través de un ingenioso y elegante truco trigonométrico, para desencadenar una
cascada de lemas que concluyeron en la ansiada prueba. Pero para conseguir tal cadena deductiva
debid pasar todo un siglo de trabajo y colaboracién matemadtica. Resulta un defecto un tanto
frecuente en el aprendizaje matematico no atender al surgimiento histérico de las ideas estudiadas,
pero la historia de las matemaéticas es una fuente imprescindible para entender el quehacer de
un matematico, pues necesaria es la estela de los maestros para formar el camino del aprendiz.
Aunque jamds recomendable, en este caso la ausencia de resefia histérica seria impresentable, pues
la historia de este teorema nos ilustra esta segunda via de hacer matemaética, el caracter colaborativo
de la ciencia y la importancia de hacerse grandes preguntas, que aunque sus consecuencias no estén
a la vista, pueden ser inmensas para el desarrollo del conocimiento humano.
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A continuacion, la historia se divide en tres partes: Una primera sobre el surgimiento de la teoria
analitica de nimeros, una segunda sobre la formulacién de la conjetura y finalmente la tercera sobre
el camino hacia la primera demostracion.

La infinitud analitica de los niimeros primos

Resulta desconocido desde cuando hemos logrado identificar a los nimeros primos. Una
columna del Hueso de Ishango, un utensilio congolefio de conteo que procede del Paleolitico
Superior, enumera los nimeros primos entre 10 y 20. Esta podria ser la tabla de nimeros primos
mads antigua conocida, con 8 milenios de antigiiedad, o solo una sorprendente coincidencia. Es
probable que los matemadticos del Antiguo Egipcio y Mesopotamia conocian de los nimeros primos,
pero nuestro entendimiento formal proviene de los Antiguos Griegos y, en particular, de un libro
imperecedero: Los Elementos de Euclides. Asi los definia en su onceava definicién del libro VII:

Un nimero primo es el que es medido por la unidad solamente. [9]

Cabe mencionar que los antiguos griegos fundamentaban su matematica desde la geometria, por
lo que no debe extrafiarnos el lenguaje geométrico presente en Los Elementos, incluso cuando
se refiere a temas aritméticos. Para nuestro actual vocabulario, 'medido’ significa ser ’divisible
propiamente’ (o sea, sin considerar al nimero mismo como divisor). La definicion se ha mantenido
a través de los milenios, aunque no sin que hayan surgido algunos desacuerdos'. Varias afirmaciones
referidas a los nimeros primos aparecen en los siguientes libros de Los Elementos, entre ellas
algunas tan importantes como el Teorema Fundamental de la Aritmética (Proposicién 14 del Libro
IX). Pero, el comienzo de nuestro camino hacia el Teorema de los Numeros Primos esta en la
Proposicién 20 del Libro IX: Existen infinitos nimeros primos.

Hay mds nimeros primos que cualquier cantidad dada de nimeros primos. [9]

La demostracién de Euclides es la mds conocida. Su elegante idea puede incluso resefiarse en este
margen: Dese un listado finito de nimeros primos, tan largo como usted quiera, y luego multiplique
todos ellos. Puede darle un resultado tal vez pequefio, tal vez inmenso, pero siempre finito y, por
tanto, tiene un sucesor. Ese sucesor no puede ser divisible por ninguno de los nimeros primos
del listado, por lo que solo hay dos posibilidades: O este sucesor es un nuevo nimero primo, o
es divisible por un ndmero primo no antes considerado. En cualquiera de los dos casos, hemos
encontrado un nimero primo que no estaba en el listado. Pero ese listado que nos dimos era uno
cualquiera, por lo que sin importar que tan exhaustivo seas siempre encontrards un nimero primo
que te falte. Si ninguna lista finita puede contener a todos los nimeros, entonces estos son infinitos.

Sin embargo, lo que convoca nuestra atencion a este teorema no es esta demostracion clésica,
sino por una prueba alternativa propuesta por Leonhard Euler en 1737, muchos siglos después. La
demostracién comienza probando una de las tantas identidades que llevan el nombre del genio
suizo:

| 1

Y= ] —— w1

= n* L ]l —p

n= p primo
Esta identidad se cimienta en el Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA): Observe dicho
producto, su argumento son las series geométricas (1+p -+ p~>+...) con p primo. Si aplicdramos
la propiedad distributiva, obtendriamos una suma de todas las posibles combinaciones de productos
entre potencias de primo (cada uno ademads elevado a —x). Por TFA, estos sumandos corresponderan
a todos y cada uno de los nimeros naturales (elevados a —x), por tanto, coincide con la serie. Por
supuesto, como estamos trabajando con infinitos debe tenerse mucho cuidado con los limites, por
lo que una demostracién formal y su debida discusién se encuentra en el teorema 3.2.1.

I'Al lector interesado, se le recomienda el siguiente paper [4] sobre la primalidad del ndmero 1 a través de la historia.
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La demostracién de Euler sobre la infinitud de los nimeros primos se deriva enseguida si tomamos
el limite cuando x — 1. El lado izquierdo diverge porque se convierte en la serie arménica, por lo
que el lado derecho también debe diverger. La tinica manera que un producto se te vaya a infinito
es que tenga infinitos términos y como hay un factor por cada primo, hay infinitos nimeros primos.

La importancia histdrica que tuvo la demostracién euleriana radica en que se basé fuertemente
en ideas analiticas: La infinitud de los nimeros primos se deduce por la divergencia de la serie
armonica. Esto se convirtié en toda una novedad para su época, porque hasta entonces el andlisis y la
aritmética parecfan mundos aparte. Y sin embargo, esta demostracién adolecia de un problema para
constituirse en un puente entre ambas areas: Estaba probando un hecho hace milenios conocido y
demostrado bajo técnicas elementales. Si esta conexion era digna de investigacion, primero requeria
justificar su utilidad demostrando una conjetura abierta, una que las técnicas tradicionales no se
hayan mostrado capaces de resolver. Hasta que aquello sucediera, la demostracidn euleriana quedé
limitada a ser una curiosidad matematica.

Pasaria un siglo hasta que la teoria analitica de niimeros atravesara su bautizo de fuego. Era 1808
cuando Adrien-Marie Legendre conjeturd que existian infinitos nimeros primos en algunas sucesio-
nes aritméticas. Recordando: Una serie aritmética son aquellas donde los términos de la sucesién
estdn separados por la misma cantidad. Podemos representar a todos los elementos de dicha suce-
sién con la formula a-n+b con a'y b constantes y n =0, 1, .... Si tanto a como b son naturales,
es suficiente para que la sucesion sea de nimeros naturales. Resulta evidente de la formula que,
si existe un divisor comun para a y b, todos los elementos de la sucesion serdn divisibles por ese
divisor comtin, por lo que el Gnico ndmero primo puede ser el primero de la sucesién. Pero si a
y b son coprimos, es decir, no tienen divisores comunes entre si, no es evidente cudntos nimeros
primos puede haber en la sucesién. Adrien-Marie Legendre conjeturd que siempre que a y b sean
coprimos, habria infinitos nimeros primos en la sucesion.

En 1837 llegaria la demostracion a manos del matemadtico alemén Peter Gustav Dirichlet. Inspirada
en la demostracion euleriana, Dirichlet enfocé su prueba a demostrar que, para a,b € N coprimos,
la suma

1
p primo p
p €{a-n+b}
diverge?, lo que implicarfa que hay infinitos sumandos, por tanto, infinitos niimeros primos en la
sucesion aritmética {a-n+ b}. No ahondaremos en esta demostracion, aunque si mencionaremos
su estrategia: Dirichlet busca una expresion equivalente a la serie

1

Z — s> 1

S
p primo p
p €{a-n+b}
que le permita demostrar que diverge a oo cuando s — 1. Para encontrar esa expresion, estudia una
generalizacion de las series consideradas por Leonhard Euler y que actualmente se llama funcién L
de Dirichlet:

nS

L(x,s) = in(n) s>1

Donde y es un cardcter de Dirichlet. Al lector interesado en esta demostracidn, existe una prueba
moderna en el clédsico [1] que se invita a profundizar.

2En otras demostraciones actuales, la suma escogida es ¥ log p/penvezdeY 1/p, como es el caso de [1], pero el
enfoque de la demostracion es la misma.
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La demostracién del hoy llamado Teorema de Dirichlet tuvo importantes repercusiones en la
investigacién matematica. No solo introdujo conceptos nuevos como la funcién L de Dirichlet o
sus caracteres, que son profundamente estudiados hasta el dia de hoy, sino también fue la primera
vez que una conjetura que estaba en la primera linea de la investigacién en teoria numérica fue
demostrada gracias a técnicas analiticas. Esto inspird a otros mateméticos a utilizar el anélisis para
resolver problemas aritméticos, incluyendo a Benhard Riemann en su trabajo pionero sobre el
Teorema de los Nimeros Primos. Las conexiones entre el andlisis y la aritmética pasaron de ser una
simple curiosidad a ser hasta hoy uno de los campos importantes de la investigacion matemética.
Con Dirichlet, finalmente, habia nacido la Teoria Analitica de Nuimeros.

Figura 1.1: Gréfica de los puntos (p,p) en coordenadas polares, con p primo menor a 25000. Las
espirales corresponden a cada una de las 20 sucesiones aritméticas 44 - n + b, donde b es coprimo
de 44. Que estas espirales jamds acaben es una bella ilustracién del Teorema de Dirichlet. Fuente:
Idea original de Dwymark [5] y explicada brillantemente en 3Blue1Brown [12]. Gréfica propia.

Conjeturando desde una tabla de ndmeros primos

Era el afio 1792 o 1793. Aunque con solo 15 afios y de origen humilde, Carl Friedrich Gauss ya
gozaba de una fama local como joven virtuoso. Recibia desde hace afios instrucciones adicionales
en matematicas e incluso un estipendio de parte del Duque de Brunswick, a quien habia dejado muy
impresionado. Dentro de este ambiente educativo tan especial, Gauss empezd sus investigaciones
personales sobre alta aritmética. Uno de sus primeros proyectos fue estudiar la disminucién de la
frecuencia de los nimeros primos. En notacién actual, Gauss estudiaba como decrece la funcién
7(x)/x, donde 7(x) es la cantidad de nimeros menores que x. Su interés no era predecir el préximo
nimero primo, sino saber aproximadamente cuantos de los naturales menores a X son primos.
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Gauss empez6 a calcular dicha tasa 7(x)/x en intervalos de mil en mil. A pesar de las fluctuaciones

que se le presentaban, fue capaz de observar que dicha frecuencia se iba aproximando al reciproco

multiplicativo del logaritmo natural. Para nuestra moderna notacidn, este hallazgo se escribe:
7(x) 1

X logx
Donde ~ significa asintéticamente equivalentes, es decir, se cumple el siguiente limite:

o E@))

% (1 logx)

A nivel conceptual, esto nos dice que a medida que x va creciendo, ambas funciones empiezan a
comportarse de forma similar. Esto no quiere decir que su diferencia se vaya haciendo cero, pero si
que este error se va haciendo insignificante a comparacién de x.

Ya esta observacién era de por si remarcable y es a la que nos enfocaremos de demostrar en este
libro. Sin embargo, Gauss fue mas alld: Vera que existen dos formas de interpretar a 7(x)/x. La
primera, que hemos usado hasta ahora, es como la tasa de cudntos nimeros naturales menores que
x son nimeros primos. Pero la segunda interpretacion es pensar en 7(x)/x como una aproximacion
a una raz6n de cambio promedio de 7(x). Por supuesto esta no es la derivada de 7(x), pues esta
funcién crece a saltos discontinuos, luego su derivada es 0 salvo en los puntos que no estd definida
y donde la funcién realmente cambia. Sin embargo, captura la idea de una razén de cambio global y,
sin ser rigurosos, a través del teorema fundamental del cdlculo podemos sospechar que la expresion
anterior nos estd sugiriendo lo siguiente:

Y dx
2 logx

m(x) ~

Esta es una segunda formulacion del Teorema de los Ntiimeros Primos. Es equivalente a la anterior,
pero funciona como una mejor aproximacién para 7(x). El lado derecho se le llama la integral
logaritmica desplazada, denotada Li(x).

Gauss evalu6 el funcionamiento de su hip6tesis utilizando las tablas de logaritmos creadas por
Lambert. Afios después, iria ampliando sus célculos segtin mejores recursos tenia a su disposicion:
En 1796, tras obtener las tablas de Vega, tested su hip6tesis hasta x = 400,031. En 1811 ampli6
sus calculos para llegar al primer millén. Tiempo después, con la asistencia de su estudiante Carl
Goldschmidt y haciendo uso de las tablas de Burkhardt, llevo sus computos hacia los tres millones.
En la siguiente tabla se muestra los resultados obtenidos por Gauss, incluyendo sus ligeros errores
al calcular 7(x) si comparamos con el valor informado por Wolfram Alpha. La perseverancia y
precision de los célculos de Gauss es desconcertante para una época previa a los ordenadores:

X ‘ 7t(x) £ Error ‘ Li(x) £ Error

500.000 41.556 - 18 41.606,4 £ 50,4
1.000.000 78.501 -3 79.627,5 + 126,5
1.500.000 114.112 + 43 114.263,1 £ 151,1
2.000.000 148.883 + 50 149.054,8 £ 171,8
2.500.000 183.016 + 56 183.245,0 £ 229,0
3.000.000 216.745 + 71 216.970,6 £ 225,6

Cuadro 1.1: Calculos de Gauss sobre el teorema de nimeros primos. Fuente: Goldstein [7].
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Resultan impresionantes los logros conseguidos por Gauss, pero, lamentablemente, Gauss jamas
publicé ninguno de estos hallazgos. Nuestro conocimiento de sus investigaciones se basa en una
carta de 1849 dirigida a su amigo, el astrénomo y ex alumno suyo Johann Encke. Este hecho no
es inusual en la biografia de Gauss, en varias ocasiones adelant a los matemdticos de su época,
pero no hizo publicos sus descubrimientos. Asi sucedid, por ejemplo, sobre el nacimiento de las
geometrias no euclidianas donde Gauss precedié secretamente en décadas a Bolydi y Lobachevsky.
Son pocas las dudas sobre la veracidad de las afirmaciones de Gauss, pero para mds certeza dicho
trabajo privado también es citado por Benhard Riemann en su memorable Sobre el niimero de
primos menores que una cantidad dada, del que hablaremos mds adelante.

La primera publicacién de la conjetura quedaria en manos del gran matematico francés Adrien-
Marie Legendre, quien lo incluiria en su Essai sur la Théorie des Nombres en 1798, considerado
el primer libro de texto en Teoria de Nimeros. En éste se plantea la siguiente conjetura sobre la
distribucién de los nimeros primos:

_
Alogx+B

m(x)

Con A y B algunas constantes. Diez afios después, en la segunda edicién de su libro?, refinarfa su

hipétesis como sigue:
X

7)™~ fogx — 108366

A semejanza de Gauss, Legendre sustentd su hallazgo con evidencia numérica. Usando las tablas de
Vega, evalué su conjetura hasta x = 400,000 publicando estos resultados en su libro. Parte de dicha
tabla se incluye a continuacién, con el cdlculo del error respecto a valores modernos proporcionados
por Wolfram Alpha. También se incorpora una estimacion adicional para x = 1,000,000 que también
Legendre proporciond en su libro. Nuevamente la precision y extension son dignas de alabanza:

7(x) £ Error x/(logx —1,08366) + Error

50.000 5.134 -1 5.136 - 0,48
100.000 9.592 9.588 + 0,40
150.000 13.849 - 1 13.844 + 0,37
200.000 17.984 17.982 - 0,29
250.000 22.045 -1 22.035 + 0,06
300.000 25.998 - 1 26.025- 1,13
350.000 29.977 29.961 - 0,45
400.000 33.861 -1 33.854-0,34
1.000.000 78.527 - 29 78.543 + 0,18

Cuadro 1.2: Célculos de Legendre en Théorie des Nombres. Fuente: Klyve [11].

Resulta intrigante cémo se puede derivar este teorema desde una tabla de nimeros primos. Si uno
observa dichas tablas, rdpidamente se da cuenta de lo dificil que es encontrar algin patrén, espe-
cialmente si no sabe de antemano lo que se estd buscando. Lamentablemente no hay informacién
de cémo Gauss o Legendre dedujeron su hipdtesis, al fin de cuentas los estudios de Gauss eran
privados y de la vida de Legendre se conserva muy poco®. Para nuestra suerte, Apostol [2] sugiri6
una buena manera de concluir la conjetura a partir de estas tablas, que se ahonda a continuacion:

3Donde también conjeturaria el futuro Teorema de Dirichlet ya mencionado.
4Por no ir més lejos, no se conserva un retrato completo de Legendre. La imagen de la introduccién se basa en una
caricatura de 1820, la tinica imagen que nos queda del genio francés.
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Comencemos desde el enfoque de las investigaciones del joven Gauss centrando el estudio en la
tasa 7(x)/x. Gauss estudié sus valores en intervalos de mil hasta los primeros tres millones, para
hacer mas evidente la deduccién en la siguiente tabla usaremos potencias de mil extendiéndonos a
los cémputos mds recientes’. No resulta sorprendente que la razén 7(x) /x sea decreciente, por lo
que es usual indagar en su inverso multiplicativo x/7(x) en la bisqueda de posibles patrones, que
incluimos en la presente tabla. Si observamos dicha columna, podemos notar que x/7(x) incrementa
de forma aritmética a medida que crecen los exponentes, lo que se confirma si observamos que los
incrementos registrados en la cuarta columna son aproximadamente constantes. Esto nos insintia
que estamos en la presencia de un comportamiento logaritmico, pero ;coémo podriamos saber
que se trata del logaritmo en base natural? Observemos que el incremento en cada paso es de
aproximadamente 6,9, esto quiere decir 2,3 veces el incremento del exponente en cada paso
(como confirma la quinta columna). Aunque el 2,3 nos parezca misterioso en tiempos modernos,
en la época de Gauss era bien conocido que 2,3 es aproximadamente el logaritmo natural de
10 ya que este es su factor de escalamiento, recordemos que por el teorema de cambio de base
log(x) = log(10) - log,o(x) y log,y(x) coincide con los exponentes que incrementamos en cada
caso. En resumen: La idea ganadora estd en el mismo enfoque de Gauss de estudiar la tasa
7(x)/x, pues si se observa su inverso -algo natural que hacer ante una sucesién decreciente-, el
comportamiento logaritmico se revela por las caracteristicas inusuales de su naturaleza y solo
queda despejar el factor de escalamiento para saber de qué logaritmo se trata. Es posible que el
joven Gauss o Legendre hayan pasado por un proceso similar; por ejemplo, cuando observaron los
valores para mil, diez mil y cien mil; sin embargo sin mayor evidencia histérica no podemos ni
debemos asegurarlo. Posteriormente Gauss y Legendre confirmaron que habian encontrado algo al
corroborar numéricamente la increible similitud entre 7(x)/x y 1/log(x) haciendo uso de las tablas
logaritmicas a su disposicidn, lo que nosotros hacemos en las tltima dos columnas.

1/log(x) | Error (%) |

10° 0,168 5,9524 0,14476 14 %
10° 0,0784986 12,7391 | 6,7867 | 2,2622 | 0,07238 8%
10° 0,050847534 19,6666 | 6,9276 | 2,3092 | 0,04825 5%
102 0,037607912018 26,5901 | 6,9235 | 2,3078 | 0,03619 4%
1015 0,029844570422669 33,5069 | 6,9168 | 2,3056 | 0,02895 3%
10'8 0,024739954287740860 40,4204 | 6,9135 | 2,3045 | 0,02413 2%
102! 0,021127269486018731928 47,3322 | 6,9117 | 2,3039 | 0,02068 2%
1024 | 0,018435599767349200867866 | 54,2429 | 6,9107 | 2,3036 | 0,01810 2%
1077 | 0,016352460426841680446427399 | 61,1529 | 6,9100 | 2,3033 | 0,01608 2%

Cuadro 1.3: Tablar para deducir de la conjetura. Fuente: Weisstein. [15]

El complejo camino a la demostracion

Aun cuando Gauss y Legendre hicieron increfbles esfuerzos para obtener evidencia numérica
para soportar su conjetura, no hicieron avances ptiblicos hacia la demostracion. Aunque en general
los ejemplos numéricos solo sirven para una refutacion de una sentencia sobre un conjunto infinito,
en este caso una hipétesis sobre el comportamiento al infinito de una funcién solo puede decidirse
con argumentos 16gicos incluso para su forma negativa.

5Todos los datos los presentamos en esta tabla al cuarto decimal de precisién salvo 7(x)/x que lo ponemos con todos
sus decimales por si alguien quisiera saber los valores exactos para 7(x).
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Los primeros esfuerzos matematicos para resolver la conjetura utilizaron el primer enfoque relatado
por Grothendieck: Fueron a martillar la nuez. De todos estos intentos directos, el mds excelso fue
realizado por el matematico ruso Pafnuti Tchebyshev® duante los afios 1848 a 1852. El mayor
problema que tenfa la conjetura de los nimeros primos es que 7(x) es una funcién excesivamente
misteriosa, no se tiene una expresion sencilla para trabajar con ella, por lo que Tchebyshev partié
por “cambiar” el problema a un enunciado equivalente, pero mds abordable. Para ello, Tchebyshev
defini6 las funciones que hoy llevan su nombre:

9(x) = ¥ logp

P<x

y(w) = ¥ logp
pr<x

La conexién de estas funciones con el teorema de los niimeros primos proviene de que los siguientes

enunciados se pueden probar equivalentes:

)~ logx

B(x) ~x

W(x) ~x

Las demostraciones proceden de acotar apropiadamente las funciones para que los limites, si es que
existen, deban coincidir por encajamiento. Una muestra de aquello se puede encontrar en el teorema
4.2.2. La motivacién de Tchebyshev es que, al cambiar de & por y o ¥, se pueden aprovechar las
propiedades de logaritmo y aproximaciones tales como la férmula de Sterling para investigar el
comportamiento de la funcién. No profundizaremos en estas técnicas durante este trabajo més alld
del referido teorema 4.2.2, pero cabe sefalar que esta astucia permitié a Tchebyshev demostrar la
siguiente desigualdad a través de métodos elementales:

X

T)log) |

X X—ro0

M < 1,10535
X

0,92129 < liminf
X—roo

Esto tiene una consecuencia directa: Si el limite de 7(x)log(x)/x existe, entonces tiene que ser 1.
i Tchebyshev ya habia recorrido medio camino hacia la demostraciéon! Aunque el genio ruso no
logré probar que dicho limite exitiera, su aproximacién le permitié probar el Teorema de Bertrand:
Para cada n € N, existe un primo p entre n 'y 2n. En 1881, el matematico britanico James Joseph
Sylvester perfecciond los limites de esta desigualdad encontrada por Tchebyshev, colocando de
cota inferior 0,95695 y de cota superior 1,04423. Asi se referia Sylvester en el American Journal
of Mathematics respecto al estado del problema y los logros de Tchebyshev:

Probablemente tendremos que esperar a que nazca en el mundo alguien que supere con
creces a Tchebyshev en intuicién y profundidad como Tchebyshev se ha probado
superior en estas cualidades al comtn de la humanidad. [2]

Sylvester no tenia como sospechar que, no solo el resto de nuestros protagonistas ya habian
nacido, sino que solo quedaban 10 afios para la primera demostracién. Pero en nuestro camino
debemos retroceder a mediados de siglo, a cuando aun vivia el artifice principal de la demostracion:
Benhard Riemann, matemético alemdn discipulo del propio Gauss, no alcanzé a vivir 40 afios, pero
marcd para siempre la historia de las matemaéticas, otorgando ideas fundacionales al anélisis real y
complejo, la geometria y la teoria numérica. Como diria Hawking: “a pesar de la brevedad de su
obra, o quizds debido a ella, se puede decir que todo lo que toco revoluciond las matemdticas” [8].

6Como suele suceder desde el cirilico ruso, su apellido no tiene una traduccién dnica. En la literatura se encontraré
con o sin T, con v o doble f, con s o ¢ en el shev, etcétera. Traducir un nombre no es una funcién, lamentablemente.
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Sin lugar a dudas, el enfoque de Riemann a la demostracién del teorema de los nimeros primos se
gana el apelativo de revolucionario. Como el agua rodeando la nuez, Riemann profundizé en la
identidad ya descubierta por Euler:

Y=

n=1 nt pprimol_pis
Esta propiedad se mantiene incluso cuando s es un nimero complejo, siempre que su parte real
sea mayor estrictamente que 1. Mds todavia la serie define una funcién analitica en Re(s) > 1, es
decir, posee una derivada compleja para todo Re(s) > 1. Una propiedad crucial de las funciones
analiticas es que, si existe una extension que también sea analitica, esta es tinica. Profundizaremos
mads en este concepto en el capitulo siguiente, pero esto permite que exista una tnica forma de
expandir la funcién a dominios mas grandes, siempre que conservemos la deseable propiedad de
analiticidad. El primer hallazgo trascendental de Riemann fue que la serie de la identidad de Euler
puede extenderse analiticamente para todo C — {1}. La demostracién de este hecho dedicaremos la
primera seccion del capitulo 3, pero esencialmente se hace encontrando una funcién que extiende a

C—{0,1} alaexpresion:
s |
T4
T g‘n

Esto permite definir una extension para la serie en todo C — {1}, a la que actualmente se le llama
Funcién Dseta de Riemann y se le denota con la letra griega {. Una propiedad importante que se
deriva de esta demostracion es que la extensién de 772 (%) {(s) es simétrica bajo el eje Re(s) = I:

e (1) sy = wir(3) e

Despejando se puede encontrar una relacion explicita entre §(s) y {(1 —s). Esta se suele presentar
mds simplificada al usar la férmula de reflexion de Euler para la funcién gamma (el teorema 2.3.3):

E(s) =27 sin (%) T(1—s)C(1—s)

Esta expresion es llamada la férmula funcional de Riemann. ;Y por qué es tan importante? Pues
como se verd con mds notoriedad en el capitulo 3, la extensién que da pie a la funcién dseta contiene
integrales impropias dificiles de resolver analiticamente, pero con la férmula funcional podemos
estudiar la funcién dseta en Re(s) < 0 observando su comportamiento en Re(s) > 1, donde corres-
ponde a la serie con que comenzamos y que es a veces mds sencilla de estudiar. Lamentablemente
esto deja incégnita una franja entre Re = 0 y Re = 1, que es denominada la franja critica y veremos
que seré crucial luego.

Hasta ahora todo muy bien (o todo muy mal) con las investigaciones de Riemann sobre la funcién
dseta, pero el lector puede estar desesperandose de no saber qué utilidad guarda para demostrar
el teorema de los nimeros primos. Riemann descubrié una inesperada conexién que se esboza a
continuacién, aunque cabe advertir que el genio aleméan formul6 sus ideas de forma distinta a lo que
haremos. Primero porque Riemann, fiel discipulo de Gauss, usaba la formulacién de la conjetura
usando Li(x)”. Segundo porque, como suele pasar en los trabajos pioneros, la formulacién de
Riemann es mas complicada y, remitiendo la opinién de Apostol [2], muchos detalles técnicos
requieren de mejor justificacién. El esbozo seguiré el camino establecido por el matematico tam-
bién aleman Hans von Mangoldt en 1894 y que se utiliza mayormente en los tratamientos modernos.

7Y en un detalle aparte, Riemann también preferia usar la funcién IT a I, una notacién también bastante gaussiana.
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Comencemos con la identidad de Euler:

¢6)= 11 - lps Vs € C:Re(s) > 1

pprimo =

Si se aplica el logaritmo natural queda:

log & (s) Z log ]— )

p primo

Si se deriva y cambia signo se logra:

"(s 1o
&'(s) y p_logp

C(S) _[)prjmo l_p 5

Observando que lo que acompana al logaritmo es una serie geométrica:

-y Y

C p primom=1 P

Sin abordar toda la formalidad, que ya nos ocuparemos con prolijidad en la demostracién de la
proposicion 4.3.1, podemos ver esta doble serie como una serie en nimeros naturales donde el
denominador es n* y el numerador es log p si n es una potencia de p primo, o es 0 en cualquier otro
caso. Denotando a este numerador alternante como A(n), tenemos:

{6 _ 5 A

Cs) =

Ahora vamos a conectar con la funcién y de Tchebyshev. Si observamos su definicién, queda claro
que para un 2 muy préximo a 0, dy(x) = y(x) — y(x — h) vale log p si x es la potencia de p primo
o 0 en otro caso. Es decir, se comporta como nuestro numerador. Por lo que podemos ver la serie
como una Integral de Riemann-Stieljes:

&'(s) _ [~dy(x)
C(S)_/l X

Haciendo integracién por partes y reordenando términos nos queda:

o~ e - ()

Esta dltima integral es conocida en las matemadticas: Es una Transformada de Mellin, de la funcién
x~2y(x) en este caso, y tiene una transformacién inversa que al aplicarla queda:

e L (g e v [ (55)

Esta relacion deja a la funcién y de Tchebyshev escrita en términos de la funcién dseta y su derivada.
Pero la genialidad de Riemann fue que, al extender la funcién dseta en todo C — {1}, podemos
utilizar las herramientas del andlisis complejo para estudiar esa integral. En particular, el Teorema
Integral de Cauchy considera que toda integral en un camino cerrado de una funcién analitica
tanto en el camino como en el interior es 0. Pero tenemos dos asuntos para aplicar este teorema:
Primero la integral no es sobre un camino cerrado. Esto se arregla conceptualizando que dicha
integral es el lado derecho de un rectangulo compuesto por Re(s) = 2, Im(s) = oo, Im(s) = —oo y
Re(s) = —oo. Esto obviamente es una imagen heuristica, en realidad estamos calculando la integral
sobre un rectangulo cuando los limites de integracién tienden al infinito. Es posible mostrar a través
de acotaciones que el argumento de la integral se hace 0 para los “otros lados de este rectdngulo
infinito”, por lo que la integral que tenemos coincide con la integral de este rectdngulo infinito:

w) = fim [ 5 (C/(S)> ds

R—Re Jg s \ C(s)
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El segundo problema proviene que la funcién que integramos no es analitica en todos los puntos
del interior sino que es meromorfa, es decir, tiene unos polos donde se va a infinito. Pero de la
teorfa del cdlculo de residuos, esto es arreglable con que el valor de la integral no sea cero, sino que
corresponda a los residuos de los polos de la funcién. Por lo que el cdlculo de la integral impropia
se ha simplificado en conocer dénde estan sus polos y cudles son sus residuos.

Sobre la primera pregunta, los polos se encuentran en s = 0 donde se indefine %, en s = 1 donde se
indefine {’(s) y en los ceros de la funcién dseta. Riemann mostr6 la utilidad de la férmula funcional
para buscar los ceros de la funcién dseta. Primero, la identidad de Euler nos permite demostrar que
{(s) # 0 enRe(s) > 1. Este hecho se probard con formalidad en el teorema 3.4.1, pero en resumen
la propiedad que un producto no es cero si ninguno de sus factores lo es se puede aplicar para
ciertos productos infinitos como el presente en la identidad de Euler. Seguido a ello, si observamos
la férmula funcional de Riemann:

C(s) = 27" sin (%) T(1-s)¢(1—s)

Para Re(s) < 0, como {(1 —s) # 0 por lo anteriormente dicho, los tinicos ceros de la regién estardn
donde sin (%) ['(1 —s) = 0. Estos ceros se dan en los pares negativos s = —2, —4, —6,... y son
conocidos como los ceros triviales de la funcién dseta. Lamentablemente la férmula funcional
no nos descubre los ceros en la franja critica 0 < Re(s) < 1, de hecho no hay forma sencilla de
estudiarlos. A estos ceros se le denomina los ceros no triviales de la funcién dseta.

Ya descubierto donde estdn los polos, queda estudiar los residuos. Recordemos del cdlculo de
residuo que si el siguiente limite existe se trata de un polo simple y su residuo es:

Res(f,2) = lim(s —2) f(s)

Donde f es la funcién meromorfa con polo en s = z. La extension encontrada por Riemann para

definir a la funcién dseta hace fécil el cdlculo de los residuos de % (%,((Ss)) ) ya que la funcién dseta

tiene la forma:

$(s)= ﬁ—i—ao—i—al(s—1)+a2(s—1)2+...

Y por ende su derivada es de la forma:

C/(S) = _<S—11)2 +a +2a2(s— 1) + ...

Esto permite saber que todos los polos son simples y sus residuos son:
xs !
s \ E(s)

(5 (509)0) - to

(2 (5) )

Donde p es un cero no trivial de la funcién dseta, o sea, {(p) =0y Re(p) € [0,1].
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Al calcular la integral impropia al final de la pagina 18 a través de sumar todos los residuos, las
ideas de Riemann decantan en la siguiente férmula explicita para la funcién psi de Tchebyshev:
xP
v (x) 2n )
Esta es la culminacidn de las ideas de Riemann sobre el Teorema de los Numeros Primos y hay
que observala con atencién. Podemos hacerle algunos arreglos, primero observando que el tercer
elemento de la derecha es la serie de Taylor de —log(1 —x~2)/2:

00 (-2 o
Vi) =) 2 By

Luego si dividimos por x:

yx) 10 logl—x xP 1
=11 (%) ROrS

X X
Uno de los enunciados equivalentes de T chebyshev era que y(x) ~ x, o sea, y(x)/x — 1 cuando
x — oo, Por lo que solo nos queda tomar el limite y de hecho ya podemos ver el 1 en el lado derecho
(otorgado por el residuo del polo en s = 1). Es facil de ver que el segundo y el tercer elemento del
lado derecho tienden a 0. Por lo que todo la demostracién queda resuelta si

xP1

lim) =5 =0

Riemann desconocia si la funcién dseta tenia infinitos ceros no triviales. Hoy dia lo sabemos. Por
lo que este es un doble limite y se debe tener cierto cuidado formal. Pero de forma intuitiva, aunque
formalizable, podemos ver que dado:

p I

Los términos de la serie deberian irse a 0 cuando la parte real de p es menor que 1, o sea, Riemann
ha reducido con éxito la conjetura de los niimeros primos a demostrar que la funcién dseta no tiene
ceros en Re(s) = 1. Lamentablemente, a pesar del inmenso y prodigioso trabajo que hizo Benhard
Riemann, no logro demostrar este tltimo paso. Eso si Riemann calculé a mano una gran cantidad
de ceros no triviales para poder estudiar su comportamiento y llegd a la hoy famosa Hipotesis
de Riemann que sefiala que la parte real de todo cero no trivial de la funcién dseta es % Hoy en
dia esa hipdtesis es considerada por muchos el problema matematico abierto mas importante de
nuestra época y tiene una bastedad de consecuencias si llega a probarse verdad. Riemann publicé
todo este trabajo magistral en una tnica obra titulada “Ueber die Anzahl der Primzahlem unter
einer gegebenen Grosse” (Sobre el nimero de primos menores que una cantidad dada) para el afio
1859, asi celebrando su nominacién a la Academia de Ciencias de Berlin. 3 afios después, Riemann
enfermaria de pleuseria gravemente y falleceria en 1866 por dicha enfermedad. Dicha magna obra
fue su Unica contribucién a la Teoria Numérica, una totalmente revolucionaria que la cambiaria
para siempre, y seria el tltimo de sus grandes trabajos. Queda solo a la especulacion qué todavia
mds Riemann hubiera dado al mundo si la vida le hubiera dado més tiempo.

Las matematicas, como la vida, siguen, y el dltimo paso dejado por Riemann permanecia. Como
pasa usualmente en la historia de la ciencia, grandes ideas ocurren en distintas partes casi simul-
tdneamente y ese es el caso de la primera demostracion: Los matematicos treinteafieros Jacques
Hadamard (de Francia) y Charles-Jean de la Vallée Poussin (de Bélgica) lograron finalizar la
demostracién del Teorema de los Numeros Primos de forma independiente en 1896, culminando
practicamente un siglo de brillantes esfuerzos matemaéticos.
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Ambas demostraciones se centraron en demostrar el dltimo paso dejado por Riemann: Que no hay
ceros no triviales de la funcion dseta en la recta Re(s) = 1, pero utilizaron métodos totalmente
diferentes. La demostracion de Jacques Hadamard seria publicada en un paper del Boletin de
la Sociedad Matemadtica Francesa y se basa en la relacién entre {(o +it) y {(o + 2it). Una
curiosidad destacada por Apostol [2] es que, en un acto de honor y diplomacia, Jacques Hadamard
reconoce que el matemético holandés Thomas Stieljes tendria una demostracion sin publicar de
la Hipoétesis de Riemann, lo que demostraria también el Teorema de los Ndmeros Primos. Sin
embargo, esa demostracion de la Hipdtesis de Riemann no se concreto.

Por otro lado, De la Vallée Poussin publicé tres memorias sobre teoria de nimeros: La primera
contiene su demostracion sobre el Teorema de Nimeros Primos, la segunda extiende su método para
demostrar un teorema de nimeros primos para sucesiones aritméticas y la tercera trata sobre primos
representables con formas cuadraticas. La demostraciéon De la Vallée Poussin indaga mads en las
propiedades de la funcién dseta para demostrar que (o +i7) # 0 en laregiéon o > 1 —A/log(7)
para un 7 suficientemente grande. De la Vallée Poussin también demuestra extensiones del Teorema
de los Numeros Primos como la siguiente para n € N:
b 1!-x n!-x

m(x) ~ + Fot—=
log(x) ~ log*(x) log" (x)
O la siguiente extensién que indica que el nimero de primos menores que x en una sucesion
aritmética a-n+ b, con a,b € N coprimos, se distribuye asintéticamente:
X

" 9(a)log(x)

donde ¢(a) es la funcién de Euler que cuenta la cantidad de coprimos de a existen entre 1y a.

Al final de su tercera memoria, De la Vallée Poussin reconoce que la demostracion de Hadamard es
mads simple, pero también agrega que se puede simplificar con un truco trigonométrico. Esta version
simplificada de la demostraciéon de Hadamard por De la Vallée Poussin es la que utilizaremos en el
teorema 3.4.2, aunque el truco lo usaremos antes en el lema 3.2.4. Ahondaremos en detalle durante
el capitulo 3, pero en un breve resumen podemos demostrar con una brillante manipulacién de los
logaritmos complejos y la identidad de Euler que:

log‘C (x)&* (x4 iy) (x4 2iy) )| = chn (3+4cos(—ylogn) +cos(—2ylogn))

Donde x >1ey e Ry c, >0 para todo n € N. El truco trigonométrico ideado por De la Vallée
Poussin es el siguiente:
344cos(0) +cos(20) = (1+cos(0))?

Esto nos permite saber que la serie es de términos positivos, por ende cudl sea el valor a que
converja debe ser mayor que:

10g|§ C4(x+ly)C(x+2iy)]>0

Esto nos permite llegar a la siguiente conclusién importante:

‘4,’3 C4 x+ly)ij(x+2iy)‘ > 1

La demostracion de Hadamard de que la funcién dseta no tiene ceros en Re(s) = 1 queda simpli-
ficada en una reduccién al absurdo: Suponga que para algin yg € R, se tiene que (1 +yp) = 0.
Veamos que sucede con la expresion:

|83 () §* (x+iy0) & (x + 2iyo) |

cuando x — 1 por la derecha.
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Amplificando por (x — 1)*/(x — 1)* y reordenando se tiene:

343 C(x+iyo) —0

x—1 xX)| |5

- 1g )| SR

Es fécil de ver que el limite de los primeros tres elementos de la derecha tienden a algo finito: El

primero es el residuo de la funcién dseta en s = 1, el otro es el valor de la derivada en el hipotético

cero, el otro es simplemente un limite de una funcién continua. Nétese que en el segundo factor

no podriamos haber construido la definicién de la derivada sin usar el supuesto que §(1+yp) =0.

Pero el tltimo término tiende a 0, por lo que todo el producto se ird a 0, pero eso contradice lo que
se habia obtenido con el truco trigonométrico:

1) (x+ i) (x+2iy) | > 1

Por lo que, por llevar a una contradiccion, no pueden haber ceros de la funcién dseta en la recta
Re(s) = 1.

4
\ JC e+ 2iv0)] - (x— 1)

El ingenio simultdneo de Hadamard y De la Vallée Poussin coronaron un siglo de avances hacia una
deseada primera demostracién. Para concebir el tiempo transcurrido, la Francia de Legendre era
una nacién agitada por la revolucién y Alemania no era mas que un suefio. Al finalizar Hadamard
su demostracion, Francia y Alemania eran imperios globales cuyas tensiones llevarian en un par
de décadas a la Primera Guerra Mundial. En el caso de nuestro pais, Chile pasé de ser una pobre
colonia espaiiola a la época de la desigual riqueza salitrera. Eso s la primera demostracion obtenida
fue inesperada: El problema desde un comienzo fue complicado al tratar del comportamiento al
infinito de una funcién 7, que ademds de ser discontinua en forma de escalera, daba sus saltos
de forma aparentemente caprichosa. Tanto Tchebyshev como Riemann acertaron en que debia
cambiarse el enunciado a uno andlogo que permitiera aplicar mejores técnicas: Tchebyshev fue a
por las propiedades del logaritmo, Riemann fue a por las herramientas del anélisis complejo. Pero
sus enfoques fueron distintos, mientras Tchebyshev usé todo su genio en intentar quebrar la nuez
con las mejores herramientas que tenia, Riemann inspirado en Dirichlet dio la sorpresa al elaborar
toda una teoria desde una identidad aislada ya antes descubierta por Euler. La demostracién por la
via explorada por Riemann se concret6 en la demostraciéon de Hadamard y De la Vallée Poussin,
lo que inici6é todo un nuevo campo matemaético para explorar las aplicaciones del andlisis real y
complejo en la teoria numérica: El teorema de los ndmeros primos, cuyo enunciado nos da una
informacién crucial sobre los bloques que forman los nimeros enteros, también es famoso por
ser la joya inspiradora para la Teorfa Analitica de Nimeros. Y esta conexién no solo brind6 de
resultados a la Aritmética, sino también potencié el interés en el Andlisis Complejo al verse en
este nuevas e interesantes aplicaciones. Cuando ramas distintas de las matematicas se conectan, el
intercambio suele ser beneficioso para ambas dreas, tanto en resultados como incentivos a investigar.
Hoy el andlisis complejo y la teorfa numérica tienen aplicaciones practicas en la Fisica de Particulas
y la Encriptacién, que posiblemente suenen tan insospechadas a los matemaéticos del tiempo de
Hadamard como sonaba de aplicar el Anélisis Complejo para estudiar nimeros primos en el tiempo
de Gauss.

(Y qué hay con el enfoque mds directo de Tchebyshev? ;Se puede demostrar el teorema de nimeros
primos sin recurrir al andlisis complejo, solo recurriendo a propiedades elementales de nimeros,
series y logaritmos? Durante afios las demostraciones que siguieron a la primera de Hadamard
y De la Vallée Poussin también usaban del andlisis complejo y la conexién con la funcién dseta.
Se encontraron simplificaciones, formalizaciones y vias alternativas a las pruebas originales, pero
nada en la via explorada por Tchebyshev y Sylvester. Al paso de las décadas, muchos matemadticos
empezaron a dudar que tal demostracion elemental pudiera existir. Asi diria el gran matematico
britanico Godfrey Hardy en una conferencia dada a la Sociedad Matemética de Copenhage en 1921:
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Ninguna prueba elemental del teorema de nimeros primos es conocida y uno puede
preguntarse si es razonable esperar una. Ahora sabemos que el teorema es mas 0 menos
equivalente a un teorema sobre una funcién analitica, el teorema que la funcién dseta de

Riemann no tiene ceros en una cierta linea. Una prueba de dicho teorema, que no
dependa fundamentalmente de la teoria de funciones, me parece extraordinariamente
improbable. Es imprudente asegurar que un teorema matematico no puede ser probado de
una manera en particular; pero una cosa me parece bastante clara. Tenemos ciertas
visiones sobre la l6gica de una teoria; pensamos que algunos teoremas se sitian en lo
profundo y otros estdn m4s en lo superficial. Si alguien produce una demostracién
elemental del teorema de los niimeros primos, €l desvelara que dichas visiones son
incorrectas y el tema no estd conectado de la manera que suponemos, y serd el tiempo de
que algunos libros sean dejados de lado y la teoria sea reescrita. [6]

Como suele suceder en la historia de las matematicas, su desarrollo suele sorprender y contravenir
lo que parece intuitivo incluso para los mejores matemadticos del momento. En 1949, el matemético
noruego Atle Selberg publicé su paper “An elementary proof on prime-number theorem” (Una
demostracion elemental de teorema de los ndmeros primos) en la prestigiosa Annals of Mathema-
tics. Aunque era la primera publicada, fue la segunda demostracion elemental del Teorema de los
Numeros Primos descubierta por Atle Selberg. La razén de publicar la segunda prueba en vez de la
primera se debid a una lamentable controversia con el mateméatico hiingaro Paul Erd6s. El paper de
Dorian Goldfeld ahonda lo sucedido en detalle, pero en resumen Atle Selberg comunicé resultados
parciales no publicados a Paul Erdds, quien de estos derivé un lema. Al comunicarlo a Selberg,
éste se dio cuenta que sumado a otros resultados preliminares no comunicados a Erd6s podia
demostrar el Teorema de los Niimeros Primos de forma elemental. Selberg y Erd8s se disputaron
por el grado de autoria sobre el santo grial, mientras Selberg limitaba el papel de Erdds al lema que
probd, Erdés reclamaba la coautoria sobre el teorema. Finalmente Selberg no demoré en encontrar
otra demostracién que no usaba el lema de Erd6s. No lograndose un acuerdo, Selberg procedié a
publicar su segunda demostracién, con un esbozo de la primera en la introduccién incluyendo una
mencién a Erd6s y su resultado. Por su parte, Erdés intent6 publicar la primera demostracion de
Selberg, pero fue rechazada por la revista.

No profundizaremos en las técnicas usadas en las dos demostraciones de Selberg, pero en forma de
resefla, ambas pruebas se basan en la siguiente férmula asintética fundamental:

¥ (x)log(x) + Y log(p)® (;) = 2xlog(x) + O(x)

pP<x

Donde O(x) es la notacion O-grande de Landau, es decir, existe una constante C > 0 tal que
O(x) < Cx para x suficientemente grande. Esta férmula con un diligente uso de propiedades de
series permite demostrar uno de los enunciados equivalentes de Tchebyshev: ¥ ~ x. A quien esté
interesado en profundizar, se recomienda visitar el paper original de Selberg [13].

Con esto concluimos el apartado sobre la historia del teorema. En los capitulos siguientes demos-
traremos el teorema por la via analitica. Esta demostracién no pretende ser idéntica a la original, en
parte nos restringiremos a los resultados netamente necesarios. Durante este reporte histérico se
descuido a veces la formalidad en bisqueda de enfocarnos en la historia y sus lecciones sobre el
quehacer matematico, la interconexion de las matemadticas y la importancia de las grandes pregun-
tas. Obviamente quien desee indagar en la demostracién original y sus formalidades se le invita a
recurrir a las fuentes originales o a las numerosas fuentes secundarias que rescatan la fascinante
historia de un teorema centenario y su tan desconcertante como emocionante demostracion.
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Nuestro objetivo es demostrar el Teorema de los Niimeros Primos, que nos otorga un cono-
cimiento aproximado de la distribucién de los nimeros primos a grandes escalas. Sin embargo,
al lector puede extrafiarle que solo en el cuarto capitulo enunciaremos formalmente el teorema
y concluiremos su demostracion. Esta decisién obedece a que la via acostumbrada e histérica
para demostrar el teorema proviene de conceptos ubicados en el otro confin de las matematicas,
por lo que como en las odiseas de los cuentos fantdsticos deberemos iniciar una paciente andada,
adquiriendo lo que vayamos descubriendo por el camino, para que cuando llegue el dltimo desafio
podamos vencer con la ayuda de todo lo aprendido en el largo viaje.

El punto de partida se encuentra en la teoria de funciones de variable compleja. Como se anuncié
en la introduccidn, se dard por conocidos los elementos basicos de esta drea, aunque el lector
menos acostumbrado podréd encontrar en el apéndice un apoyo valioso sobre algunos teoremas
claves que recurriremos sin demostrar'. De todas formas, esto no quita que no podamos dedicar
algunas palabras sobre el origen de nuestro camino: Esta teoria estudia principalmente el concepto
de holomorfidad, que es el equivalente complejo a ser localmente? derivable. Algo mas formal, se
dice que una funcion f es holomorfa en un abierto Q C C si para cada z € Q existe el limite

flz+h) - f(2)
h

lim heC

h—0
La tnica diferencia apreciable con la definicién de derivada es que & puede tomar valores complejos.
Esta modificacién a primera vista puede parecer pequeia, pero genera las enormes repercusiones
que separan al analisis complejo del andlisis real. Por nombrar algunas, las funciones holomorfas
son infinitamente diferenciables y para cada punto pueden ser expresadas localmente como una
serie de potencias, lo que no podemos afirmar de las funciones diferenciables en los reales.

Al lector que desee reforzar sus conocimientos de Andlisis Complejo, se les recomienda [14].

2 Aunque se puede definir tener derivada compleja en un punto, el término holomorfo se reserva al menos para un
abierto, para que asi estén presentes las propiedades que mds se asocian a esta idea, por ejemplo la analiticidad local.
Para la discrecion del lector, esta tradicion no esta presente en el comienzo de [14].
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Aunque no ahondaremos en todas estas propiedades, lo que de hecho requeriria todo un nuevo
libro o varios més dependiendo de la profundidad de estudio deseada, si iniciaremos con una de
estas cualidades: La extension analitica. Esta idea nos permite extender el dominio de las funciones
holomorfas sin ambigiiedad con précticamente solo exigir que se mantenga la holomorfidad. Este
concepto resulta fundamental para el andlisis complejo y, en el rumbo hacia nuestro objetivo, fue
utilizado por Benhard Riemann para definir la Funcién dseta, que resultard ser el puente clave entre
los ndmeros primos y el andlisis complejo.

Extension analitica

Extender una funcién consiste sencillamente en definir una nueva funcién en un dominio més
amplio y que para cada punto del dominio original ambas funciones coincidan. De una forma mas
informal, pero mds intuitiva, uno agrega puntos al dominio y luego asigna los valores que la funcién
tomard en estos nuevos puntos, sin alterar donde la funcién ya estaba definida. Como se pueden
‘agregar’ tantos puntos como se quiera al dominio y se puede ‘asignar’ cualquier imagen a cada
punto, existen infinitas formas de extender una funcién. Sin embargo, raramente en matematicas
estaremos interesados en todas las posibles extensiones de una funcién. Mds comtinmente, cuando
se extiende una funcién, se va a preferir que conserve ciertas propiedades interesantes para su
estudio. En andlisis real, resulta razonable solicitar que se conserven cualidades como la continuidad
o la diferenciabilidad de una funcién. Sin embargo, salvo algunos casos particulares, exigir que se
mantengan estos atributos es insuficiente para que la extension fuese inica. Mds alld de los puntos
de acumulacién del dominio, la continuidad y la diferenciabilidad en los nimeros reales no hace
ninguna exigencia de qué valores pueda tomar una extension de la funcién.

Pero esta situacion difiere bastante en Anélisis Complejo. Si se expande el dominio hacia un abierto
conexo, el exigir que se conserve la holomorfidad hace que haya una tnica extensién posible. Esto
es consecuencia directa de un hecho todavia mds gravitante: Si dos funciones holomorfas coinciden
en una sucesién convergente de puntos distintos, entonces coinciden en cualquier abierto conexo
que contenga dicha sucesién y su limite®. Resultard facil al lector considerar algin ejemplo en
variable real donde estas propiedades no se cumplan, basta con recordar los tipicos ejercicios del
Cilculo Diferencial sobre funciones diferenciables por tramos.

Esta dltima propiedad serd demostrada en el teorema 2.1.1 y el corolario 2.1.2 que vienen a
continuacién. Como se puede apreciar en su demostracion, este hecho proviene de que toda funcion
holomorfa es localmente analitica, o sea, que para cada punto existe un disco donde la funcién
puede representarse como una serie de potencias centrada en ese punto.

f(s)=ao+ai(s—z) +az(S—Z)2+a3(S—Z)3 +.. Vs € D(z,1;)

El teorema 2.1.1 demostrard para el caso particular donde una de las funciones coincidentes es 0.
En el corolario 2.1.2 se prueba el caso general, para lo que no hace falta méds que aplicar el teorema
2.1.1 a la diferencia entre ambas funciones.

(Qué nos dice la demostracién del teorema 2.1.1? Una idea intuitiva es ver a una funcién holomorfa
como una especie de polinomio de grado infinito. Tenemos el siguiente patrén: Si un polinomio
lineal tiene 2 ceros distintos, entonces es igual a 0. Si un polinomio cuadrético tiene 3 ceros distintos,
entonces es igual a 0. Y asi sucesivamente. ; Podriamos sospechar que la funcién holomorfa, vista co-
mo este polinomio de grado infinito, se hace O porque tiene una sucesion de infinitos ceros distintos?

3Por supuesto, las funciones deben estar definidas y ser holomorfas en dichos abiertos.
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Aunque es una idea intuitiva sobre lo que esta sucediendo, esta idea tiene mas de un problema.
El primero es que la funcién holomorfa es analitica solo localmente, es decir, aunque en cada
punto la funcién puede ser vista como una serie de potencias, esta expresion solo es valida en un
disco alrededor del punto. En general, una funcién holomorfa si puede tener infinitos ceros estando
estos “convenientemente separados” aprovechando asi lo local de localmente analitica. Ejemplos
son tanto la funcién gamma como la funcidn dseta que veremos en los siguientes capitulos. Para
afrontar la localidad, la demostracién se separa basicamente en dos partes: Primero estudiamos un
disco conveniente donde la funcién holomorfa resultard ser O y segundo nos aprovecharemos de la
propiedad de conexidad para extender el resultado a todo el abierto conexo.

(Qué disco nos conviene utilizar? En base a la idea intuitiva, se requiere que la funcién holomorfa
pueda verse como una unica serie de potencias en ese disco y que el disco contenga infinitos ceros
de la funcién. La convergencia nos viene en ayuda: Si tomamos la expansion en serie de potencias
de la funcién holomorfa en el limite de la sucesidn, no solo garantizamos poder ver la funcién como
un polinomio de grado infinito, sino también al ser el limite de la sucesién se asegura que infinitos
elementos estaran ahi y recuerde que la funcién se hace cero en cada uno de los elementos de la
sucesion. Ya tenemos un lugar donde nuestra idea intuitiva puede trabajarse.

El siguiente problema es la formalidad. Aunque la idea intuitiva es una sospecha interesante, no
estd correctamente justificada cuando se pasa del grado finito al infinito. Incluso se sabe que en
general no es valida: La funcién seno es analitica con infinitos ceros. Pero la convergencia nos
viene a auxiliar nuevamente: No es solo que hay infinitos ceros en el disco, sino que hay ceros
distintos al propio centro tan cercanos a éste como se quiera, ya que este centro es también el limite
de la sucesidn. Para entender mejor como esto afecta a la funcién, veamos la expansion analitica en
este disco bajo una ligera factorizacién:

fls)= am(s—z)m—l—aer](s—z)"”rl +..=06—-2" am +am1(s—2)+...)
~ —
Parte 1 Parte 2 Parte 1 Parte 2

donde z es el limite de la sucesion. Que la funcién se anule en el disco es equivalente a que todos
los coeficientes de la expansién sean ceros. Supongamos por momento que esto no es asi, veamos a
que contradiccion nos conduce. Llamemos a,, al primer coeficiente no nulo de la expansion. Para
cada punto de la sucesion, la parte 1 nunca se anula, por lo que debe ser compensado por la parte 2
para que la funcion valga cero en ese punto. Pero a medida que nos acercamos al centro, la parte 2
cae en médulo mucho maés répido que la parte 1. Esto es evidente tras la factorizacién, donde la
parte 1 es una constante y la parte 2 es dependiente de la distancia al centro. Por lo que habra un
punto de la sucesién tan cerca del centro que la compensacién ya no va a ser posible, pero como es
distinto al centro exige que la compensacion exista. Reduccién al absurdo que culmina esta primera
parte de la demostracién: La funcion debe anularse en el disco.

La segunda parte de la prueba utiliza la conexidad en una reflexién certera sobre el resultado anterior.
Se ha probado que cada limite de una sucesion de ceros tiene una vecindad donde la funcidn se
anula. Piense en el conjunto de los puntos con esta propiedad, o sea, los ceros que tienen una
vecindad de ceros. Es trivial que es un abierto, basta ir a la definicién de abierto en espacio métrico.
Pero también es cerrado, porque el resultado anterior dice que todos los limites de sus sucesiones
estdn en este conjunto. La conexidad tiene una relacion especial con los conjuntos cerrados-abierto,
porque estos y sus complementos hacen un par de abiertos disjuntos que contienen todo. Por
conexidad, el abierto conexo debe estar dentro o del conjunto de ceros o de su complemento, y
como sabemos que hay una sucesién que converge en ese abierto conexo ya sabemos que es parte
de un conjunto de ceros, concluyendo la demostracion.
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Aclaradas las ideas, pasemos al teorema y su corolario con sus demostraciones formales:

Teorema 2.1.1 Sea f una funcién holomorfa en un abierto conexo Q C C. Si existe una sucesion
de puntos distintos convergente en Q donde f se anule punto a punto, entonces f = 0 en Q.

Demostracion. Sea {z, },en una sucesion cualquiera de puntos distintos que sea convergente
en Qy que f(z,) = 0 para todo n natural. Llamese z € Q al limite de esta sucesion.

Primero se demostrard por contradiccion que existe una vecindad de z donde f = 0. Como f es
analitica, existe una vecindad V de z donde se puede representar como una serie de potencias:

£5) =Y arls o)
k=0

Como f es continua, f(z) = 1im,_, f(z,) = 0. Esto implica que ap = f(z) = 0. Suponga que
f # 0 en V, entonces existe algiin coeficiente a; distinto de 0. Dendtese como a,, al primer
coeficiente no nulo, entonces se puede factorizar la serie de potencias como sigue:

i)=Y a(s—2)" =an(s—2)" (1+g(s))
k=m
donde g es de la forma:

)= ¥ E(s-f =Y by(s—2)

k=m—+1 %m j=1

Por lo que se deduce que g(z) = 0. Como g es continua por ser una serie de potencias, g(z,) — 0.
Luego tenemos dos propiedades que deben cumplirse para la sucesién en un N € N suficien-
temente grande: Primero zy € V por ser una vecindad del limite de la sucesion y segundo que
1+g(zy) #0yaque 14+ g(z,) — 1. Ademds como es una sucesién de puntos distintos, se puede
escoger zy 7 z. Pero esto nos lleva a una contradiccién porque se tendria tres elementos no nulos
cuyo producto da 0:

0= f(zv) = am(zn —2)" (1 +g(zn))

Lo que concluye por reduccién al absurdo la primera parte de la prueba.

Segundo, se concluye la demostracién usando la propiedad de conexidad de €.¢ Para eso fijese
en el interior del conjunto de los elementos de Q donde f se anula, que nombraremos como A.
Por construccion es abierto. Mds interesante, es cerrado también, pues si se toma una sucesion
convergente de puntos en A hay dos posibles situaciones para su limite. La primera posibilidad
es que la sucesion sea constante de algin punto en adelante, en tal caso su limite estd en A. La
segunda posibilidad es que la sucesion sea de puntos distintos desde algtiin punto en adelante, en
tal caso aplica el resultado anterior y existe una vecindad del limite donde f = 0. Esto quiere
decir que el limite estd en A para cualquiera sucesién de puntos en A, concluyendo que A es
cerrado. Por lo tanto el complemento de A en Q es cerrado y se tiene que Q es la unién de dos
subconjuntos abiertos disjuntos. Por conexidad se tiene que = A 0 A = 0. De la parte primera
se sabe que z pertenece a A, concluyendo que f =0 en Q. n

“Recuerdo: La definicién de un conjunto conexo es que si dicho conjunto es contenido por la unién de dos
abiertos disjuntos, entonces estd completamente contenido por uno de los abiertos.
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Corolario 2.1.2 Sean f y g funciones holomorfas en un abierto conexo Q C C. Si existe una
sucesion convergente de puntos distintos en €2 donde f = g punto a punto, entonces f = g en Q.

Demostracion. Aplicar el teorema anterior a la funcién holomorfa f — g.

Como se ha dicho, la aplicacién principal de este teorema y su corolario es la extension analitica.
Los requerimientos son pocos y generales: Necesitamos tener una funcién definida en un dominio,
subconjunto de C, que contenga alguna sucesion de puntos distintos que converja en el dominio.
Aquello es suficiente para saber que existe una tnica extensién holomorfa para cada nuevo dominio
abierto conexo que contenga al original. ;Cémo se sabe la unicidad? Pues si hubiera dos extensiones
F y G de la funcién f definidas en el mismo nuevo dominio, se cumple para todo punto del dominio
original que:

F(s) = f(s) = G(s)

Como el dominio original contiene al menos una sucesién convergente de puntos distintos, basta
utilizar esta para aplicar el corolario 2.1.2 y obtener que F = G.

Como se verd a lo largo de esta obra, la utilidad de esta idea poderosa trasciende los intereses puros
del andlisis complejo: Al extender funciones reales o de otros subconjuntos numéricos, podemos
usar las potentes herramientas del andlisis complejo para estudiar estas extensiones y asi obtener
resultados de interés sobre las funciones originales. Por el momento, avancemos con un ejemplo
muy importante de funcién extendida analiticamente: La Funciéon Gamma.

Funciéon Gamma

La Funcion Gamma es una de las funciones mas importantes de las matemadticas. Introducida
por el gran matemadtico francés Adrien-Marie Legendre, es considerada la extension natural de los
factoriales a los nimeros reales positivos y se define como sigue:

Definicién 2.2.1 — Funcién Gamma. La funcién gamma en los reales I'g : RT™ — R estd
dada por:

I'r(s) :/0 e 't dr

El objetivo para la siguiente seccidn se tratard de extender analiticamente esta funcidn lo mayor
posible en los complejos. Mds en especifico, el problema a resolver serd el siguiente:

Problema 2.1 Encontrar una extension analitica para la funcién ['g cuyo dominio sea todo C
salvo los enteros no positivos 0, —1,—2,...

La razon por la cual excluimos los enteros no negativos es que, como se verd mds adelante, estos
puntos constituirdn polos de la extensién analitica que buscamos, es decir, puntos donde la funcién
extendida se ird irremediablemente a infinito. Note que este problema tiene sentido porque la
funcién gamma estd definida en un conjunto que al menos contiene una sucesién convergente de
puntos distintos y al conjunto que queremos extenderla es un abierto conexo, por lo que habra
una Unica respuesta. Ningin requerimiento de que la funcién gamma sea previamente analitica es
necesario (de hecho, asi definida no lo es ya que su dominio no contiene abiertos en C). Aunque
las exigencias para extender analiticamente una funcién son exiguas, lamentablemente existen las
excepciones: No podemos plantearnos el problema de extender analiticamente el factorial de forma
unica porque su dominio N no contiene una sucesién convergente de puntos distintos, de ahi la
necesidad de comenzar con la funcién gamma y no con el factorial.
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Un buen punto de partida para abordar el problema es ir a la extensiéon mas natural que se nos
puede ocurrir: Sustituir el s real por un s complejo en la integral que define la funcién gamma. Para
que esta extension sirva a nuestros propdsitos debe cumplir con dos propiedades: Primero, existir.
Sin que la integral impropia converja, no tiene sentido siquiera plantearla como una extension.
Lamentablemente la integral no converge para cualquier s € C, lo que era esperable pues tampoco
lo hace en todo R. Pero si converge para la mitad del plano complejo donde las partes reales son
positivas, que llamaremos el semiplano H. La prueba es relativamente sencilla y se deriva de la
siguiente propiedad elemental que, de paso, nos ahorrard muchos célculos futuros:

Proposicion 2.2.1 Seaa € R y b € C, entonces se tiene que:

‘ ab’ — Red)

Demostracion. Sea x =Re(b) e y = Im(b), entonces:

:exlog(a) eiylog(a) _ xlog(a) :aRe(b)

‘ ab} _ ‘ aeriy’ _ ‘ ey log(a)

Usando la proposicion 2.2.1, es sencillo ver que la integral impropia converge absolutamente, ya
que la integral de términos absolutos estd acotada por la funcién gamma con valores en los reales.
Desafortunadamente, también nos sefiala que esta extension no es la que buscamos al estar en un
dominio mds pequeilo, sin embargo sirve como un buen punto de partida.

El segundo requisito para que esta sea una extension analitica es que la funcién extendida sea
holomorfa con dominio abierto conexo. Estamos en suerte que H es un abierto conexo, por lo que
nos gustaria demostrar que la integral impropia converge en una funcién holomorfa en el semiplano
H. Para esta prueba, se puede comenzar desde el teorema 5.1.1 del apéndice que nos proporciona
informacién sobre la holomorfidad de funciones definidas a través de una integral. Resulta evidente
corroborar que nuestra integral cumple con los requerimientos del teorema, exceptuando por uno:
El intervalo de integracién en el teorema es [0, 1], mientras en nuestro caso es (0,c0). Un truco
interesante es que podemos cambiar el intervalo de integracién con solo componer el argumento de
la integral por una transformacién lineal, de tal forma que si hacemos un cambio de variable nos
queda el mismo argumento con diferente intervalo de integracién. Lamentablemente esta idea nos
deja con dos problemas: Primero, esta manera no nos permite que uno de los limites del intervalo
se vaya hasta infinito. Segundo, el teorema exige que el argumento sea continuo en 0, pero e ~/#5~!
ni siquiera esta definido en ¢ = 0, lo que no es arreglable con un cambio de variable conveniente.

De todas formas, nada estd perdido: El teorema 5.1.1 nos dice que las funciones definidas por
i) Cd e~'t*~!dt son holomorfas para cualquier intervalo con 0 < ¢ < d < . La idea natural es
intentar aproximar a la integral impropia con una sucesion de estas funciones, donde el intervalo
de integracién se vaya incrementando mas y mas. Pero ;el limite de una sucesién de funciones
holomorfas es una funcién holomorfa? El teorema 5.1.2 nos dice que si siempre que la sucesién
converja uniforme. Para probar la convergencia uniforme se procede como en los ejercicios tipicos
de Andlisis, utilizando desigualdad triangular y otros acotamientos. Pero serd necesario una dltima
idea para que estas cotas funcionen: En vez de probar que la funcion gamma es holomorfa para
cualquier s en H, se probard que es holomorfa para todo s con parte real entre a,b > 0 fijos
cualquiera. Este cambio no altera la demostracién, ya que todo punto en H cumple con estar en
alguna de estas franjas, solo basta con tomar a y b convenientes. Pero este cambio nos brindara
cotas uniformes (es decir, que no dependen de s) en cada franja, lo que nos permite probar la
convergencia uniforme en estas franjas y con ello deducir la holomorfidad en todo H. Sin mayor
dilacién, pasemos a la demostracién formal:
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Proposicion 2.2.2 — Una primera extension analitica para la funcién gamma. Sea H :=
{s € C | Re(s) > 0}. La funcién gamma en el semiplano I'y : H — C dada por la expresion:

FH(S):/O e 't ldr

es una extension analitica de ['g.

Demostracion. Primero, usando la proposicién 2.2.1, de un breve cdlculo se tiene:

\rH(s)|:‘ /0 et ldr| < /0 e ' Vdt = /O ¢ 197 1dt = T(o)

Para cualquier s € H, denotando ¢ > 0 a su parte real. Luego la integral impropia es absoluta-
mente convergente, por ende 'y estd bien definida en su dominio.

Por construccidn, es evidente que 'y (s) = I'r(s) para todo s > 0 real, luego es una extension.
Para concluir que es la extensién analitica en H basta probar que I'y es holomorfa en H. Sea
z € H cualquiera con parte real x > 0. Considere a = x/2 y b = 2x reales positivos, se define
la franja abierta H, := {s € C | a < Re(s) < b}. Evidentemente, z € H,; y H,} es abierto.
Probaremos que I'y; es holomorfa en H,, j,.

Para esta parte de la demostracién se usard las funciones auxiliares F : H, , — C definidas para
cada € € (0,1) por la integral:

Fe(s) = /8 e 't dr
€

Estas funciones son holomorfas. Para demostrarlo, considere para cada € la funcién G : C x
[0,1] — C dada por

o= (1) (eoe () enl ()

Resulta claro que esta funcién es continua y ademds es entera para cada u € [0, 1] fijo. Aplicando
el cambio de variable t = € +u(1/€ — €), se logra la siguiente igualdad:

! &
/ G(s,u)du = / e 't Nt = F(s)
0 €

Por el teorema 5.1.1 del apéndice, s — [ G(s,u)du es holomorfa y por ende F(s) también.

A continuacion, se probara que F, converge uniformemente a I'y en la franja H, ; cuando € — 0.
De desigualdad triangular y proposicién 2.2.1 se tiene:

Ty (s) — Fe(s |<'/ e+ | e dr

/\e 'y 1|dt+/ | de

_ / e 19\ dr + / e 19 1ds (6 = Re(s))
0 €

(S S Ha,b)
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La primera integral se puede acotar de la siguiente forma:

1 €
/e*’t"*ldtg/ o1 (t>0=e"'<1)
0 0
O1F e g°
0 a
a
<—=0 (e<1)
a

Mientras, para valores de € suficientemente pequefos, la segunda integral se puede acotar asf:

o o 1
/ et dr g/ et e <o <bAt>—>> 1)
€ £ E
oo tbfl
< K/ e e/ 2dt — =0
e el/2
<K / o2t =207€2 5 0
&

Luego tenemos que F¢ converge uniforme a I'y en H,, ;. Como F¢ es holomorfa, I'y; es holomorfa
en H, por teorema 5.1.2 del apéndice. Por lo tanto, I'y; es holomorfa en z y como z era un
elemento cualquiera de H, I'y es holomorfa en z.

Desde aqui, el camino hacia la extension definitiva es expedito. Primero, necesitamos ver que la
funcién gamma extendida al semiplano H cumple con la propiedad que hace la funcién gamma
interesante: Generalizar el factorial al hacer I'y (s + 1) = s’y (s). La prueba es simplemente una
integracion por partes. Adicionalmente se puede demostrar que generaliza a factorial por induccién:

Proposicion 2.2.3 Para todo s € H, se cumple que:
Ty(s+1)=sTy(s)
En particular se deduce que I'(n+ 1) = n! para todo n € N.

Demostracion. Aplicando integracién por partes se obtiene:

Th(s+1)= /0 e 't’dt = —eitt‘Y’: —i—/o e st ldt = sTy (s)

El caso particular puede probarse por induccién. Caso inicial: Para n = 0.
Ty(1) = / eldi = —e ' =1=0!
0
Caso inductivo: Si se cumple para n, entonces para n+ 1.

Tp(n+2)=n+1)I'n+1)=n+1)n! =n+1!

Esta propiedad no es interesante solamente porque generaliza al factorial, sino porque nos da
la técnica para extender sin dificultad I'y hacia todo C, salvo por los enteros no positivos. Si
reordenamos términos, se tiene que 'y (s) = Ty (s+ 1)/s. Pero el lado de la derecha se puede
calcular més alld de H, en especifico se puede calcular para todos los complejos con parte real
mayor a -1, salvo 0. Por dlgebra de funciones holomorfas, I'y(s+ 1)/s es holomorfa en su dominio.
La gracia es que esta funcidn, llamemos I'y, también cumple con la propiedad:

Ii(s)=Tu(s+1)/s=T1(s+1)/s
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Yaque s+ 1 € H yI'| la construimos como extension. Luego el lado derecho podemos usarlo para
hacer una nueva extension para todo s con parte real ahora mayor a -2, salvoel 0 y el —1 (ya que
I'1 no estd definida en 0). Todo sucede igual, por lo que podemos ir extendiendo una y otra vez (es
decir, una induccidn) hasta definir una extension analitica en casi todo C, salvo por los enteros no
positivos, logrando asf resolver el problema objetivo de esta seccién:

Teorema 2.2.4 — Extension andalitica de la funcién gamma. Existe una funcién meromorfa
I" con dominio en todo C, salvo en sus polos {0, —1,—2,...}, que extiende a I'y.

Demostracion. La extension se construye a través de un proceso inductivo.

Caso inicial: Sea A} = {s € C | Re(s) > —1}. Se define I'; : A} — {0} — C dada por:

FH(S+ 1)
N

F] (S) =

Dado que I'y es holomorfa, I'y es meromorfa en A; salvo en el polo s = 0 por dlgebra de
funciones holomorfas. Adicionalmente, por la proposicién 2.2.3 se tiene para s € H:

_ Tu(s+1) _ sTu(s)

Fl (S) N N

= FH (S)

Luego tenemos que I'; es una extensién meromorfa de I'y en A1%. Ademads I'; cumple con una
propiedad simil a la de la proposicién 2.2.3, ya que paratodo s € A1, s+ 1 € H, lo que implica
que Ty (s+1) =T (s+ 1), que aplicado a la definicién de I'; se obtiene la propiedad deseada.

Caso inductivo: Sea n € N. Definamos A, y A,+1 como el conjunto de los nimeros complejos
con parte real estrictamente mayor que —n 'y —n — 1 respectivamente. Suponga que existe una
funcién meromorfa I',, que extiende a ['yy en A,, salvo los polos en {0, —1,...,1 —n} y que cumple

con la propiedad 2.2.3, pero en todo su dominio. Entonces sea I'y41 : Apy1 —{0,—1,...,—n} = C
definida por
(s+1

Fn+1(s) = n( s )
Como I';, es holomorfa salvo en los polos {0,—1,...,1 —n}, entonces I, | es meromorfa con
polos en {0, —1,...,—n}. Ademas para todo s € A, se tiene que:

I(s+1 sy(s
Loyi(s) = 2 P ) ,;( = La(s)

Luego I, es una extensiéon meromorfa de I',, y por ende de I'y. Adicionalmente bajo un
argumento andlogo al caso inicial, I',, | también obedece la propiedad 2.2.3, en todo su dominio.

Luego se puede definir I': C—{0,—1,...} — C como la funcién que, para cada s en el dominio,
toma el valor I'(s) = I'x(s) para algin I'; que esté definido en s. Como la sucesién de los
Ay —{0,—1,...} cubren el dominio, entonces I" tiene valor para cada s en el dominio. Como cada
I'; es una extension de las anteriores, sus valores siempre coinciden y, por ende, el valor de I'(s)
es tinico. Mds encima como es idéntica a cada I'; en sus respectivos dominios, es holomorfa
como lo son estas en sus dominios, concluyendo I" es la extensién meromorfa I'y; con dominio
en C—{0,—1,...}.

“Recuerdo: Una funcién meromorfa es una funcién holomorfa salvo en ciertos puntos que son sus polos.
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Polos y raices de la Funcion Gamma

Ademads de ser un util ejemplo de la construccién de extensiones analiticas, la funcién gamma
serd crucial para poder crear la extension analitica que define a la funcién dseta, el mayor protago-
nista de la demostracién del teorema de los nimeros primos. Por lo que antes de proseguir hacia el
estudio de la funcién dseta, es necesario demostrar algunas propiedades de la funcién gamma que
serdn utiles en el estudio futuro. Se limitard solo a las propiedades que serdn usadas en las siguientes
demostraciones, evitan introducirnos en el fascinante mundo de las importantes propiedades de la
funcién gamma. Al lector interesante, el libro base [14] puede ser un recomendable punto de partida.

La primera propiedad que demostraremos es simil a la proposicién 2.2.3, siendo esta la propie-
dad mds conocida de la funcién gamma. La demostracion es directa desde que las extensiones
intermedias de la proposicién anterior cumplian esta propiedad en sus dominios:

Teorema 2.3.1 Paratodo s € C—{1,0,—1...} se cumple que:

[(s+1)=sI(s)

Demostracion. Seas € C—{1,0,—1...} cualesquiera. Por principio arquimideano, existe n € C
tal que —n < Re(s). Por ende, —n < Re(s+ 1) también. Luego:

[(s+1)=Tu(s+1) =sTu(s) = sTy(s)

Siendo I, las extensiones intermedias usadas en la demostracién 2.2.4 y que cumplian con la
segunda igualdad.

La segunda propiedad es el calculo de residuos de los polos de la funcién gamma, que nos serd de
utilidad m4s adelante. La prueba también es directa usando la propiedad anterior iteradamente en el
limite del célculo del residuo para polo simple.

Teorema 2.3.2 La funcién T tiene polos simples en {0,—1,...}, siguiendo sus residuos la
siguiente férmula:
(="

Resp(—n) = > vne{0,1,...}

Demostracion. Basta con calcular el residuo para polo simple usando n + 1-veces la proposicion
23.1paran=1,2,...:

Res(T',—n) = lim (s+n)(s)

— lim (s+n)(s+1)
s——n s

im (s+n)(s+n+1)
s——n s(s+1)...(s+n)

(1) _ =

(—n)(—n+1)...(—1) n!

Para n = 0, haciendo un célculo andlogo, para la segunda linea del célculo anterior se desprende
que el limite dard I'(0+ 1) = 1, asi cumpliendo también con la férmula. Como los limites
alcanzan valores definidos, se corrobora que son polos simples.
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La siguiente propiedad de la funcién gamma es la férmula de reflexién de Euler. Esta nos pre-
senta una especie de simetria imperfecta de la funcién gamma entorno a la recta Re(s) = 1/2,
en el sentido que, conocido un valor de la funcién gamma para algin z, podemos obtener el
valor para 1 — z con una expresion sencilla respecto a I'(z). Siendo mas explicitos, la férmula es
I'(s)['(1 —s) = m/sin(ms). Esta expresion tan sencilla es extremadamente poderosa, por ejemplo,
nos permite una forma alternativa de extender analiticamente la funcién gamma. Evidentemente,
por el corolario 2.1.2 llevan al mismo resultado, y, aunque es mds corta, esta via resulta menos
intuitiva ya que requiere saber a priori hacia dénde te diriges.

La demostracién de la férmula de reflexion es en dos sencillas partes. Primero se prueba para
0 < s < 1 real. Partiendo del producto I'(s)I"(1 —s), se las expresa como integrales y haciendo
un ingenioso cambio de variable se llega a una integral conocida cuyo resultado es justamente
7t/ sin(7s) (véase la proposicion 5.1.3 del apéndice). Probada la igualdad en (0, 1), hemos obtenido
que dos funciones holomorfas en C — Z que coinciden en un conjunto que contiene sucesiones
convergentes de puntos distintos, luego por el corolario 2.1.2 deben ser iguales en todo C — Z,
extendiendo asi el resultado para todo el conjunto deseado en el enunciado. Procedamos a la
demostracién formal:

Teorema 2.3.3 — Férmula de reflexion de Euler. Para todo s € C — Z, se cumple:

T
Sin7Ts

[($(1—s)=

Demostracion. Para s € (0,1) se puede realizar el siguiente célculo:
T(s)[(1—s) = / eI (1 = s)dr

= [ ! (/ e_"u_‘vdu> dt
0

= [ et </ e"’(vt)%dv) dt
0

—/ / e IS dydy
0o Jo

- / / e 95y y
0o Jo

:/ v dv
o v+1

Donde se aplicé el cambio de variable u = v¢ con v como nueva variable. De la proposicién 5.1.3,
sabemos que para s € (0, l) esta integral es igual a 2.

Como I'(s)['(1 —s) y 71— son dos funciones holomorfas en C — Z que coinciden en (0, 1)
que contiene sucesiones convergentes de puntos distintos. Luego por el corolario 2.1.2, la
igualdad se cumple para todo s € C — Z.
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Para concluir este apartado, otros resultados interesantes que son faciles de obtener gracias a la
férmula de reflexién son referentes a los ceros de la funcién gamma, o mds bien a su ausencia.
En efecto, si observamos con atencién la férmula, el lado derecho 7/ sin(7s) jamas se hace cero.
Siendo ese el producto de dos imédgenes de la funcién gamma, se hace imposible que la funcién
gamma se haga cero (o el producto se haria cero en alguna parte). La unica forma serfa evitar la
férmula de reflexién usando un s tal que 1 — s sea un polo. Pero esto tampoco funciona, porque si
1 — s es un entero no positivo, s es un natural y ya sabemos que en esos casos ['(n) =T’y (n) =n—11.
Esto se encuentra en el corolario 2.3.4.

El corolario con que cierra este capitulo es una consecuencia natural del anterior: A falta de ceros
de la funcién gamma, la funcién 1/T" se puede extender a una funcién entera, es decir, holomorfa
en todo C. Esto se puede entender, al no haber ceros de I, 1/T" solo se indefine en los polos simples
de I', pero esas indefiniciones son reparables de forma continua y terminan siendo ceros “simples”.
Una forma mds explicita de probarlo es usar la férmula de reflexién para construir una extension
analitica y reparar las indefiniciones calculando los limites en esos puntos. Dado este corolario es
que en préximos capitulos se usard 1/I" para referirse a su extension entera.

I Corolario 2.3.4 La funcién I' no tiene raices.

Demostracion. Separemos en dos casos: Si s € Z, o es un polo de I, o es un entero positivo
por lo que I'(s) = s — 1! # 0. Si s & Z, cumple la férmula de reflexion de Euler. Como ="— no
puede ser cero, I'(s)["(1 —s) tampoco lo es y, por ende, I'(s) # 0.

I Corolario 2.3.5 La funcién 1/T se puede extender a una funcién entera con ceros en {0, —1,...}.

Demostracion. De la formula de reflexion se tiene que:

1 1
—— = —I'(1 —s)sin(ms
La expresion del lado derecho permite una extensioén continua en todo C, ya que en los tnicos
puntos donde no esta definida que son los enteros positivos, el limite existe:

o1 _ 1 sin(7s)
}1_}mn EF(I —s)sin(ms) = ggmng(n—s)l"(l _S)T—S
| :
~ Dyim(n— (1 = s) 1im S0
T s—n s—n n—4S
! )
~ D im(n— )01 — 5) 1im S
T s—n s—n n—s
1 mcos(ms)
=~ lim (u—14+n)(u)lim =0
T uﬁnllln(u —|—I’l) (u) sl—I}; (—1)
—1
= —Res(I', 1 —n)cos(mn) = —
n!

La extensién continua del lado derecho es holomorfa, ya que fuera de los enteros positivos es
el producto de dos holomorfas y en los enteros positivos los polos fueron cancelados por ceros
simples. Por lo tanto esto permite una extension entera para 1/I". Ademas, del corolario anterior,
sus ceros son los de la funcién sinusoidal ya que I" no tiene ceros, luego sus ceros son {0, 1,...}.
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El presente capitulo se dedicard en indagar en las propiedades de la protagonista de la demostra-
cion del teorema de los niimeros primos y una de las funciones mds importantes de las matematicas:
La Funcién Dseta de Riemann. Sus origenes estdn en una funcién, definida a través de series, que
fue considerada por Leonhard Euler para su demostracién de infinitos nimeros primos:

6=Y

Pero seria el gran matematico Benhard Riemann, en su famoso, que consideraria extender analitica-
mente esta funcion hacia casi todos los complejos, con la excepcién de 1. Esta idea fue un salto
de genio que permiti6 utilizar las herramientas del andlisis complejo para estudiar los nimeros
primos que estdn fuertemente vinculados con la funcién dseta. Esto es la clave para la demostracién
del teorema de los nimeros primos y ha sido un nicleo fundamental para la teoria analitica desde
entonces, al punto que hoy el problema abierto més famoso de dicha teoria sea probablemente la
hipétesis de Riemann sobre algunos ceros de la funcién dseta.

Las secciones de este capitulo se dedicardn a 4 cuestiones principales: Primero a construir la funcién
dseta como una extension analitica, luego indagaremos en la identidad de Euler que relaciona esta
funcién con los ndmeros primos, siguiente probaremos algunos teoremas que permiten estimar el
crecimiento de la funcién dseta en ciertos contextos y finalmente en la dltima seccién discutiremos
sobre los ceros de esta funcion. Todos estos conocimientos serdn cruciales para la demostracion del
teorema de los ndmeros primos de la cual versard el capitulo siguiente.

Antes de comenzar el estudio lleno de estas materias, una aclaracion de interés sobre el nombre de
la funcién. Este nombre proviene de la letra griega {, que en espafiol se llama Dseta. En cambio, en
el inglés a esa letra griega se le llama Zeta, de ahi viene que la mayoria de la literatura matematica
se refiera a esta funcién como la Funcién Zeta de Riemann. La convencién estd muy extendida
para ser cambiada en mi humilde opinién y tampoco es que sea un error porque el lenguaje vivo se
adapta a los usos y costumbres de la gente. Pero en este texto se usard el nombre de Dseta, como
una forma de remarcar un hecho curioso y a veces olvidado de esta funcién. El lenguaje es libre.
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Extension analitica a la funcién dseta

Similar a la seccién 2.2 sobre la funcién gamma, el objetivo de este capitulo serd crear la
extension analitica con mayor dominio posible en C para la siguiente funcidn:

Definicion 3.1.1 La funcidn dseta en los reales (g : D — R estd dada por:

|
CR(S):ZT
n=1"1
dondes e D:={xeR|x>1}.

Una aclaracion es necesaria: Aunque llamaremos funcién dseta en los reales a esta funcién en
falta de un mejor nombre, en general el nombre de funcidn dseta se reserva exclusivamente para la
extension que construiremos en esta seccién. Dicho aquello, formulemos més formalmente nuestro
problema objetivo:

Problema 3.1 Encontrar una extension analitica para la funcién g cuyo dominio sea C — {1}.

Es fécil de ver que este problema esté bien planteado, es decir, el problema ofrece una solucién
tinica gracias al corolario 2.1.2, que podemos aplicar ya que el dominio original R contiene
sucesiones convergentes de puntos distintos y el dominio final C — {1} es un abierto conexo.

El camino hacia esta extension analitica serd en dos pasos de forma semejante al caso de la funcién
gamma: Primero comenzaremos con la extensién mds natural posible, que resulta de permitir que
la variable s en la expresion que define a {g tome valores complejos. Al igual que en el caso de la
funcién gamma, para que este cambio construya una extension analitica, la funcién resultante debe
cumplir con dos criterios: Primero, existir para algin abierto conexo que contenga a R™, esto es
que la serie converja para cada s en ese conjunto. Segundo, debe ser holomorfa en dicho abierto.
Es claro que ese abierto conexo no puede ser C, ni C — {1}, basta con tomar s = 0 y tenemos una
suma de infinitos 1s que claramente diverge!.

La demostracién de ambos requisitos viene en un solo paso dado por una ttil consecuencia de la
proposicién 2.2.1 en abiertos conexos de la forma Re(s) > a:

o 0 s < B <
n=1 n=1

Vea que el lado derecho nos asegura una convergencia absoluta (jSe tiene la existencia!), pero
ademds se cumplen las condiciones para usar el Criterio de Weierstrass (Teorema 5.1.4 del apéndice):
Los elementos de la serie estdn acotados por una sucesién sumable. Este criterio dice que las sumas
parciales convergen uniforme y como éstas son holomorfas, la serie lo serd. ;Cudnto podemos
extender este razonamiento? Entre menor el @ més elementos se abarcard, pero {g(a) solo converge
si a > 1. De forma ingeniosa, se puede extender hasta el abierto H; : Re(s) > 1. Mas formalmente:

Proposicion 3.1.1 — Una primera extension analitica de ¢. Sea H| := {s € C | Re(s) > 1}.
La funcién dseta en el hiperplano Cy, : H; — C definida por:

=¥

es una extension analitica de (k.

IE] lector curioso notard que s = 1 también diverge porque es la serie arménica. Mds interesante, s = 2 converge y es
la famosa serie del Problema de Basilea, que dicho sea de paso, también fue resuelto por Leonhard Euler
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Demostracion. Sea z € H) cualquiera, se demostrard que {y, converge y es holomorfa en z.
Sea a = (Re(z) + 1)/2 fijo, evidentemente se tiene que z > a > 1. Para todo s € H; tal que
o = Re(s) > a se cumple por la proposicion 2.2.1 que:

nS

Adicionalmente como a > 1:
Y L G <
n=1 nt

Al cumplirse las hipétesis, la sucesién de sumas parciales Zﬁlv: | n~* converge uniforme para la
seccion del plano complejo Re(s) > a por el criterio de weierstrass (Teorema 5.1.4). Luego Cp,
existe en dicha regién. Ademds como las sumas parciales son holomorfas al ser una adicién de
funciones exponenciales, Cy, es holomorfa por teorema 5.1.2 en dicha regién. Ya que z pertenece
a la region, Cy, existe y es holomorfa en z. Y como z era un elemento cualquiera en Hy, (y, estd
bien definida y es holomorfa.

Finalmente es evidente que Cy, (s) = Cr(s) para s € R porque tienen la misma regla que las
define, luego {p, es una extension analitica de {g.

El siguiente paso para extender hacia la funcién dseta en C — {1} requiere de un ingenio sutil y una
formalidad meticulosa. Fue concebido por Benhard Riemann en su magna disertacion “Sobre el
nimero de primos menores a una cantidad dada” de 1859. La idea es extender analiticamente la
serie de forma implicita, es decir, extender analitica otra funcién que contenga a la funcién dseta en
su expresion y de ahi derivar la extension para la funcion dseta que deseamos. Mds en especifico, la
funcién con que trabajaremos es:

Definicién 3.1.2 La funcién &y, : Hy — C se define por la siguiente expresion:

_s N
& () = 73T (5) G s)
Resulta claro que, como 1/I" y 75/2 son enteras, si extendemos analiticamente la funcién &g,
encontraremos una extension analitica para la funcién (g, solo despejando en la expresion. Por lo
que el problema ahora es cémo extender la funcién &g, . La clave estd en una expresion integral
encontrada por Riemann para la funcién &y, , que es la siguiente:

n(s) = [ 760 -

Donde la funcién 6 estd dada a través de la siguiente serie:

= 2
O()=) ™" >0
n——oo
Esta funcién proviene del estudio de las transformadas de Fourier, que no siendo el tpico de esta
obra nos limitaremos a poner la definicién y las propiedades de la funcién theta en la seccién 5.2
del apéndice.

¢De dénde proviene esta relacion entre la funcién &, y la funcién 6? Lo mejor es fijarse del lado
que ofrece mas informacién, que es el lado derecho. Vea que el 1 que resta a theta elimina el
sumando con n = 0 y que los sumandos con —n son iguales a los sumandos con n, por lo que la
integral queda:
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——l v S—1 ,—mn’t
1) —1 dt:/ 12 e dt
2/ ) 0 ,,;

Si observamos con detencion, el argumento dentro de la integral asemeja a la expresion integral
de la funcién gamma (que podemos usar ya que estamos en H; C H). Para reconstruir la funcién
gamma, necesitamos hacer dos cosas: Primero hay que intercambiar el orden entre la integral y
la serie. Esto se logra con el Teorema de Fubini-Tonelli, interpretando la serie como una integral
de Stieljes. Para utilizar este teorema hay que probar que para algin orden la integral-suma sea
absolutamente convergente, lo que no resulta complicado de evidenciar. Segundo hay que realizar
el cambio de variable v = uzn? para asi hacer aparecer la funcién gamma. El resultado de hacer
estos cdlculos es que aparecerd la funcién &y, , como se puede apreciar:

Lema 3.1.2 La funcién &g, es holomorfa y cumple con la siguiente férmula para todo s € H;:

&, (5) 2/ 20() Dt

Demostracion. Observe que la siguiente integral impropia con n € N fijo:
e 2
/ e T uu—l-i-s/Zdu
0

haciendo el cambio de variable v = umn? se transforma en:

oo s 1 _ s e s =5 .
/o e’ <#)2 (nnz) Yay = (7rn2)7/0 e v ldy = ﬂTF(%) n*

De la definicion 5.2.1 del apéndice, la funcién 8 estd dada por la regla:

— Z efn'nzu =2 i efrcnzu + 1
n=1

nez

Por lo que podemos calcular que:

2/ 27l —l)du—/0 ZuZ gy — Z/ wi e T gy

La inversién del orden de la serie y la integral impropia se puede debido al Teorema de Fubini-
Tonelli, interpretando la serie como una integral de Stieljes, usable porque:

L, ety

=17°T(6/2){(0) <
Usando en este cdlculo la propiedad 2.2.1 con o = Re(s) > 1.

s/27lef7rn2u

1l a2 = [ 1 2
us/2 l‘e wtu g, Z / uG/Z 1—mnu g,
n=170
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Resulta 16gico el siguiente paso: Usar la integral del lema anterior como extensién analitica para
&n,. Lo que no ha sido natural hasta este momento es de donde proviene toda esta estrategia, la
funcién &y, y su expresion integral parecen salidas sin explicacion. Este planteamiento es original
de Benhard Riemann, que en su obra explica que considerd otras expresiones integrales similares
para extender implicitamente la funcién dseta. La razén porque se decant6 por la funcién &y, es
una propiedad muy curiosa de su extension: es perfectamente simétrica respecto al eje Re(s) = 1/2,
hecho que tiene consecuencias cruciales para la funcién dseta. El siguiente teorema 3.1.3 va a
explorar hasta dénde se puede definir la integral, su holomorfidad y su simetria.

La demostracion formal debe ser cuidadosa y usaremos propiedades de la funcion theta que se
encuentran en la seccion 5.2 del apéndice. Los pasos de la demostracion a grandes rasgos son los
siguientes: Primero separamos la integral en dos integrales, una que integra desde O a 1 y otra de 1
al infinito. A la integral de (1,0) no le haremos nada mds alld de cambios de notacién. A la integral
de (0,1) aplicaremos la proposicién 5.2.3, que nos sefiala que 6(¢) =¢~'/26 (1/1). Calculando se
puede separar a esta integral por la suma en otras tres, dos resolubles al no contener términos de 0
y otra integral que contiene el término (6(1/¢) —1)/2. A esta se le aplica el cambio de variable
u = 1/t. El resultado de todos estos cdlculos es que la integral del lema 3.1.2 es igual a:

—(s+1) /2 s/2—1)19_(u)du

Donde 9¥(t) = (6(t) — 1)/2 es un cambio de notacién para facilitar los cdlculos. Esta nueva
expresion resulta decidora. Primero, resulta claro que no estd definida para s =0y s = 1. Segundo,
si se realiza el cambio de variable s’ = 1 — s la expresién permanece inalterada, es decir, esta
expresion es simétrica respecto al eje Re(s) = 1/2. Tercero, y mds trascendental, la expresién define
una funcién & que es holomorfa en C — {0, 1} y que tiene polos en s =0y s = 1. Del lema 3.1.2,
esta es la extension que buscamos, {pero cdmo se demuestra esto tltimo? Pues basta con probar
que la integral impropia que aparece en la expresion converge en una funcién entera. Para probar
eso, hay que probar que tanto la integral impropia como su derivada convergen para cada s € C.
Esto se logra principalmente con dos razonamientos:
= Obtener la derivada de la integral a través de la regla de Leibniz de derivar bajo el signo

de la integral. Esto es aplicable porque, gracias a que 0 es continua (proposicién 5.2.1 del

apéndice), el argumento de la integral es continuo, derivable parcial por s y su derivada

parcial es continua, ademads tanto esta como su derivada parcial son integrables segin el

segundo razonamiento.

= Ambas expresiones integrales, tanto para la funcién como para su derivada, convergen porque

sus argumentos son exponencialmente dominados. Los “polinomios de exponente complejo”

claramente lo son y 0 lo es segtin la proposicion 5.2.2 del apéndice.
Con esto se concluye una extension analitica en casi todo C para la funcién auxiliar £, lo que nos
deja a un paso de extender analiticamente la funcién dseta como es deseado en el problema objetivo
de esta seccion.

Teorema 3.1.3 Existe una funcién meromorfa £ con dominio en todo C salvo en los polos
simples {0, 1} que extiende a &y, y cumple con la férmula:

E(s)=&(1—s5) VseC—-{0,1}
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Demostracién. De la proposicién 5.2.3 sel apéndice, se sabe que: () =¢~'/26 (1). Definiendo
B(t) = (6(t) — 1)/2, tenemos que esa identidad toma la siguiente forma:

Desde el lema 3.1.2 y aplicando la propiedad anterior, se puede hacer el siguiente calculo:

Donde a la integral de 0 a 1 se aplicé el cambio de variable u = 1/t y para la integral de 1 a
infinito se aplic6 el cambio de variable u =t.

Lo siguiente es comprobar que la integral impropia converge a una funcién entera. Esto es claro
por las siguientes dos razones:

0 —1 _+'20(1/)—1 7' 20(1/n) 141121
=g = 2 - 2

1
21/2 2

=129 (1) +

Emy (s) 2/ £12710(1) — 1)dr —/w 512719 (1) dr

—/ #2719 (1) dt+/ /2719 (r)
s — — 1 S
:/ /2 1( 1291 /;)+21/2—>dt+/ 2719(t)dr
-1 / gy L / 241 + / Ry i+ [P o(0dr
1

ts/2

N

+/ ~6 29 (4 du+/ 512719 (1) dt

x+1/2 Vz_l)ﬁ(u)du

= La integral impropia converge: De la proposicién 5.2.2 del apéndice sabemos que existe
C) > 0tal que ¥ (u) < Cye ™. Para cada s € C fijo, u~(*1)/2 4445/~ es exponencialmente
dominado por ser practicamente un polinomio (solo con exponentes complejos en vez de
enteros), o sea, existe C > 0 tal que u=+1/2 4 ys/2-1 < Gyé'. Esto nos permite concluir
que para todo s € C:

1-m

-1

/ =62 L2719 (u)du < ClCz/ Y (u)du = C1C27er < oo

1 1
Luego hay convergencia absoluta.

= Su derivada compleja existe en todo s: El argumento de la integral propia se puede
derivar parcialmente en s ya que, para cada u € (1,) fijo, es una combinacién lineal de
funciones exponenciales. Su derivada parcial es:

<Ms/271 - uf(s+1)/2> 19(u)210gu

De la proposicién 5.2.1 se deduce que ¥ es continua, luego se tiene que el argumento
de la integral es continuo para (s,u) € C x (1,0) al ser producto de funciones continuas
conocidas. Luego aplicando la regla de Leibniz de derivar bajo el signo de la integral da:
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Jd [*/ _ _ e _ _ Y (u)logu
a (s+1)/2 | s/2—1 _ s/2—1 _ —(s+1)/2)) vu)logu
Bs/l (u +u >19(u)du /1 (u u ) 3 du

Dado lo que acompafia a ¥ en el argumento de esta dltima integral impropia también
es exponencialmente dominado, con un razonamiento idéntico al del paso anterior se
comprueba que la integral impropia converge para todo s € C. Luego la integral original
tiene derivada en cada punto del plano complejo, ergo es una funcién entera.

En consecuencia de lo anterior, la funcién dada por la regla:

Z,:(S) — —(s+1) /2 3/271)19(14)(1”

define una funcién meromorfa definida en todo C salvo los polos en 0 y 1, extendiendo la funcién
&y, por el lema 3.1.2. Ademds se tiene que:

1 ) S
E(1—5) = — l—s 1—s—1+/ ~(1=541/2 4 =921y 8 (1) du

:S_l _7+/ s/2 1_|_u (s+])/2)19( )dbt

=&(s)

Con la funcién & extendida para C — {0, 1}, solo queda concluir la extensién analitica que buscamos
para la funcién dseta. La tnica pregunta abierta seria por qué la extension de dseta estard definida
para s = 1 si & no lo estd, pero esto se debe a que el cero de 1/I" se compensa con el polo de la
funcion £ en ese mismo punto. Dicho aquello, pasemos al esperado resultado final de esta seccion:

Corolario 3.1.4 Existe una funcién meromorfa §, con dominio en todo C salvo en el polo
simple 1, que extiende a {g.

Demostracion. Se define § : C— {1} — C como:

U™
—
©”
N—
Il
—

(3)
Salvo para s = 0 donde se define por el limite de esta exprension a dicho punto.

Es conocido que 7*/? es una funcién entera sin ceros. Del teorema 3.1.3, & es meromorfa con
polos simples en 0 y 1. Del corolario 2.3.5, r(s 72 €8 una funcién entera con ceros simples en
{0,—2,—4,...}. Luego se tiene que para s = 0, el polo y el cero se cancelan, por lo que { estd
bien definido, no se anula y es holomorfa en s = 0. Para s = 1, { hereda el polo simple de &. Para
el resto de los puntos, es el producto de funciones holomorfas, luego { es holomorfa. Finalmente,

del teorema 3.1.3 y la definicién 3.1.2, se tiene que es una extensién meromorfa de g, .
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Identidad de Euler

La importancia de la funcién dseta en las matematicas es su conexion intima con los nimeros
primos. Este nexo viene dado por una identidad descubierta por Leonhard Euler, que permite
expresar la funcién dseta como un producto en términos de todos los nimeros primos, mas en

especifico:
&)= 11

_ p—S
p primo 1 p

1

Esto se cumple solamente para la seccién del plano complejo H;, donde la funcién dseta puede
escribirse como una serie. Esta identidad es crucial y tiene muchas consecuencias que se estudiardn
no solo en esta seccion, sino durante gran parte del resto de la obra.

La idea intuitiva detrds de la identidad se encuentra en el Teorema Fundamental de la Aritmética:
Cada nimero natural es el producto de una combinacién tnica de ndmeros primos, sin importar
el orden. Mientras que la funcién dseta en H; es la suma de todos los naturales elevados a —s, el
argumento del producto en la identidad de Euler son series geométricas de p—* con p primo, luego
intuitivamente podemos ver la identidad de Euler como la siguiente expresion:

1 1 1 1 11 11
1+2S++++...=<1+++...><1+++...>...

3s 45 5s 2s 22s 3s 32s

Resulta sencillo observar de dénde viene la igualdad: Si el lado derecho lo expandimos, tendremos
que el lado derecho sumara todas las combinaciones de productos de p~**, con p primo y k natural.
Cuando en una de esas combinaciones haya infinitos factores distintos a 1, el término se hara cero y
no contribuira a la suma. Pero cuando solo haya finitos factores distintos de 1 correspondera a un
Unico natural elevado a —s y estdndo de forma tinica todas las combinaciones, estardn una tinica vez
cada natural elevado a —s. Es decir, cuando se expande el lado derecho estaran todos los sumandos
del lado izquierdo més otros sumandos que serdn despreciables. Por ejemplo, el sumando 28~ s del
lado izquierdo aparecera del producto de 272°, 7% y los demés 1Is.

Todo muy bien hasta aqui. ;Pero cémo demostrar esta identidad formalmente? La demostracion se
dividird en dos partes, aunque la primera parte también se subdividird en otras dos subpartes. La
primera parte consiste en demostrar la identidad para los reales mayores que 1. La segunda parte
consiste en demostrar que el producto define una funcién holomorfa en H;, luego dos funciones
holomorfas que son iguales en un conjunto que contiene al menos una sucesién convergente de
puntos distintos (como los reales mayores que 1) tienen que ser iguales en todo H; segun el corolario
2.1.2. Cabe destacar que este paso demuestra la potencia del corolario 2.1.2, que nos reduce toda la
tarea de demostrar que dos funciones holomorfas son iguales en H; a demostrarlo para un conjunto
mads pequefio.

Para demostrar la identidad de Euler en los reales se procede con la tradicional tdctica de probar la
desigualdad en ambos sentidos. Esto porque para probar que un limite obedece una desigualdad
basta con probar que la sucesion la cumple. Por lo que se trata de demostrar que la forma parcial de
un lado de la identidad es menor o igual que el otro lado de la identidad. Esto no requiere dificultad
si se sigue la idea intuitiva. Veamos que la forma parcial del producto

K
[IYr"
p primo k=0
p<P

se le puede aplicar la propiedad distributiva quedando una suma de naturales distintos elevados a
—s, y como todo es positivo, tiene que ser menor que la serie.
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Por otro lado, para la forma parcial de la serie:

N
s
n=0 n

Siguiendo la idea intuitiva, todos los sumandos de esta suma parcial deben aparecer para alguna
forma parcial del producto infinito, porque el teorema fundamental de la aritmética asegura que
los nimeros del 1 al N sean generados por una secuencia finita de nimeros primos, que eviden-
temente alcanzan hasta un exponente maximo finito. Poniendo P al primo mayor de la secuencia
y K el exponente miximo, se tiene la forma parcial que incluye todos los sumandos de la su-
ma parcial. Como estamos sumando cosas positivas y multiplicando términos mayores que 1, se
logra que la suma parcial es menor que algiin producto parcial que es menor que el producto infinito.

Finalmente la prueba de la segunda parte, es decir, que el producto define una funcién holomorfa,
es sencillamente la utilizacién de una versién modificada del Criterio de Weierstrass para productos
infinitos (Teorema 5.1.6 del Apéndice), similar a la demostracién de la proposicién 3.1.1. Por lo
que podemos proceder a la prueba formal:

Teorema 3.2.1 — Identidad de Euler. Si Re(s) > 1, entonces:

Demostracion. Primero, demostraremos la igualdad para s > 1 real.

Sea s > 1 real y P,K € N cualesquiera. Considere el siguiente factor parcial:

HZP

p primo k=0
p<P
Aplicando la propiedad distributiva, corresponderd a la suma de todas las combinaciones de
producto entre primos menores a P elevados a un valor entero entre 0 y K, estando cada término
de esta suma elevado a su vez a —s. Por teorema fundamental de la aritmética, cada término
corresponderd a un natural distinto elevado a —s, por lo que como son sumas de términos positivo
se puede concluir que:

1
[1 Z By
p primo k=0 n=1"
p<P

Tomando P, K — o se logra:

[l == HZ"“<Z

p primo P p primo k=
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Por otro lado, sea N € N. Por el teorema fundamental de la aritmética, cada natural corresponde
a un producto de potencias de primos. Sea P’ un natural mayor al mayor primo que es factor de
algin natural entre 1 a N. Sea K’ un natural mayor que el maximo exponente que tenga algin
factor primo al dividir a algtin natural entre 1 a N. Luego los nimeros naturales de 1 a N son
completamente generados por los productos de niimeros primos menores que P’ elevados por un
valor entre 0 y K’. Por tanto, todos los sumandos de la suma parcial estan en la forma parcial
del producto infinito con P’ y K’, y siendo todas las sumas de términos positivos y productos de
valores mayores que 1, se concluye:

p primo k=0
p<P!

Tendiendo P', K’ — oo:

Finalmente de N — o:

— p—s
p primo 1 p

Esto también comprueba la convergencia del productorio en este dominio a través del teorema
de acotamiento gracias a que la serie converge en este dominio.

Segundo, se demostrard que el productorio define una funcién holomorfa en H;. Sea z € H;
cualquiera y denotemos como ¢ = Re(z) y 7 = Im(z). Sea a = 2. Vea que:

1 = p~*
1—p— - 1—p—

’ 1 ' 1 1 1
= < = <
pP—=1"|pfl—-1 p°—17" pi—1

Y como son sumas de términos positivos se cumple:
1 |

) <Zlna—1<°°

a _
p primo p 1 n=

Y la dltima serie converge por criterio de comparacién al limite del cociente con {(a) que es
convergente al ser a > 1:

1 a
. m .. n . 1
hmnll—hm = lim =1
n—oo L n—oo pd — | n—eo | — =
De esto se deduce que los productos parciales [], primo —Flp,_; convergen uniformemente al
p<P

producto infinito por el teorema 5.1.6. Como 1/ (1 — p~*) son holomorfas en Re(s) > a, entonces
el producto infinito es holomorfo en esa regién por el teorema 5.1.2, luego es holomorfo en
z y siendo z € H; cualquiera, se tiene que el producto define una funcién holomorfa en H;.
Finalmente el producto infinito y la funcién dseta son dos funciones holomorfas que coinciden
en un conjunto que contiene sucesiones convergentes de puntos distintos (los reales mayores que
1), por lo que la identidad de Euler se extiende a todo el abierto conexo H; por el corolario 2.1.2.
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Por interés histérico, agregamos un corolario que es la demostracion analitica de Leonhard Euler
sobre la infinidad de ndimeros primos. Este fue el objetivo inicial con que fue descubierta esta
identidad y fue uno de las primeras demostraciones analiticas sobre un hecho de teoria de ntimeros,
aunque fuese uno ya conocido.

Antes de entrar en este corolario, nétese primero que, en la demostracion anterior, para probar la
identidad de Euler en los reales no necesitamos nunca el supuesto que los nimeros primos era
infinitos. Sin embargo, si asumimos implicitamente aquello en nuestro tratamiento de la segunda
parte, pero si los nimeros primos no fueran infinitos el resultado se mantendria ya que el pro-
ductorio daria una funcién holomorfa por solo ser una multiplicacién finita de funciones holomorfas.

La demostracién es muy directa desde la identidad de Euler y el hecho que { tiene un polo en s = 1.

I Corolario 3.2.2 Existen una cantidad infinita de nimeros primos.

Demostracion. Suponga que existe una cantidad finita de nimeros primos. Como el productorio
de la identidad de Euler define una funcién continua, se tiene que:

1 1

—s —1
‘Yﬁlpprimol -p pprimo1 -p
Pero de la identidad de Euler también es cierto que:
Iim ——— =1lim{(s) =0
s—1 & 1—p=s s%lg( )
p primo

Ya que la funcién dseta tiene un polo en s = 1. Hay una contradiccién, por reduccién al absurdo
existe una cantidad infinita de nimeros primos.

En el resto de la seccidn, se demostrardn dos lemas fundamentales para la prueba del Teorema de
los Nimeros Primos. El primero son dos formas equivalentes de expresar log { en Hy, que son el
equivalente para esa funcion de la Identidad de Euler. La demostracién de la primera igualdad es la

mas interesante: .
—KS

p
logl(s)= Y, "~
keN
p primo

Es una doble serie que surge de aplicar el logaritmo a la Identidad de Euler. Por continuidad, el
logaritmo entra en el limite y con sus propiedades convierte el producto en una suma. La segunda
serie viene usar la expansion de serie de Taylor de log (1/(1 —x)). Pero esta Serie de Taylor solo
puede usarse para x € (0,1), luego solo podemos probar de esta forma para s > 1 real. Para los
demads s € Hj, tenemos que usar el corolario 2.1.2 como en la demostracién anterior: Probar que
la doble serie define una funcién holomorfa en H; via Criterio de Weierstrass aplicado 2 veces,
luego como coincide con log § en los reales mayores que 1, tiene que coincidir en todo H; to-
mando la rama principal del logaritmo. En otro punto, la notacién sefiala que el orden en que se
apliquen las series no importa, para demostrar este hecho hay que usar el Teorema de Fubini-Tonelli.

Para la segunda igualdad no hay complejidad. Sencillamente hay que escoger una sucesién de
coeficientes ¢, conveniente para generar la igualdad con la doble serie. De todas formas, la
consecuencia de esta dltima forma es importante, porque permite simplificar a log { en una serie
simple, lo que sera usado mds adelante.
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Lema 3.2.3 Si Re(s) > 1, para algunos ¢, > 0 entonces para la rama principal del logaritmo:

oo
=¥ o
n=1

logl(s)= )
keN
p primo

Demostracion. La segunda igualdad se deduce de forma directa, escogiendo ¢, = 1/k para
cuando n = p* con p primo y ¢, = 0 en cualquier otro caso. Por lo que basta con probar la
primera igualdad:

Supongamos que s > 1 es real. Entonces se calcula:

log&(s) =1 ( ) 1
orcor=oe( T )= X v

Donde la primera igualdad proviene de la Identidad de Euler, la segunda por continuidad del
logaritmo, y la dltima proviene de que p~* € (0, 1) que permite usar la serie de Taylor:

log< )Z Vx € (0,1)

Sea s € Hj cualquiera y sea 6 = Re(s) > 1. Aplicando lo anterior y la proposicién 2.2.1:

': y Z— log () <

p primo k=

) pZ ipkks

primo k=1

p primo k=

Interpretando las series como Integrales de Riemann-Stieljes, el Teorema de Fubini-Tonelli
permite conmutar el orden de las series.

Sea z € Hj cualquieray a = (Re(z) + 1)/2. Se tiene en todo ¢ = Re(s) > a que:

NSRS
k=1 k=1 k=1

Ambas cotas superiores son sumables ya que:

oo pfka | 1 0 pfka .

p primo k=1

Las desigualdades de la izquierda validas para todo p primo fijo. Luego por criterio de Weiers-
pks

trass, las sumas parciales Y5 _, P-— convergen uniforme en Re(s) > a. Como vt — €s holomorfo,

por teorema 5.1.2 la serie Y5 | 20— 2" Ppor argumento andlogo, pero usando las desigualdades de

la derecha, se llega que la serie doble es holomorfa en Re(s) > a, en particular en z y como este
es cualquiera en Hj, la serie doble es holomorfa en Hj.

Finalmente, tomando la rama principal del logaritmo complejo, log { es holomorfa en H; al ser
composicion de funciones holomorfas y coincide con la doble serie en el segmento s > 1 como
se prob6 maés arriba, luego por el corolario 2.1.2 coinciden en todo H;.
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El dltimo lema de la seccién es una desigualdad ideada por Charles-Jean de la Vallée Poussin con
que logré reducir las dos primeras demostraciones del teorema de los nimeros primos. Este lema
es crucial para demostrar que la funcién dseta no tiene ceros en Re(s) = 1, que a su vez es la clave
del teorema. La demostracién es un cdlculo ingenioso que se basa en las siguientes ideas:

= El logaritmo del médulo es igual a la parte real del logaritmo complejo (para cualquier rama),

esto permitird deshacerse de los médulos.

» Usar la segunda serie del lema anterior para cambiar log {.

= Como la parte real es una funcién continua, se puede introducir dentro de la serie.

» La parte real de ¢’® es cos (@), luego todo se convierte en una identidad trigonométrica.
A continuacion, veamos cémo funcionan estas ideas en accion consecutiva:

Lema 3.24 Siz=x+iyconx > 1eyec R, entonces:

log| ¥ (W) (x-+ )¢ (r+2iy)| >0

Demostraciéon. Un resultado preliminar: Sea s € C expresado de forma polar como |s|e’®.
Aplicando logaritmo se tiene que:

log(s) = i0 +1log|s|

Por lo tanto, para cualquier rama del logaritmo complejo, su parte real coincide con el logaritmo
del médulo de s.

Dicho aquello, se puede calcular lo siguiente:

1og| () ¢* (x +iy) € (x + 2iy)]
= 3log|C (x)| +4log|¢ (x +iy)| +log|¢ (x + 2iy)|
=3Re (log§(x)) +4Re (log & (x+iy)) + Re (log & (x + 2iy))

=3Re <Z Cnn_x> +4Re <Z cm"“”’) | +Re ( cnn_"_Ziy>
n=1 n=1 n=1

3can ™ 44 Re(n™ ) 4 c,Re(n 27
3cnn7x + 4cnRe(efxlogn7iylogn) + cnRe(efxloganiylogn)

8

I
gk

3
Il
—_

I
s

3
Il
-

I
gk

3can " +4c,Re(n *cis(—ylogn)) + c,Re(n *cis(—2ylogn))

3
Il
-

I
gk

can” (344 cos(—ylogn) 4 cos(—2ylogn))

3
Il
—_

con (24 4cos(—ylogn) +2cos?(—ylogn))

I
s

3
Il
-

2¢,n (14 cos(—ylogn))?

I
agk

3
I
—_

Donde en la tercera linea se aplic6 el lema 3.2.3, que nos asegura también que ¢, > 0. Luego
todos los términos del argumento de la serie son no negativos, luego el resultado de la serie debe
ser no negativo, demostrando lo que se queria.
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Estimaciones de su crecimiento

En los pasos finales de la demostracién del teorema de los ndmeros primos estaremos trabajando
con integrales que contienen dentro la funcién dseta y su derivada. Calcular algunos valores de la
funcién dseta ya es una odisea, calcular una integral sobre una expresiéon complicada que involucra
la funcién dseta es una tarea titdnica. Pero no requerimos calcular el valor exacto de la funcion, ni de
dichas integrales, sino que para la demostracidn nos bastard una estimacién de cémo se comportan
en ciertas circunstancias. La presente seccion tratard sobre dos teoremas que nos permitirdn generar
estimaciones de la funcidn dseta, su derivada y su inverso multiplicativo.

Pero antes de ir a esos teoremas, serd necesario indagar en otra forma de expresar la funcién dseta
en el casi semiplano complejo H — {1} en el lema 3.3.1 y su corolario 3.3.2. Esta forma de expresar
la funcidén dseta es como una serie de funciones enteras (mds un término de correccién) que tienen
tres propiedades especiales detalladas en el lema 3.3.1. ;Como son estas funciones enteras? En la
demostracion del lema se caracterizan explicitamente:

n+1 1 1
f,,(s) :/n <ns_xs) dx

Si se recuerda del cdlculo, la demostracion que la serie {r(s) converge en s > 1 y diverge para
s < 1 viene por el criterio de la integral, cuya convergencia es més fécil de estudiar. Estas funciones
pueden pensarse como que van midiendo la separacion entre esa integral de 1/x° y la suma de 1/n*
que ocurre el intervalo de (n,n+ 1). De esto trata la tercera propiedad: La suma parcial hasta N
de f,(s) da la separacion entre la integral y la suma parcial en el intervalo (1,N). Las otras dos
propiedades son cotas de estas funciones f,(s), que serdn fundamentales para cuando estudiemos
como acotar o estimar el crecimiento de la funcién dseta en los teoremas siguientes de esta seccion.

La demostracion es directa. Las funciones f;, son enteras por el teorema 5.1.1. La primera estima-
cioén viene del teorema del valor medio aplicado a g(z) = z™ s para el intervalo [n,x]. La segunda
viene directamente de acotar la integral que define a f,,. Finalmente, la Gltima propiedad sale de
sumar directamente. Veamos la prueba formal:

Lema 3.3.1 Existe una sucesion de funciones enteras { f,, } nen con las siguientes tres propieda-
des

D [fauls)] < |s]/nReC1

D) |fuls)| < 2/nR0)

3) ZlngN% - 1N % = Zl§n<an(s) VseC
Con N € N— {1} cualquiera.

Demostracion. Considere la sucesion de funciones f;, : C — C dadas por la regla:

w0 = [ (- w)a= [ (5 g ) &= ) P

Comprobando que F(s,y) es claramente continua en C x [0, 1] y para cada yo € C, F(s,yo) es
holomorfa siendo una exponencial, tenemos por el teorema del apéndice que f,(s) es entera para
todon € N.
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Para obtener la primera propiedad, sea x € [n,n+ 1]. Aplicando el teorema de valor medio para
g(z) =z % entre x ¥ y n™*, sabemos que existe y € [n,x] tal que:

nt—x"t  —s
n—x ys+1
Lo que nos lleva a que:
11 5| n—x| < s| sl /5]
s sl |y—1—s| = |y—1—s| - y1+0' = plto

Con ¢ =Re(s) > 1. Aplicando a f, se logra el acotamiento deseado:

n+1 n+1
o)< [ ar< | s gy — I8
n n

nlto T oplto

1 1

nt x5

La segunda propiedad sale de forma directa:

hols [ acs [

con ¢ = Re(s).

1

nt x5

1

nS

1

xS

2

n+1 2
dx < / dx = =
S n nG

n

_l’_

Para finalizar la demostracion demostrando la tercera propiedad, basta aplicar la regla de f, ala
suma:

N N n+l /1 1 N 1 n+1 Jy N o N+L gy
Lao=X | <nSxS>dx:Z<ns/n x>:§/1 -

n=1 n=1

El corolario concluye el objetivo de construir esta forma alternativa de expresar la funcién dseta en
H — {1}. Su enunciado sefiala que la serie de funciones f, es holomorfa en H y da la funcién dseta
menos 1/(s — 1). Demostrarlo no reviste complicacién: Usando la primera propiedad del lema
3.3.1, se puede probar que la serie es una funcién holomorfa en H usando el criterio de Weierstrass
(teorema 5.1.4 del apéndice) en la forma usual que se ha hecho en demostraciones anteriores. Para
la relacion entre la serie y la funcion dseta, basta con tomar el limite N — oo en la tercera propiedad
del lema 3.3.1. Pero esto solo servird para Hj, donde la funcién dseta se puede expresar como una
serie. Para extender al resto de H basta usar el corolario 2.1.2 aprovechando que tanto la serie como
{(s)—1/(s—1) sn holomorfas en H (ya que el —1/(s — 1) cancela el polo de la funcién dseta en
s=1).

Antes de introducirnos a la prueba formal del corolario 3.3.2, un comentario interesante: Tanto
este corolario como el lema 3.3.1 pueden escribirse como una via alternativa para extender ana-
liticamente la funcién dseta a H. Con algunos agregados, esta via también puede usarse para ir
extendiendo meromorfa la funcién dseta para conjuntos de la forma Re(s) > —n, llegando paso a
paso a extender a todo C — {1}, similar a lo que sucede con la extension analitica de la funcién
gamma. Proseguir con esta via alternativa no nos otorgara informacién necesaria para demostrar
el teorema de los nimeros primos, por lo que no se ahondard més en este camino. Pero el lector
interesado puede consultar [14], especialmente los problemas 2 y 3 del capitulo 6.
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Corolario 3.3.2 Para s € H — {1}, se tiene que:

Ls)— —— = £(s)

s—1

Donde f(s) = Y-, fx(s) define una funcién holomorfa en H.

Demostracion. Comenzamos con probar que f(s) es una funcién holomorfa bien definida en
H.Seaz € H, defina a = Re(s)/2 y b =2|z|. De la primera propiedad del lema 3.3.1, para todo
s € H tal que 0 =Re(s) > ay |s| < b se tiene que:

|f”(s)’ < no+l = na+l1

La serie Yoo, bn~"! converge a b{(a+ 1), luego por Criterio de Weierstrass (teorema 5.1.4)
las sumas parciales de f(s) convergen uniformente en la interseccién de Re(s) > a y B(0,b).
Como f, son enteras para todo n € N, se concluye que la serie converge a una funcién holomorfa
f en esta interseccion. En particular, f converge y es holomorfa en z. Como z € H cualquiera, se
tiene f es una funcién holomorfa bien definida en H.

De la segunda propiedad del teorema anterior, se obtiene para H; cuando N — oo:
> | dx
=Y hls) =Y = [ =)
n=1 n=1 n 1 x

{—1/(s—1) es una funcién holomorfa en H, luego su coincidencia con f en H; se extiende a
todo el abierto conexo H — {1} por el corolario 2.1.2.

Vs € Hy
S_

El préximo teorema 3.3.3 ofrece estimaciones para la funcién dseta y su derivada. Usando la
notacién O grande de Landau?, el teorema sefiala que la funcién dseta y su derivada son O(|Im(s)|)
para cualquier € >0y s con Re(s) > 1 y [Im(s)| > 1. Para la franja entre Re(s) € (0,1), se puede
ampliar el resultado de la funcién dseta a O(|Im(s)|' =€) para 0 < y < Re(s). Este resultado serd
de gran importancia en el dltimo paso de la demostracién.

(Y como se demuestra? Usando de forma cuidadosa los acotamientos del lema 3,3,1 y aplicando
los resultados al corolario 3,3,2, se puede llegar a la siguiente desigualdad:

1 I—-y+e - |
1C(s)] < 1 +2|s] anﬂ

n=1

La idea siguiente es acotar los términos en funcién de s por [Im(s)|'~7+¢. Para | 1| es directo
considerando |Im(s)| > 1. Para el otro término hay que separar dos casos. Si Re(s) < 1+ &, enton-
ces es bien directo encontrar |s|! ~YT€ < M |s|'=7*€. En cambio, si Re(s) > 1+ &, la proposicién
2.2.1 implica que |{(s)] < {(Re(s)). Y en los reales, es facil ver que { es decreciente. Luego
|8 (s)] < & (1+¢€)y podemos aplicar lo concluido para el otro caso.

Para demostrar el acotamiento a la derivada de dseta, la prueba consiste en aplicar la Férmula
Integral de Cauchy para caracterizar {’, aplicar la parametrizacién usual de un circulo y luego
utilizar la cota encontrada para dseta. Con un célculo cuidadoso se logra el resultado deseado.

ZUna funcién f es O(g) si existe una constante ¢ > 0 tal que | f(s)| < c|g(s)]. Esta dtil notacién es original del gran
matematico judio alemdn Edmund Landau.
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Como dltima observacioén, en el enunciado del teorema se exige que la constante sea la misma para
ambos acotamientos. Esto no es necesario, pero es conseguible ficilmente tomando la mayor de las
dos constantes. Dicho aquello, pasemos a la demostracién formal:

Teorema 3.3.3 Sea s = 6 +i7 con 0,7 € R. Entonces para cada y € [0,1] y € > 0, existe una
constante c¢ tal que:

1) [8(s)] < celt|" 7", parac > ye 1] > 1

2) |&'(s)| < ce|t|® para 6 > 1 al igual que |t| > 1

Demostracion. Sea € > 0y v € [0,1] cualesquiera. Sea s = 6 +iT con 0,7 € R cualesquiera
mientras que ¢ > Yy |t| > 1. Defina § = 1 — y+ € > 0. Luego, utilizando las funciones del
lema 3.3.1 y sus cotas, se sabe que:

g 1-6 1-8 6 5 5
_ 5 -5 5] 2 2701 20s®  2)s]
HOI=66PRON < (B5) (5) = e < s = e

Aplicando tanto esta como la desigualdad triangular al corolario 3.3.2, se logra la expresion
principal:

1 = 1 P

0l < 2|+ Z 1< | 5|2 £ e

Deque 6 >ye[0,1]y|t| > 1:

- 5
= — <77 <1
(c—1)2+7

1 1
s—1 ’
Considere o < 1+ €, entonces existe cgl) > 1:

518 <1+ e+it)® < M|z
Aplicando a nuestra expresion principal se logra finalmente:

)< (142461 +0)) [ Re(s) <1+e

Como n~* es decreciente con x variable real, es claro que {(x) es decreciente para x variable
real mayor que 1. Luego, para 6 > 1+ ¢, como |7| > 1y § > 0 se cumple que:

W) <g(0) <E0+e) <2 TPl te) +]el®  Re(s)>1+e
Por lo que para c(gz) =1+ 2021)4’ (1+¢€) se cumple la primera cota deseada.

Para la segunda desigualdad, considere 6 > 1y y=0. Sea r > 0 tal que r < min{|t| — 1,0}. De
la férmula integral de Cauchy en un circulo C de centro s y radio r, con la parametrizacién usual,
se tiene:

&'(s) = : /c ¢ dz = ! 2nC(S—'—reie)rieiQdO:1/OMé.'(s%—re"e)e_"aa’e

S 2mie(z—s)2 T 2miJo  r2e%® 27y
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Veamos que dada la definicién de r, para todo valor z € C se tiene que Re(z) > o —r>y=0y
IIm(z)| > |7| —r > 1. Ademas la féormula integral de Cauchy se puede ya que { era holomorfa
en C y su interior, ya que su tnico polo en s = 1 estd a una distancia de al menos || de s y
r < |t| =1 < |7|. Esto permite aplicar la estimacién de crecimiento de { anteriormente probada,
obteniendo:

1 2 . Cg-z) 2
1 (s)| < Tm/o 1C (s 4 rei®)|d6 < an/o |7+ reos6|1 440

(2)

= Cg/z”ﬂrur)”fde =
— 2mr Jo

2
- 21+£Cg )|T|H£

e (el +n)'
r

S 21+8C£(_:2) |T|8

r

Por lo que ¢, =2!*¢ c(gz) cumple la segunda desigualdad pedida en el teorema y como también

(2)

ce > cg ', también cumple con la primera, concluyendo la demostracién.

El dltimo teorema de esta seccion crea una estimacion para 1/¢, que también serd necesaria para la
demostracion del teorema de los nimeros primos. Semejante al caso anterior, usando notacién O
grande de Landau, el teorema nos dice que 1/§ es O (|Im(s)|?) para todo s con 1 <Re(s) < opy
[Im(s)|¢ > 1, donde € > 0y 0p > 1 que influencian la constante.

La demostracién también es un célculo cuidadoso usando propiedades que ya conocemos. La idea
serd probar una cota inferior para la funcién dseta de la forma k|Im(s)|~%. Para ello se parte del
lema 3.2.4 en la forma:
83 ()8 ()8 (0 +2iT)[ > 1

Recordar que s = o + it. Despejado |{(s)|, como los otros { quedardn en el denominador, se
pueden acotar superiormente (aumentar el denominador disminuye la fraccién). Para |{ (o + 2i7)|
podemos usar el teorema 3.3.3 anterior, pero para |{(0)| no porque su parte imaginaria es 0. Para
este la cota viene del limite que da residuo al polo s = 1. Aplicando todo esto, nos queda una

desigualdad de la forma:
$(5)] > C(o — 1) 4|e[ /4
Con u > 0 auxiliar y C alguna constante. Casi estd lo pedido, el tnico problema es el término

(6 —1)%4.Si fuera 6 — 1 < C’'|7| ¥, no habria problema, se reemplaza el ¢ — 1 por su cota
inferior y se reemplaza u = €/4 para tenerlo deseado:

E()l = "zl °

Pero si 0 — 1 < C'|t|™*, habr4 que usar otro camino. Consideremos la parte real menor que
cumplia con el caso anterior 67 = C'|t| >* y sea s; = 67 +it. Entonces la desigualdad triangular
nos marca el camino:

S0 = 1E(s1)[ = 1S (s) = &)

Al minuendo |{(s1)| se le puede aplicar lo ya aprendido porque esté en el caso anterior, mientras al
sustraendo |§(s) — {(s1)| se le puede acotar superiormente usando el teorema del valor medio y
la desigualdad del teorema 3.3.3 anterior para la derivada. Esto llevard con algunos célculos a la
misma desigualdad, aunque con una constante diferente:

8(s)] ="z "

Tomando como constante final el inverso de la menor de las constantes conseguidas, se obtiene
la demostracion del teorema. Es necesario, eso si, en cada paso tener un cuidado de siempre
mantenerse dentro de las condiciones que exige el enunciado.
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Antes de pasar a la demostracion formal, es necesario hacer una acotacién respecto al libro base
[14]. Aunque con algunas ligeras desviaciones en las demostraciones y notaciones, los teoremas
presentados mantienen los mismos enunciados hasta ahora que en el libro [14]. Pero en el caso
del teorema 3.3.4 siguiente hay una ligera modificacion, en cuanto se agrega un oy > 1 arbitrario
y se exige que la parte real o sea menor o igual que oy, ademas la constante depende de este oy.
Esto se debe a una ligera errata encontrada en [14]: Cuando se usa el limite (¢ — 1){ (o) — 1 para
acotar {(0) < c/(o —1), esta desigualdad solo se cumple localmente cerca de 1. Mds especifico,
para cada intervalo [1, 0p| existe una constante ¢4, que cumple esa desigualdad, pero no una sola
constante para todo (1,e0) como usa [14]. De hecho, esa tnica constante no puede existir: De la
definicion via serie se cumple siempre que (o) > 1, mientras ¢ /(o — 1) — 0 para 6 — oo, luego
para un 6 muy grande la desigualdad se debe quebrar. Esta errata es menor y con este pequefio
cambio en el enunciado se arregla la demostracién sin alterar las futuras aplicaciones.

Teorema 3.3.4 Sea oy > 1. Sea s = 0 +i7 con 0,7 € R. Entonces para cada € > 0, existe una

constante k¢ g, tal que: ‘ﬁ < ke,q,|T|E para o € [1, 0p] al igual que |t| > 1

Demostracion. Sea €,u >0.Sea oy > 1, 0 € [1,00] y T € R tal que |7]| > 1.

Del lema 3.2.4, se sabe que:
83 (0)¢*(s) (o +2iT)[ > 1

Lo que implica:
1
s)| >
0= V183 (0)¢(o +2it)]

Aplicando la primera desigualdad del teorema 3.3.3 anterior para y = 1, se tiene:

) >

Veut (o)

Como s = 1 es un polo simple de residuo 1, existe cg, tal que:

L)< =2 Vo<o

Aplicando a lo que se tenia anteriormente, se deduce que:

U/ (5 _1)3/4
() =z RO D™ (o 1y wss
¥ Cucgo

1/4 —3/4
/Co/'

donde c1 < ¢, ' cq

Escogemos ¢ lo suficientemente pequefio tal que ¢ = (c¢1/(2cy))* sea menor o igual que
0p — 1, siendo ¢, la constante usada en el teorema 3.3.3 anterior. Tenemos entonces, dos casos:
Si 6 — 1 > ¢;|7| 7, entonces aplicando en la desigualdad anteriormente obtenida se concluye
que:
—3/4, -4
[(5)] = crey ™z




56 Capitulo 3. Funcion dseta de Riemann

Si 6 — 1 < ¢|7|7H, entonces sea 61 — | = ¢;|7|™>*. Como |7|™* < 1, se tiene que o] < Op.
Sea s; = 07 +iT, Por desigualdad triangular, se sabe que:

1E()[ = [E(s)] = [E(s1) = E(s)]

El minuendo puede acotarse inferiormente aprovechando que o7 < 0y, luego se puede utilizar la
desigualdad final del caso anterior:

S| = er(or = 1) #4 = [(s1) = £ (s)]

El sustraendo puede acotarse superiormente a través del teorema del valor medio, ya que existe
algin o, € [0, 01] tal que:

8(s1) = §(s)| = [{' (02 +i)[|o1 — O
Como o, > 1y |t| > 1, aplicando la segunda desigualdad del teorema 3.3.3 anterior se tiene:
8(s1) = E(9)] < cultl¥|or — o] < cultf (o1 — 1)
Aplicando la cota conseguida, se tiene:
C) = er(or— 1) #4 — eyl (1 — 1)
Al reemplazar 6 — 1 con (c1/(2¢y))*|t|7H se tiene:

4
c

1Es) > | o5 | a7 =
8Cu

4
G

—4u _ —4u
7 | 717 =t
160#

con ¢y = c‘f / 16ci. Tomando p = €/4 y escogiendo k¢ g, como el inverso multiplicativo del

3/4 .
menor de ¢; y ¢1¢;’ 7, se concluye que:

O = kegyltl ™ = 1/IC(s)] < keaylTl®

3.4 Ceros de la funcion dseta

Para concluir este capitulo dedicado a la funcién dseta, es necesario discutir sobre sus ceros.
Como se ha visto en el capitulo de historia y se profundizard més en el proximo capitulo, los ceros
de la funcién dseta tienen una conexidn especial con la manera en que se distribuyen los nimeros
primos, por lo que han sido tépico de interés de estudio para muchos matematicos. La funcién
dseta tiene una cantidad infinita de ceros, que son clasificados en dos tipos: Los ceros triviales que
son los pares negativos y los ceros no triviales que estdn en la franja Re(s) = 0y Re(s) = 1, que
es llamada la franja critica. La denominacion trivial se refiere a que, mientras los ceros triviales
son bien conocidos, los ceros no triviales les cubre un manto de misterio y desde los tiempos de
Riemann hasta el dia de hoy son objeto de estudio para revelar cémo se distribuyen en la franja
critica. Pero es en este estudio donde se encuentra la deseada recompensa: Los ceros no triviales
esconden en parte el comportamiento cadtico, en sentido coloquial, de la aparicién de los nimeros
primos en la recta numérica.

(Y como se sabe que la funcién dseta tiene ceros solo en la franja critica y en los pares negativos?
Aquello es materia del siguiente teorema 3.4.1. Lo primero es probar que la funcién dseta no tiene
ceros en H;. Esto se logra directamente al usar la Identidad de Euler y el teorema 5.1.5 del apéndice.
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Lo segundo es que la simetria de la funcién &, vista en el teorema 3.1.3, implica una relacién entre
Cls)y E(1—s):

oy FTCR)E0 )

[(s/2)

Esto permite usar nuestro conocimiento sobre la ausencia de ceros de la funcién dseta en H; para
estudiar la existencia de ceros en el semiplano Re(s) < 0. Nunca 7°~%3 o la funcién gamma se
hacen cero, y para s en ese semiplano, (1 —s) no se hace cero. Luego los tnicos ceros que la
funcién dseta puede tener en Re(s) < 0 son por 1/I", lo que dan los pares negativos si se considera
que estd evaluado a s/2. Lamentablemente este método no nos otorga informacién sobre la franja
critica, por lo que todos los demds ceros deben encontrarse en esa region inexplorada por el teorema.

Teorema 3.4.1 Todos los ceros de la funcién ¢ son de la forma:
= Ceros triviales: Son pares negativos, como —2, —4,—6, ...
= Ceros no triviales: Pertenecen a la franja critica FC := {s € C | Re(s) € [0,1]}

Demostracion. Para el caso 0 = Re(s) > 1, podemos expresar la funcién dseta segin la
identidad de Euler:

Z 1 1' Z Pis Z | s 1|71
1T_ .= |~ T 5= p -
p primo l_p : p primo l_p * p primo
< ) (pl-n'=Y -1
p primo p primo
< Y 2p°<2{(0) <eo
p primo

Por el teorema 5.1.5 del apéndice, el producto infinito solo se puede anular si un término se
anula, lo que claramente no puede suceder. Por ende { no tiene raices con parte real mayor a 1.

Para el caso Re(s) < 0, utilizamos la construccién de la funcién ¢ en el corolario 3.1.4, y
aplicando la simetria del teorema 3.1.3 y luego la definicién 3.1.2 de la funcién & en H;:

_mPEs) _ mPE(—s) w1 )

‘=TGR T Ten e

Conocido es que 7°~% no tiene rafces. Por el corolario 2.3.4, T'(15*) no tiene rafces. 1/T(s/2)

se anula en s € {—2,—4,...}. Finalmente de que en este caso Re(1 —s) > 1, {(1 —s) no tiene
ceros. Luego ceros en esta region son los ceros triviales {—2, —4, ...}, mientras cualquier otro
posible cero deberd estar en la franja critica Re(s) € [0, 1].

El teorema 3.4.1 no brinda informacion sobre la existencia de ceros no triviales en la recta Re(s) = 1.
Como se ahonda en el primer capitulo, los geniales estudios de Riemann sobre la funcién dseta
culminaron en que el Teorema de los Nimeros Primos podia ser probado como una consecuencia
de la no existencia de ceros en dicho eje. Y justamente serian Hadamard y De la Vallée Poussin
quienes probarfan independientemente este hecho en 1896. Desde entonces otras demostraciones
han venido, pero la mayoria de las analiticas se basan directa o indirectamente en que la funcién
dseta no tiene ceros en Re(s) = 1. La demostracién de esta obra no sera diferente.
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Aunque esta demostracion se inspira en ideas que se remontan a Hadamard y De la Vallée Poussin,
el tiempo ha simplificado la prueba al punto que todo se trata de un simple cdlculo de limite. Es
una reduccién al absurdo: Supongamos que existe un cero de la funcién dseta de la forma 1 + yi,
entonces se puede calcular que el siguiente limite se hace 0

lim €7 ()£ (v +iy) § (x +2iy)[ = 0

El calculo de limite no tiene dificultad: Hay que reconstruir el limite del calculo de residuo para
{(x) y el limite que define la derivada para {(x + iy), todo esto multiplicando un “1 conveniente”.
La consecuencia es clara: Este resultado contradice el lema 3.2.4 que obliga a la expresién dentro
del limite a ser mayor que 1. Y eso es suficiente. Si sorprende la sencillez del paso clave, cabe
recordar lo sefialado por Grothendieck sobre esta manera de hacer mateméticas: Una vez sumergida
la nuez por suficiente tiempo, basta un ligero apretén para romper su cdscara. Este es el apretdn.

Teorema 3.4.2 La funcién ¢ no tiene ceros en Re(s) = 1.

Demostracion. Suponga lo contrario, es decir, que existe y € R tal que {(1+iy) = 0. Evi-
dentemente y # 0 porque en s = | hay un polo. Para x € R, estudiaremos que sucede con
182 (x)¢* (x +iy)C (x4 2iy)| cuando x — 17

m |§° (%) (x+iy) § (x +2iy) |

x—1t
3\ 4 =1
= hm ‘C )¢ (x+zy)§(x+21y)‘ m
| +iy) | N B
ng?+‘ |xl%14r W xlir{l+|g(x+2ly)|xlir?+|(x_ 1)| =0

El primer limite converge a una constante ya que es el cubo del residuo del polo simple de
en s = 1. El segundo limite también converge a una constante porque siendo & (14 iy) = 0 por
hipdtesis, este limite resulta ser la derivada de § en 1+ iy elevado a la cuarta potencia y como § es
holomorfa este valor existe. El tercer limite también converge a un valor finito porque § es conti-
nua en 1+ 2iy. Finalmente el dltimo limite resulta ser 0, provocando que el limite resultante sea 0.

Esto se contradice con el teorema 3.2.4, ya que este implica que:

[P+ Ea+2ip)[ =1 Va>1

Impidiendo que ese término pueda converger a 0 cuando x — 17,

Como nota de cierre, si bien nuestro estudio de la funcion dseta se ha limitado a lo estrictamente
necesario para demostrar el Teorema de los Numeros Primos, el universo matematico de la funcién
dseta es mucho mds extenso. Los ceros no triviales, solo sugeridos como una posibilidad en los dos
teoremas de esta seccion, en la realidad son infinitos y su distribucién esconde formas de perfeccio-
nar y estimar el error del teorema de los ndmeros primos. Varias conjeturas ain aguardan en este
campo, una de ellas posiblemente 1la més famosa de las matematicas actuales. Benhard Riemann,
estudiando los ceros no triviales, observd que todos parecen cumplir la siguiente propiedad:

Problema 3.2 — Hipdtesis de Riemann. Todos los ceros no triviales de la funcién { estdn en la
linea Re(s) = 3.

Lamentablemente, este margen es demasiado pequefio para contener la demostracion.
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Hay frase memorable atribuida a Carl Gauss: “Las matemadticas son la reina de las ciencias y la
teoria de ndmeros es la reina de las matematicas”. Siendo asi, seguramente el teorema de los nime-
ros primos es una de las joyas mas preciadas de la corona. Su enunciado otorgé un anhelado orden
a la desconcertante distribucion de los niimeros primos y su demostracién, fruto de casi 100 afios
de la labor cooperativa de la comunidad matematica, trajo una conexién también desconcertante
entre dos ramas de las matemadticas tan alejadas en apariencia como son la aritmética, el campo que
estudia lo discreto, y el andlisis, el drea que estudia lo continuo.

Y finalmente, tras haber pasado un largo camino entre diversas lecciones sobre extension analitica
y propiedades de la funcién dseta, estamos en condiciones de abordar el teorema de los nimeros
primos y demostrarlo. El teorema contesta la siguiente pregunta: De todos los nimeros naturales
hasta x, ;qué proporcién son nimeros primos? La respuesta del teorema es: Si x es muy gran-
de, aproximadamente 1/logx. Una respuesta engafiosamente simple, pero que esconde bastantes
secretos sobre la naturaleza de los niimeros. Primero, impresiona en si mismo que la aparicién
pseudoaleatoria de los ndmeros primos tenga una densidad tan sencilla. Segundo, nos otorga una
primera forma simple para estudiar la secuencia de los nimeros primos en grandes escalas, donde
las antiguas cribas nos son inttiles incluso con los poderes computacionales actuales. Tercero, no
todo es sobre el enunciado, sino también sobre la demostracion. Ya se ha dedicado dos capitulos al
analisis complejo, pero ain no se sospecha cdmo se usaran tales técnicas para demostrar el teorema
y son estas conexiones las que también nos dicen bastante sobre la naturaleza de los ndmeros y las
matematicas. Mas audn, ;como se demuestra una proposicion de estas caracteristicas donde lo que
se plantea es un limite sobre una funcién que conocemos poco y nada?

Especialmente esta interrogante se responderd en este capitulo final. La primera seccion formalizara
el enunciado del teorema y su interpretacion, la segunda veremos cémo reducir el problema
siguiendo las ideas de Tchebyshev, en la tercera seccidén conectaremos estas reducciones con
la funcién dseta y finalmente en la dltima seccién concluiremos la demostracién usando las
propiedades aprendidas en los capitulos anteriores, dando fin al largo viaje emprendido.
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Describiendo el problema

El teorema de los niimeros primos versa sobre la funcién contadora de niimeros primos,
comuinmente denotada por la letra &£ mindscula, cuyo nombre encaja bastante bien su definicién:

Definicién 4.1.1 — Funcién contadora de nimeros primos. La funcién 7 : RT™ — R estd
definida como
7(x) = nimero de primos menores o iguales que x

Con el protagonista claro, el enunciado formal del teorema de los ntimeros primos, que sera el
problema objetivo de todo este capitulo, es el siguiente:

Problema 4.1 — Teorema de los ndmeros primos. Demostrar que 7(x) ~ Togt"

Donde el signo ~ significa igualdad asintética. Recordemos que dos funciones f y g se dicen
asintGticamente iguales si f(x)/g(x) — 1 cuando x — . Luego el enunciado del teorema de los
nimeros primos se puede expresar a probar el siguiente Iimite:

1
lim m(x)logx _
X—ro0 X

1

Es importante entender bien esta expresion. Este limite no significa que la diferencia entre 7(x) y
x/log(x) se vaya a 0 a medida que x crece, sino que esta diferencia se va volviendo despreciable si
se compara con el tamafio de x y de las funciones. En términos de errores, este limite no informa que
el error absoluto desaparezca, sino sobre el error relativo se va haciendo cero. Esto se puede apreciar
en los siguientes dos graficos: Aunque a medida que x aumenta, x/log(x) y m(x) se distancian en
mayores cantidades absolutas, el error relativo entre ellos va disminuyendo cada vez mds. Por lo
que lo que el teorema de los nimeros primos hace, no es ofrecernos una prediccion sobre el valor
de la funcién contadora de nimeros primos que se vaya haciendo més certera a valores mds grandes,
sino brinda un entendimiento de cémo esta funcién 7(x) ser comporta en las grandes escalas.

700000 0.085
600000
0.080
500000
400000 0.075
300000
0.070
200000
100000 — 11(x) X
0.065,
L, — X -
2x10%  4x10®  6x10°  8x10°  1x107 log(x) 0 2x108  4x10%®  6x10® 8x10®  1x107
(a) m(x) vs x/log(x) (b) Error relativo de x/log(x) al aproximar 7(x)

Figura 4.1: El primer grifico muestra una comparativa entre la funcién contadora de nimeros
primos 7(x) y x/log(x). El segundo grafico muestra el error relativo de x/log(x) al estimar 7(x).
Se logra evidenciar que mientras el error absoluto puede aumentar, el error relativo disminuye cada
vez mds. Ambos gréficos son sobre el intervalo 2 a 10”. Fuente: Wolfram Alpha.

Existen otras formas equivalentes de enunciar el teorema. Una es 7(x)/x ~ 1/log(x). Matematica-
mente, es lo mismo que lo enunciado anteriormente, pero su interpretacion es ligeramente diferente:
7(x)/x es la proporcién de cuantos nimeros menores que x son primos y esta se comporta como
1/log(x). Esta interpretacién fue la original planteada por Gauss y Legendre.
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Otra forma usual en la literatura es 7(x) ~ Li(x) donde Li(x) es la integral logaritmica desplazada:

. * du
Ll()c):/2 Tog()

Esta fue una de las propuestas originales de Gauss. Aunque en los primeros valores de x tiene
un peor desempefio que x/log(x), a grandes escalas termina siendo un mejor aproximador de
7(x). De todas formas, esta es una formulacion equivalente del teorema de los ndmeros primos
dado en el problema 4.1 porque Li(x) ~ x/log(x) y esto provoca que ambos limites sean iguales.
En el teorema 4.1.1 se demuestra este hecho, que sale de integrar por partes a Li(x) (usando
como partes a u = 1/logx y v = x segun la notacién usual). Lo resultante va a ser de la forma
Li(x) = x/(logx) + o (x/logx), siguiendo la notacién o pequefia de Landau'. La prueba que los
términos adicionales son o (x/logx) se hace por teorema del acotamiento.

Teorema 4.1.1 Li(x) ~ . Luego 7(x) ~ Li(x) si y solo si 7(x) ~ .

Demostracion. Vea que:

d 1 1
dx \logx )  x(logx)?
Luego si se aplica integracion por partes:

*d
Li(x):/ T
2 logu logu

* Y du X 2 X du
+/ 2= - +/ 2
, J2 (logu)?> logx log2 J> (logu)

Adicionalmente, como (logx)~2 es decreciente, se puede acotar esta dltima integral como sigue:

/x du /ﬁ du /x du NE X
< = — < +
2 (logu)> Jo  (logu)>  Jx (logu)> = (log2)>  (log/x)?

Si se divide por x/logx y se aplica el limite al infinito se tiene:

X
0< lim logx/ du < 1fm Vv/xlogx +1im xlogx
x—eo x Jo (logu)? ~ x—ex(log2)?  x—ex(log/x)?
1 logx 2
< 1 it —0
~ (log2)? e e T log \/x

Por lo que por teorema del acotamiento se tiene que dicho limite tiende a 0. Aplicando lo antes
obtenido, se deduce:

1 X
lm log(x)Li(x) — i xlogx m 2logx +1im logx/ du {
x—yoo by x—oxlogx x—exlog2  x—e x Jo (logu)?

Por lo que Li(x) ~ @. Por consecuencia se tiene que:

! 1
tim ) — <lim x) <11’m ”(x)ogx> _ Jim ) logx

x—eo Li(x) x—eo Li(x)logx ) \x—e X X X

Como los limites son iguales, se tiene que 7(x) ~ Li(x) siy solo si (x) ~ Togx-

En lo que resta del capitulo, nos enfocaremos en demostrar el teorema de los niimeros primos con
el enunciado dado en el problema 4.1: 7(x) ~ x/logx.

'Una funcién f es o(g) siy solo si f(x)/g(x) — 0 para x — co. Esta notacién también es de Edmund Landau.
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Reducciones de Tchebyshev

La principal complicacién que enfrenta demostrar el teorema de los nimeros primos es 7(x).
La funcién contadora ni siquiera estd expresada en términos de alguna operacién que involucre a
los nimeros primos, sino que se limita a contarlos. Por decirlo de una manera informal, la funcién
contadora no es ni siquiera sobre los primos en si, sino exclusivamente sobre como se distribuyen.
Y eso es un problema, porque poco se conoce sobre la distribucion de los ndmeros primos, pues
justamente eso es lo que queremos descubrir con este teorema.

Para abordar esta complejidad, el matematico ruso Pafnuti Tchebyshev dio con una idea clave: Hay
que buscar otro enunciado equivalente, pero que se base en una funcién mds trabajable. Tchebyshev
consideré dos funciones que hoy llevan su nombre acompafiado por una letra griega, pero nosotros
nos limitaremos a la segunda de esas funciones: La funcién y de Tchebyshev.

Definicion 4.2.1 La funcién y de Tchebyshev es y: R™ — R dada por:

y(x)= ) logp

pn<x

Esta funcién es bastante mads trabajable, porque goza tanto de las propiedades del logaritmo natu-
ral, de las series como de las propiedades algebraicas de los nimeros primos. De hecho, un uso
meticuloso y exhaustivo de estas propiedades otorga una via alternativa para la demostracién descu-
bierta por Atle Selberg a mediados del siglo XX. Pero en lo que respecta a nuestra demostracion,
requeriremos explorar dos formas equivalentes de expresar la funcién y en la proposicién 4.2.1. La
demostracion es tan intuitiva como formal y no requiere de introduccion:

Proposicion 4.2.1 Otras formas equivalentes para la funcién y de Tchebyshev son:
logx

- lll(x) = Zpﬁx [@} Ing
s y(x) =X A(n)

donde A : N — R es la funcién de von Mangoldt que asume el valor log p si n es una potencia de
un p primo y 0 en cualquier otro caso.

Demostracion. Primero, note que no hay naturales entre x y [x], luego el cambio en el término
de la sumatoria no hace diferencia.

Para la primera equivalencia, sea M), el mayor natural tal que pM» < x. En la suma que define
a y, el término log p aparecerd M,, veces para cada p primo menor o igual que [x]. M, puede
expresarse como la parte entera de log , x = logx /log p, por lo que se deriva la identidad deseada.

Para la segunda equivalencia, es evidente desde que A(n) coincide para cada término de la suma
que define y y se anula en todos los demads.

Aunque méds cémoda, de nada serviria la funcién y sin un resultado sobre ella que sea equivalente
al teorema de los nimeros primos. Tchebyshev probd la existencia de un elegante resultado
equivalente: y(x) ~ x. Aunque se puede probar su reciproco, en el teorema 4.2.2 nos limitaremos a
probar la implicacién en el sentido que nos sirve a nuestro problema objetivo: y(x) ~ x provoca
que 7(x) N.@' Y cémo se demuestra? Pues, asumiendo que y/(x) ~ x es cierto, buscaremos
generar el siguiente acotamiento:

(x)log 7(x)log (x)log

. X . . .T X B} X . 7/ X .
1 = liminf y) < liminf < lim < limsup < limsup
X—roo X X—po0 X X—r00 X X—>o0 X X—s00

=1

v
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Con las igualdades dadas por la hipétesis y las desigualdades centrales dadas por el anélisis, es
suficiente probar las desigualdades externas. Ambas salen de acotar apropiadamente la primera
expresion alternativa de y(x) en la proposicion 4.2.1, superiormente por log(x)7(x) e inferiormente
por €log(x)m(x), para cualquier € € (0, 1). De ah{ se reconstruyen los limites y ya estd. Sin mayor
predmbulo, pasemos a la demostracién formal:

Teorema 4.2.2 Si y(x) ~ x, entonces 7(x) ~ @_

Demostracion. Suponga que ¥ ~ x. La demostracién del limite procede por criterio de acota-
miento:

Acotamiento inferior: De la proposicién 4.2.1 anterior se tiene que:

v = L | o2t ogp < 1 2

p<x Ing p<x

" logp = () log (v

Dividiendo por x se tiene que:

vl )
x ~ x/log(x)
Tomando el limite inferior se tiene:
1 = liminf yix ) minf ———— 7(x)
e =y log(v)

Acotamiento superior: Sea € € (0, 1). De la proposicion 4.2.1, podemos acotar inferiormente
como sigue

1
v = ¥ [ logp> T1ogp> ¥ togp> ¥ togs” = elogany

p<x logp p<x xe<p<x x¢<p<x
Dividiendo por €x se tiene:
v, =)
x/logx
Tomando el limite superior se tiene que:
T
e =limsup —— y(x) > limsup ——— (x)
oo EX x—e  X/logx

Luego tomando € — 1 se logra lo deseado.

Finalmente, como el limite superior y el limite inferior coinciden en 1, el limite al infinito de
xm(x)/log(x) existe y es 1.

Uno de los problemas tanto de 7(x) como de y(x) es que son funciones escalera, es decir, se
mantienen constantes hasta que crecen a saltos discontinuos. Esto resulta molesto para utilizar
herramientas de andlisis como queremos hacer, por ende, un nuevo y ultimo cambio a un enunciado
equivalente se hace necesario. Para este efecto, 1a nueva funcién a considerar es la funcién suavizante
de Tchebyshev, denotada por v, y que resulta ser la integral de la funcién y:
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Definicién 4.2.2 La funcién suavizante de Tchebyshev es Y : RT — R definida por la regla:
X
v = [ vl

(Y cudl seria el nuevo enunciado objetivo que implique el teorema de los nimeros primos? Pues si el

anterior era W ~ x y W es su integral, las sospechas recaen a la integral de x: x*> /2. Justamente este
2 ., . . . .

es el caso: Y1 ~ %. La demostracion sigue la misma estrategia que la prueba anterior. Asumiendo

que Yy ~ %2, queremos probar el siguiente acotamiento:

1= 1iminf 22 < 1 int Y% < 4im Y imsup YY) < gim sup 2L

x—oo  x2 x—boo X X—boo X Yoo X Yoo X2

=1

Al igual que en el teorema previo, basta con probar las desigualdades externas y estas vienen de un
acotamiento apropiado. Esta vez el acotamiento viene dado por el teorema del valor medio para
[ox, x| y [x, Bx] para cualquier 0 < a < 1 < 3. Como y es creciente, las medias en esos intervalos
hardn cotas inferiores y superiores basadas en la integral de y, es decir, y;. Luego basta con
reconstruir los limites y hacer o« — 1 +— 3 para lograr la demostracion.

Q x2 7
Teorema 4.2.3 Si y; ~ 7, entonces 7(x) ~ e

. 2 . .
Demostracion. Suponga que Y ~ 5. Observemos que ¥ es una funcién creciente, ya que
valores de x mas elevados solo estan incluyendo sumandos positivos a su valor. Luego tenemos
que, para 0 < a < 1 < b cualesquiera, se cumple que:

! ' dx < < ! . d
L v <y < g [Ty
Por teorema del valor medio, el término del lado derecho es igual a y evaluado en algtn valor
entre [oux, x| y por ende menor a y(x). El razonamiento reciproco explica la desigualdad del lado
derecho. Escrita estas desigualdades en términos de psi; quedan:

1 1

eV wi(@) Sy < g

(w1 (Bx) — i (x))
Dividiendo por x y con una multiplicacién de un 1 conveniente queda:

1 (nmx) yi (o) 2)<w(x)< 1 <w1<ﬁx>ﬁz_wl<x>>

— o
- — x T B-1\ B2 x?

x2 o2x?
Del supuesto, 1im, . ¥;(cx)/c?x*> = 1/2 para cualquier ¢ > 0. Luego aplicando limites inferior
en el lado izquierdo y limites superior en el lado derecho queda:

) L () y(ax) 1 /1 o\ _ 1+«
> — - (- )=
Mt =i e " e ) T 1T \2 2 2

x) 1 X X 1 21 1
limsuplll)<hmsupﬁ_1(wl;ggz)ﬁz—w;g)>—ﬁ_l<B >:B—2i_

X—yo0 X X—yoo
Tomando @ — 1~ y B — 1T, se tiene por coincidencia de los limites superiores e inferiores que
el limite al infinito de y/(x)/x existe y es 1. Por el teorema 4.2.2, se concluye que 7(x) ~ x/logx

2 2
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Relacién con la funcion dseta

Ya habiendo definido el enunciado que vamos a querer demostrar, y; ~ x>/2, lo siguiente es
conectar esta funcién Y con la funcién dseta. De aquello tratard el teorema 4.3.3, sin embargo
para poder probarlo necesitaremos de demostrar dos proposiciones previas. La primera es una
igualdad que relaciona la funcién dseta, su derivada y la funcién de Van Mangoldt que aparecié
en la proposicién 4.2.1. La demostracion no tiene dificultad: Es la derivada de log { () usando la
primera igualdad del lema 3.2.3. Esta derivada se puede calcular derivando bajo la doble sumatoria
porque estas convergen uniformemente, como se sefial6 en la demostracién de dicho lema. Pasemos
a la demostracion:

Proposicion 4.3.1 Para s € Hj, se tiene que:

g'(s) _ v Al
g(s) ; n*

n=1

Demostracion. Del lema 3.2.3, se cumple que:

—ks

ogl(s)= ¥ -

keN, p primo

En la demostracién del lema 3.2.3, dicha doble serie converge uniformemente, luego se puede
diferenciar bajo la serie, donde con un pequefio tratamiento se obtiene la siguiente equivalencia:

C,(S) - _ Z pkalogp - _ Z pfksA(pk) — _ Z I’lisl\(n)

C(S) keN, p primo keN, p primo neN

la dltima igualdad se justifica al observar que su lado izquierdo ya considera la suma de todas las
potencias de primo y solo se estdn agregando sumandos nulos ya que A se anula en ndmeros
distintos a una potencia de un primo.

El siguiente lema trata sobre resolver una integral que necesitaremos en el proximo teorema. Para

a,c > 0, la integral es la siguiente:
1 et g’ds
2mi /cfioo s(s+1)

La solucion de la integral es O paraa < 1y 1 —a~! para a > 1. ;Cémo se resuelve esta integral en
todo Re(s) = ¢? Lo primero es integrar para una versién acotada del dominio: Desde ¢ —iT a c+iT.
Después que se calcule o se acoten los términos, se podrd tomar 7 — oo para llegar al resultado final.

Lo segundo es notar que la funcién que integramos es meromorfa y recordar que las integrales
de funciones meromorfas en curvas cerradas simples son sencillamente residuo de los polos del
interior de la curva cerrada. Luego una buena estrategia para afrontar esta integral de ¢ —iT a c+iT
es incrustar ese dominio en una curva cerrada. Para escoger seguiremos la figura 4.2: Hay dos
caminos posibles siguiendo medias circunferencias, una por la de la izquierda C|(T) y otra por la
de la derecha C»(T'). La integral conjunta con la de la izquierda tiene dos polos con residuo 1 —a !
y con la de la derecha no tiene ningtin polo por lo que da 0.
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En tercer lugar, vamos a acotar la integral en la semicircunferencia. El término |1/(s(s—1))| se
puede acotar superiormente en ambos casos por un término de la forma C/T?, con C constante. Para
acotar |a*| = a®e(s) un buen candidato es a¢, pero para asegurar que aR(*) < 4¢ escogeremos que
semicircunferencia usar. Si a < 1, esto se cumplird para cuando Re(s) > ¢, por ende, usaremos a la
semicircunferencia de la derecha. Si a > 1, entonces esto se cumplird cuando Re(s) < ¢, por ende,
usaremos la semicircunferencia de la izquierda. Haciendo esto la integral en la semicircunferencia
es acotable por C' /T, por lo que cuando T — o, esta se hard cero concluyendo lo que deseamos.

Figura 4.2: Gréfico de los caminos de integracién de la demostracion del lema 4.3.2, coloreados el
interior de ambos: En cidnido el caso para a>1 y en amarillo para aentre O y 1.
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Con la estrategia clara, procedamos a hacer las cuentas:

1 et g8ds
2Tti/cfioo s(s+1)

Lema 4.3.2 Si c > 0, entonces:

vale 0sia €]0,1]y 1—1sia>1.

Demostracion. Sea T > 0 cualquiera. Recordando que a® es entera, el argumento de la integral
solo tiene polos en s = 0 y s = —1. Con ello presente, vamos a considerar dos casos:

Si a €]0, 1], considere la siguiente integral:

1 / a‘ds
— -0
27i Jzo(1) s(s+1)

Donde Z,(T) es el camino conformado por S(T'), que es la recta vertical orientada de forma
ascendente desde ¢ —iT a c+iT, y C»(T) que es la semicircunferencia derecha orientada de
forma descendente desde ¢ +iT a ¢ —iT (ver figura 4.2). Como el argumento de la integral es
holomorfa tanto en el camino como en su interior, la integral se anula. Esto implica que:

L/ a‘ds +L/ a‘ds _0
27i Jsry s(s+1) 27 Jeyory s(s+1)
Lo siguiente es ver a que tiende el segundo sumando cuando 7' — oo. De que a < 1, se deduce que

|a*] = aR*() < a¢ para todo s € C5(T). Como C»(T') es la mitad derecha de una circunferencia
de radio T y centro ¢ > 0, se tiene que |s(s+ 1)| > T2 por desigualdad triangular. Luego se

concluye que:
1 / ads ‘ < 1 /
2mi Joyry s(s+1)| — 21 Joy(r)

Aplicando a la expresion anterior, se logra cuando 7" — oo:

L/ a’ds +1/ a‘ds _)1/”"“’ a‘ds 0
2mi Jsry s(s+1)  2mi Joyr) s(s+1) 270 Je—ioo S(s+1) a

—0

a‘ds < anl ic
s(s+1)| ~ 2rT2 2T

Sia > 1, considere la siguiente integral:

l/ a*ds
2mi Jz, () s(s+1)

Donde Z;(T) es el camino conformado por S(T') definido anteriormente y C;(T') que es la
semicircunferencia izquierda orientada de forma descendente desde ¢ +iT a ¢ —iT (ver figura
4.2). Si T es suficientemente grande, se incluye ambos polos del argumento. Luego por férmula
del residuo se tiene:

L/ @ds =res <as> +res (as)— —1/a
27i Sy s(s+1) $=0 s(s+1) s=-1 s(s+1))
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La integral de la izquierda es separable en la suma de las siguientes dos integrales:

L/ a‘ds +L/ a‘ds —1-1/a
2mi Jsry s(s+1) 2@ Jeyry s(s+1)

Para proceder similar a la parte anterior, nos basta probar que el segundo sumando tiende a 0
cuando T — oo, Como a > 1, |a*| = a®°*"¥) < a¢ para todo s € C{(T). C;(T) es la parte izquierda
de una circunferencia centrada en s = ¢ de radio 7. Se puede escoger un T suficientemente
grande como para que esta circunferencia D(c¢,T') contenga a D(0,7/2) y D(1,T/2), luego se
tiene que |s(s+1)| > T?/4 para todo s € C(T). Aplicando se obtiene para T — oo:

—0

1 / a‘ds da‘nT _ 2a¢
2mi Joyrys(s+1)| — 27nT2 T

Luego se concluye la demostracién con que:

1 / a‘ds N 1 / a‘ds . 1 / et aSds 11/
—_— —_— —_— —_— —_— = — a
2wi Jsiry s(s+1)  2miJoyr)s(s+1) 27 Je—iw s(s+1)

Con los lemas aprendidos, se puede avanzar hacia la conexion entre la funcién dseta de Riemann y
la funcién ¥ de Tchebyshev, que como ya vimos conecta con el teorema de los nimeros primos.
Este vinculo viene dado por la siguiente integral:

1 /CH“’ X (5)ds
2T Je—ioo S(sH+1)E(s)
Esta conexion proviene de las ideas de Benhard Riemann, formalizadas por Hans von Mangoldt. En

esta formalizacién, esta expresion integral para y; vendria de una transformada inversa de Mellin®
con reordenaciones de términos. Mds precisamente, x >*~ 'y (x) es la transformada inversa de

L] (x) Ve >1

Mellin de ﬁ (Pero cémo se sabe aquello? Pues de la proposicion 4.3.1 se puede expresar a

S(Sfl% como la transformada de Mellin de x 2~y (x). Pues, como se mencioné en el capitulo
de historia, la serie de la proposicion 4.3.1 se puede entender como la integral de Riemann-Stieljes

de x~* con integrador y(x). Si a esta integral se le hace integracién por partes dos veces se tiene:

0 _ A _ rdy) sy s D)
E(s) _,1);1 n’ _/1 Txs /1 x5+1d _/1 o2 d

Si se reordenan términos, se logra lo que se quiere. Sin embargo, nosotros probaremos el teorema
4.3.3 por otro camino, pero que no requiere conocimiento previo ni en transformadas de Mellin,
ni en integrales de Riemann-Stieljes. La idea de la demostracién es la siguiente: Demostrar que
tanto el lado izquierdo como el lado derecho de la igualdad son iguales a la siguiente suma

ZEC]ZI A(n)(x —n). Probar que la integral es igual a esta suma se requieren tres pasos: Primero,
usar la proposicién 4.3.1 para reemplazar —§’/ por la serie. Segundo, usar el teorema de Fubini-
Tonelli para invertir el orden entre la integral y la serie. Finalmente, tras factorizar por A(n)x, se
reconstruye la integral del lema 4.3.2 con a = x/n, por lo que para n > [x] la integral dard O y
para los demas (1 —n/x). Demostrar que Y (x) se logra de aplicar la segunda forma para y/(x)
de la proposicion 4.2.1 en la definicién de y; y luego hacer célculos tradicionales. Esta tltima
igualdad v (x) = Zﬁil A(n)(x —n) tiene una interpretacion intuitiva, ya que siendo y; la integral
de la funcién escalera y, es una funcién de rectas a trozos cuya pendiente va incrementdndose. La
suma Z,[f]:l A(n)(x — n) representa como se van acumulando estos incrementos lineales sucesivos.

?La transformada de Mellin, en honor al matemético finés Hjalmar Mellin, de f es M[f](s) = [o*x* ! f(x)dx. La

transformada inversa de Mellin de g es M~ [g](x) = &= [T x5 g(s)ds.

T 2mi Je—ico
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Dichas las ideas, se procede a la demostracion rigurosa:

Teorema 4.3.3 Para todo ¢ > 1 se tiene:

_ L et U (s)ds
i (x) = Tm/cqm s(s+1)L(s)

Demostracion. Aplicando la proposicién 4.3.1 a la integral del lado izquierdo, se obtiene que:

e TR () (M) a

Considerando la serie como una integral de Stieljes, vemos que se corrobora el requisito para
aplicar Fubini-Tonelli ya que:

KféQﬁTO(ﬁD“:wam+foﬁﬁ)

_en (C@) (/0|
mﬁ%ﬁ( 2
T ( Z(c) > =
Por lo que, aplicando Fubini-Tonelli y el lema 4.3.2 para a = x/n, se logra:
s () (2 a
i (5 )
= Y (o [ )

n i xA(n) <21m /CC:M (;(/slzzsf)s>
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Y este ultimo término es igual a y;, como muestra el siguiente cdlculo considerando 7,,<,(x)
como la funcidn caracteristica del intervalo [n,0):

x [ B
/ y(x dx—/ (;A@)) dx
:/0 (;A( V< (x )dx—ZA /In<x
i /In<x )dx + ZA /In<x )dx+ Z A(n /[n<x dx
i /dx—ZA (x—n)

donde se puede aplicar Fubini-Tonelli ya que la expresién es de términos no negativos.

El altimo paso

Finalmente, solo queda el dltimo paso. Nuestro objetivo: Demostrar la reduccién del teorema
de los ndmeros primos hecha por Tchebyshev.

El punto de partida es la relacién entre y; y la funcién dseta:

1 petio 5T (5)ds
%/H-w s(s+ 1) (s)

Para entender la estrategia de demostracién, debemos centrar la atencién en la figura 4.3 que
muestra tres caminos de integracion. El primer camino es el eje Re(s) = ¢. El segundo camino y(7)
va por el eje Re(s) = 1, en 1 — Ti se va a la derecha al eje Re(s) = ¢, por este sube hasta c+Ti'y
luego se devuelve a Re(s) = 1. El tercer camino es similar, pero en vez de subir por Re(s) = ¢ en
ese breve segmento, 1o hace por Re(s) = 8. Los pardmetros 7 > 1y § € (0, 1) los fijaremos luego
a nuestra conveniencia.

v (x) =

La estrategia de demostracion consiste en dos partes. La primera parte es cambiar el dominio de
integracion desde Re(s) = c a y(T) y luego de y(T') a (T, 8). Mas en especifico, si se nombra
como F;(s) al integrando, lo que se hard es ir probando las siguientes igualdades sucesivamente:

=50 [T = 3 [ A=k [ E
X) = — " (s)ds = — " (s)ds = — , " (s)ds
Vi 270 Je—ioo 27i Jy(r) 2 27mi Jys,T)

La primera igualdad es el teorema 4.3.3, pero ;cémo se prueban las siguientes igualdades? En
ambos casos se partird con la resta de las integrales involucradas. Como son integrales con el mismo
argumento, pero distinto dominio, sucederd lo siguiente: En donde los caminos de integracién
coincidan las integrales se cancelardn, mientras lo demds de los dominios se conectardn, con la
orientacidn invertida para la integral que esté restando. De forma intuitiva e informal, la resta de las
integrales va a ser la integral de la “resta de los caminos”. Observando la figura 4.3, la “resta” de
¥(6) menos Re(s) = ¢ son dos Ues rectas, una que baja desde ¢ + ioo hasta ¢ + T, de ahi se mueve
horizontalmente hasta 1 +iT y luego sube a 1 + ico, mientras la otra es su reflexion respecto al eje
real. Por otro lado, la “resta” de y(0,T) menos y(T') es un rectangulo alrededor de s = 1.
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C+ ioo 14 joo 1+ ioco

Y5t

o ? . 4 Y3t

Yit

C— ioo 1—jo0 1—ioo

Re(s) = ¢ v(T) v(T,8)

Figura 4.3: Grafico de caminos de integracion de la demostracion del teorema 4.4.1

Para obtener las igualdades que deseamos, la integral sobre las Ues debe darnos 0, mientras la
integral sobre el rectdngulo alrededor de s = 1 debe dar x?/2. ;Cémo se pueden resolver estas
integrales a pesar de la complicada expresion de Fy(s)? Pues se puede a través del teorema de
los residuos sobre integrales cerradas simples. Entonces cabe preguntarse cudles son los polos
de F,(s) y, observando su expresién explicita, los unicos polos relevantes a la seccion del plano
complejo donde estamos trabajando es el polo s = 1 de {’ y los ceros de la funcién {. De aqui
que cobra importancia conocer sobre los ceros de la funcién dseta: Del teorema 3.4.1 sabemos
que no hay ceros en Re(s) > 1y del teorema 3.4.2 sabemos que no hay ceros en Re(s) = 1. Esto
es suficiente para saber que en la integral sobre las Ues no habrd ningin polo, ni en el interior
de la curva ni en la curva misma, por lo que ya sospechamos que su resultado es 0 (Ain queda
un obsticulo adicional con esta integral a mencionar en el parrafo siguiente). Para el caso de la
integral sobre el rectingulo, podemos asignar 0 tan cercano a 1 que no haya ningin cero no trivial
en el interior o el borde del rectdngulo. Pero esto, ;por qué se puede? La Unica forma de que no se
pueda es que hubiera una sucesioén de ceros no triviales que estuvieran tan cerca como se quiera de
Re(s) = 1. Sin embargo, como para un 7 fijo el rectdngulo debe vivir en un conjunto compacto
(entre |[Im| < 1y Re(s) € [0,c]), esta sucesion deberia tener una subsucesion convergente y ese
limite serfa un cero no trivial en Re(s) = 1 contradiciendo el teorema 3.4.2. {De ahi la importancia
del teorema 3.4.2 para el teorema de los nimeros primos, al punto que es considerado su paso clave!
Con esto el tnico polo al interior del rectdngulo es s = 1 y calculando su residuo da justamente x> /2.
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En el caso de la integral sobre las Ues, hay otra complicacién ya que las Ues no son curvas cerradas
simples. Sin embargo, se puede corregir este problema usando un procedimiento similar al lema
4.3.2: Podemos ver las Ues como rectadngulos donde uno de los lados se traslada hasta el infinito.
Como no hay ningtn polo ni en el borde ni en el interior, por Teorema de Cauchy las integrales
sobre estos rectangulos acotados da siempre cero, luego su limite también es cero. Finalmente,
basta mostrar que la integral sobre este lado que se va a infinito tiende a cero, a través de acotarla
utilizando los teoremas de estimaciones 3.3.3 y 3.3.4.

Concluida esta primera parte, se habrd demostrado que:

2]
== 4 F,
Vi) =5+ o /W) (s)ds

La integral funciona como un factor de error de aproximar a yi(x) con x?/2, por lo que la
demostracién se logra si para x suficientemente grande se puede acotar la integral tan pequena
como se quiera. También recuerde que, mds alld de exigir 7 > 1, alin tenemos ese pardmetro libre a
disposicién. Por lo que esta segunda parte consiste en acotar la integral de Fy(s) en y(5,T), para
ello dividiremos el camino y(8,T) en sus segmentos lineales como muestra la figura 4.3. Se puede
acotar de forma directa las integrales para cada subcaminos, siendo el tinico término complejo de
acotar {'/{: En los subcaminos ¥; y ¥ este término se puede acotar usando los teoremas 3.3.3 y
3.3.4. En los otros subcaminos no se cumplen los requisitos de ambos teoremas, pero igualmente
se puede acotar por su maximo garantizado por el Teorema de Weierstrass al ser estos caminos
compactos. Al realizar todos estos cdlculos, se llega a que:

1
Py F;
2mi /yw) s

Por lo que se puede concluir:

‘2% (x)

< (GO () O

1 5 2 4, 2 3) 5-
= 1‘ <2(c + ) + () +C(T=‘)S)7logx +2C5 %!

¥2

Cuando x es suficientemente grande, se puede reducir los dltimos sumandos, mientras las dos
primeras constantes C(Tl) y C;S) se pueden hacer tan pequefias como se quieran incrementando el
valor de 7', propiedad que sale del acotamiento. Y con ello se logra la demostracion del teorema de

los ndmeros primos, a continuacion su versién formal:
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xz g X
Teorema 4.4.1 yi ~ 5. En consecuencia, 7t(x) ~ Togr:

Demostracion. El punto de partida de la demostracion estd en el teorema 4.3.3: Sea ¢ > 1,

entonces . e .
1 petie —xS s)ds 1 fotiee
X)=— _— = — Fi(s)ds
Vi) =55 /c_,-m sGHC() 2 /c_,»m (s)

Para cualquier x > 1 y donde denominaremos al argumento de la integral como Fy(s). Sea T > 1
por fijar luego. El primer paso consiste cambiar el camino de integracién desde la recta Re(s) = ¢
a ¥(T), que se puede observar en la figura 4.3, camino que asciende por la recta Re(s) = 1
salvo por el intervalo [Im(s)| < T donde asciende por la recta Re(s) = ¢, ambos subcaminos son
conectados por caminos horizontales en una orientacion coherente al sentido del camino total.
La relacion entre ambas integrales es de igualdad:

1 Cc+ioo J 1 J
— F, = — F,
27 /c_l'oo x(s) s 27 /y(T) x(S) s

Para demostrar este hecho, considere el rectdngulo R; con orientacién horaria cuyos vértices
son1+i7T,1+iU,c+iU yc+iT,donde U > T tan grande como queramos. De que la funcién
zetd' solo tiene un polo en s = 1 y que { no tiene ceros en Re(s) > 1, F, es una composicién de
funciones que son holomorfas tanto al interior como al borde de R, luego se deduce por teorema
de Cauchy que:

/RFx(s)ds =0

U c T 1
:>/T Fx(l—I—iy)dy—l—/1 Fx(y+iU)dy+/U Fx(c—l—iy)dy—i—/ F.(y+iT)dy=0

Concéntrese en el segundo sumando. Sea 1 €]0,2[. Tomando 6y =c¢ > 1,comoU >T > 1e
y € [1,¢], se puede utilizar los teoremas 3.3.3 y 3.3.4 para acotar dicho sumando:

c c y+iU+1 ! +iU

1 1 y+iUlly+14iU||E(y+iU)|
<x6+1/c 18'(y+iU)|
- 1 y+iU|ly+ 140§ (y+iU)|
< | (y+iU)|
1 [E(y+iU)|

¢ d

<xC+1K(1) U*2+n/2/ Y
SR A A TR T]
Kc,n/2|U‘72+n

ch+l‘U’72

< (C— l)chrlKr(’l/)z

Por lo que si U — o=, el segundo sumando se va a cero dejando la siguiente igualdad:

oo 1 1)
/ Fx(1+iy)dy+/ Fx(y+iT)dy:/ Fu(c+iy)dy
T c T
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Por un argumento andlogo al anterior para el rectingulo R, que se forma al reemplazar U con -U
y T con -T, se tiene la siguiente igualdad:

T c T
/ Fx(1+iy)dy+/1 Fx(y+iT)dy:/ Fi(c+iy)dy

Sumando ambas igualdades, luego sumando la integral de F;(s) en Re(s) = ¢ desde ¢ —iT a
c¢+1iT a ambos y finalmente dividiendo todo por 27i, se logra la igualdad deseada:

1 c+ioo 1
W) =g [ A=z | o o)

Sea § €]0, 1[. El segundo paso es cambiar el camino de integracion de y(7T') a y(T,0), que se
observa en la figura 4.3, que es un camino ascendente por la recta Re(s) = 1, salvoen [Im(s)| < T
donde el camino ascendente serd en Re(s) = 8, conectdandose ambos subcaminos por caminos
horizontales con orientacion coherente al sentido del camino total. Para ver la relacion entre
ambas integrales, veamos su resta:

1
— F.(s)ds — / F.(s)d
2mi </y<T> (s)ds NT.8) ) s)

1 c T 1
=— / Fx(y—iT)der/ Fx(c+iy)dy+/ Fx(Y—HT)dy—/
2mi 1 T c v

1
S F.(s)d
2mi /Rms) (s)ds

donde R(T,0) es el rectangulo formado por los vértices 8 —iT, ¢ —iT, c+iT y 8 +iT con
orientacion antihoraria. Se puede escoger un 6 lo suficientemente cercano a 1 tal que § no tenga
raiz alguna tanto en R como su interior. Esto se puede ya que si suponemos que no se puede,
entonces para todo 0 €]0, 1] deberia existir una raiz de  en R(T,6). Si tomamos la sucesion
6, = 1 — 1/2n, podriamos construir una sucesion de raices de { que estén en R(T, 6,). Todos
estos rectdngulos estdn contenidos por el primero R(7T,1/2) que es compacto, por lo que la
sucesion de raices deberia tener una subsucesion convergente. Como 8, — 1, el limite debe tener
parte real mayor o igual a 1, y como { es continua, el limite también debe ser una raiz. Pero esto
entra en contradiccion con los teoremas 3.4.1 y 3.4.2 que prueba que no existe raiz de { con
parte real mayor o igual 1, por contradiccién entonces debe existir el § deseado. Luego el tnico
polo de F, en R(T,8) es s = 1 donde se indefine {’, se tiene por el teorema de residuos que:

Fx(s)ds>

13,74

1 X

o /R . Fi(s)ds = res,—; (s(ssrl)) <_§(/s(; )> - <X;> et _CC(/S()S)
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Del corolario 3.3.2, sabemos que §(s) =1/(s— 1)+ f(s) con f holomorfa en H. Luego sabemos
que ¢'(s) = —1/(s—1)>+ f(s) donde f’ es holomorfa en H. Por lo que al calcular el residuo
en el polo simple s = 1:

W)
=T e
1

MRS

Por lo que se logra en conclusién que:

1 1
= — | FE(s)ds=—+-— F,
Vi (x) S /Y(T) (s)ds T /Y(T,S) (s)ds

Finalmente, el tercer paso de la demostraciéon es descomponer la dltima integral para cada
subcamino presente en la figura 4.3 y acotar estas integrales por términos asintdticos a x* /2.
Cabe recordar que todavia podemos asignar 7" tan grande como se necesite mientras sea mayor a
1. Empezando tenemos:

/ Fu(s)ds = | Fu(s)ds+ / E(s)ds+ [ Fu(s)ds+ | Fu(s)ds+ | Fe(s)ds
v(T,8) % » % 12 %

Para ¥;, como [Im(s)| > T > 1y la parte real es 1, podemos usar tanto el teorema 3.3.3y 3.3.4
para acotar usando 1 € (0,2) y 6p = c:

[ tsas| < [T LISy
n o = Jee [T+[24]|E(1+iv)]
<x2/T IC'(1+iv)|dv
=7 e PRI+ )]

-T
25 (1) 1(2) -2
<x Kn/ZKcm/Z/ v *dv

—o0

= 277:C(T1)x2

Como la integral converge ya que 1) < 2, se puede escoger el T tan grande como se quiera para
. . .. 1

encoger el valor de esta integral y, por ende, reducir la constante positiva C(T ) tanto como se

necesite. Para 75, por un acotamiento andlogo se obtiene que:

Fi(s)ds| < 27‘1:C(T5))c2

¥

donde la relacién de C(TS) con T es andloga al caso anterior.
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Para 7, se puede hacer la siguiente acotacion usando el Teorema de Weierstrass por ser % un
conjunto compacto:

1 u+1—iT ! —iT
Fu(s)ds g/ ,x. IIC(ft i )\dl{
§ lu—iT||14+u+iT||{(u—iT)|
Pt (u—iT ) |du
15 [G(u—iT)

< (72) (mt iy )

2l

N

Donde la constante C;Z_zs depende de T y & de forma desconocida a priori. Con un procedimiento
andlogo, para Y4 se logra la desigualdad:

2

<omc® X

FX(S)dS T.,(‘S@

Va

Cuya constante tiene la misma dependencia desconocida sobre los pardmetros. Para ;3 se acota
por el siguiente procedimiento, también usando el teorema de Weierstrass al ser y3 compacto:

/y3 F.(s)ds

</T |xSHIHD || E7(8 +iv)|dv
“Jor |6+ w||[1+6+iv||E(8+iv)]
<x5+1 /T |8 (6 +iv)|dv

~ 8] Jor |E(8 +iv)|

275+ 1E'(8+iv)]
< | == ix o /1
—< 5P )(é{%’fm |c<6+iv>|)
= 2mCy a1+

Donde esta dltima constante también depende de los pardmetros de formas a priori desconocidas.
Considerando todas estas desigualdades, podemos concluir: Sea € > (. Entonces se tiene que:

-5|= | [ R
X)— —=| === v(s)ds
v 21 2m|Jyre)
1 5
<— F(s)ds
271'](:1 %

< () +c + (c
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Dividiendo por x/2 se tiene:

‘2% (x)

x2

—1 ‘ <2y +cf)+a(cy
Por la dependencia de las constantes 1y 5, se escoge T lo suficientemente grande para que el
primer sumando sea menor estricto a €/2. Con T asignado, se escoge d < 1 lo suficientemente
cercano a 1 tal que no hayan raices en R(7, §). Finalmente, se escoge x lo suficientemente grande
para que los otros dos sumandos no superen en total /2 posible porque sumandos tienden a 0
cuando x tiende a infinito. Por lo que se tiene que para x suficientemente grande:

’21111 (x)
2

1<§+§—8 = x—z
2727 i~s

Del teorema 4.2.3, se concluye entonces que 7(x) ~ @, finalizando la demostracion del teorema
de los nimeros primos.







Se puede decir que el teorema de los nimeros primos ocupa un lugar especial en las matemaéticas
y su historia. En parte esto proviene de su enunciado: El teorema fundamental de la aritmética ense-
fla que los niimeros primos son los bloques fundamentales que constituyen a los nimeros enteros y,
por ende, su estudio es valioso para comprender el comportamiento de lo discreto. Sin embargo, los
nimeros primos se distribuyen en la recta numérica en formas que escapan nuestro reconocimiento
de patrones, aparentando una aleatoriedad que dificulta su estudio especialmente en escalas que
superan nuestro poder computacional. De todas formas, esta aleatoriedad es simplemente una
persistente ilusion, proveniente de la extrafia recursividad que los forma: El siguiente primo esté
definido por los anteriores como el primer nimero natural que no es multiplo de ninguno de ellos.
Aunque todavia lejos de ser un patrén explicito, el teorema de los nimeros primos revela un orden
importante en esta distribucién, especialmente a esas grandes escalas donde prevalecen sus enigmas.

El teorema de los nimeros primos ya seria remarcable solo por aquello, pero seria un error creer
que toda su importancia se reduce a su enunciado. Su demostracion revela una conexion inespe-
rada entre lo continuo y lo discreto, entre el andlisis complejo y la teorfa numérica. El primer
acercamiento a este puente fue realizado por Leonhard Euler para hacer una curiosa demostracién
alternativa sobre un hecho conocido desde los antiguos griegos: La existencia de una cantidad
infinita de niimeros primos. Pero seria primero Dirichlet y luego Riemann quienes revelarian todo el
potencial de la identidad usada por Euler: Si la informacién sobre los nimeros primos puede estar
contenida en ciertas funciones, entonces se puede investigar utilizando las potentes herramientas
del andlisis. Fueron estos resultados los que fundamentaron el camino para lo que hoy conocemos
como la Teoria Analitica de Nimeros y que dan muestra de esta multidisciplinariedad interna de
las mateméticas, donde a pesar de las diferencias entre sus distintas dreas estdn en una constante
comunicacién que ha sido una fuente fecunda de descubrimientos hasta nuestros dias.
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La historia del teorema de los niimeros primos también es enriquecedora sobre cémo es la labor
matemadtica. No todos los problemas son abordables de forma directa, a veces se descubren conjetu-
ras que superan el entendimiento que tiene la humanidad en ese momento. Luego es necesario ir
construyendo nuevas teorias, definiciones y teoremas alrededor del problema, hasta que las nuevas
ideas vayan penetrando en la conjetura, como el agua en la cdscara de una nuez, hasta demostrarla
con un esfuerzo final, muchas veces sencillo y elegante. La gran mayoria de las veces este avance
serd una contribucién comunitaria entre mentes de distintas naciones y contextos, y que proseguira
maés alld de la resolucién del problema inicial, porque asi como las nuevas ideas resolveran viejos
problemas también levantardn nuevas interrogantes, asi fue como para demostrar el teorema de los
nimeros primos llevé a la teoria sobre la funcidn dseta que contenia en su haber la hipétesis de
Riemann, cuya interrogante ain enfrenta -y al mismo tiempo une- a los mateméticos del mundo.

Grothendieck se refiri6 a esta generacion de nuevas ideas como una marea subiente que iba erosio-
nando la tierra de las dudas, que por més impenetrable que parezca terminara rindiéndose. Esta
marea subiente responde otra cuestionante que suelen enfrentar las ciencias puras: El para qué de
sus esfuerzos. Para quienes estén mas avocados en las aplicaciones en campos ajenos a los que
los nimeros primos juegan un papel vital, podrian dudar la utilidad de estos esfuerzos centenarios
maés alld del valor del saber por el saber. Pero es esta marea subiente, esta nueva generacion de
ideas lo que va alimentando la ciencia hasta llegar a las aplicaciones. El teorema de nimeros
primos impulsé los estudios sobre el andlisis complejo, que fueron centrales para entender el mundo
cuantico que hoy define nuestra tecnologia. Esta es la importancia de hacerse grandes preguntas,
pues el desafio dificil lo que alimenta la generacién de nuevos avances e ideas cuyas consecuencias
son insospechadas. Gauss o Legendre seguramente no crefan que el andlisis complejo demostraria
la relacién que habian encontrado entre unas tablas de niimeros primos y logaritmos, tampoco Euler
podria haber sospechado que su curiosa demostracién generaria una cascada de inspiraciones que
alimenta hasta hoy la Teoria Analitica de Nimeros. Son estos spillovers de la ciencia que alimentan
la tecnologia que define nuestra era.

En este sentido, cabe cerrar recordando las palabras del presidente estadounidense John Fitzgeral
Kennedy sobre la importancia de grandes desafios, en un discurso memorable para la historia de la
ciencia:

(Por qué, algunos dirdn, la luna? ;Por qué escoger este como nuestro objetivo? Y ellos tal
vez pregunten (Por qué subir la montafia mds alta? ;Por qué hace 30 afios volamos sobre
el Atlantico? [...] {Nosotros escogimos ir a la luna en esta década y hacer las otras cosas
no porque sean faciles, sino porque son dificiles! Porque ese objetivo servird para
organizar y medir lo mejor de nuestras energias y habilidades, porque ese desafio es uno
que estamos dispuestos a aceptar, uno que no estamos dispuestos a posponer y es uno que
pretendemos ganar, y los otros también. [10]
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Este apéndice contiene algunos teoremas que se usan a lo largo de la obra, pero que no
conforman el nidcleo del estudio. Se adjuntan ideas de demostracién y referencias.

5.1 Teoremas sobre funciones holomorfas

Teorema 5.1.1 Sea F : Q x [0,1] — C con Q C C abierto. Si F cumple con:
= F(s,x) es holomorfa en s para cada x fijo.
= F es continua.

Entonces es holomorfa la funcién f : Q — C definida por:

1
f(s):/o F(s,x)dx

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 2 teorema 5.4. Aplicar Teorema de Fubini-Tonelli a

/T/OIF(s,x)dx

con T cualquier tridngulo de un disco arbitrario D. Luego aplicar Teorema de Morera.

Teorema 5.1.2 Sea f;, : Q C C — C una sucesion de funciones holomorfas en Q que converge
uniformemente a f : Q — C, entonces f es holomorfa en Q.

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 2 teorema 5.2. Para cualquier tridngulo 7 contenido
en un disco arbitrario D con clasura contenida en Q, [ f,(s)ds = 0 por Teorema de Goursat.
Por convergencia uniforme, f es continuay [ f,(s)ds — [; fds = 0. Por Teorema de Morera,
f es holomorfa en D. Como D es arbitrario, f es holomorfa en €.
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Proposicion 5.1.3 Paraa € (0,1):

/°° x %dx T
o 1-+x sina

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 3 ejemplo 2.1. Hacer cambio de variable x = e".
Resolver integral sobre el rectdngulo de [Re(s)| < Ry Im(s) € [0,27x] con el teorema de residuo,
donde el tnico polo es s = mi. Cuando R — oo, la integral del lado inferior se vuelve la deseada,
la del lado superior es un multiplo de la deseada y las integrales de los otros dos lados se van a 0
por acotamiento. Se despeja y se obtiene lo deseado.

Teorema 5.1.4 — Criterio de Weierstrass o Prueba M. Sean Q C C. Si para una sucesion
de funciones f;, : Q — C existe una sucesion de valores positivos p, tal que ) ;" | p, converge
y |fu(s)| < p, para todo x € Q, entonces la sucesién de sumas parciales Y, f,(s) converge
uniformemente.

Idea de Demostracion. Sea € > 0. Entonces Y, | f(x)| < Yo pn < oo, luego las sumas
parciales convergen absolutamente. Ademads sea € > O:

oo oo

< Y 1h6l< Y o

n=N+1 n=N+1

oo N
Z,lfn(s) - Z:lfn(s)

Y se puede escoger N para que esta dltima serie sea menor que € para todo s € , teniendo la
convergencia uniforme.

n=1

Teorema 5.1.5 Si Y |a,| < oo, entonces []
y solo si 1 +a, # 0 para todo n € N.

1+ a, converge. Ademas, [],,_; 1 +a, # 0 si

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 5 proposicién 3.1. Como Y'|a,| < o, considere
desde el N que |a,| < 1/2. Usando que el log(1+z) dado por la clésica serie de potencias cumple
1 +z = 2149 ge tiene:
M

H 1+a, = e):nM:Nlog(1+a,,)

n=N
Y esta serie converge absolutamente cuando M — eo por comparacion log |1 + a,| < 2|a,|. Como
¢* # 0, la inica forma que sea cero es que un factor anterior a N sea cero.

Teorema 5.1.6 — Criterio de Weierstrass para producto. Sean Q C C. Si para una sucesién
de funciones f, : Q — C existe una sucesion de valores positivos p, tal que Y, ; p, converge
y |fa(s) — 1] < p, para todo x € Q, entonces la sucesién de productos parciales [T\_; f,.(s)
converge uniformemente.

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 5 proposicién 3.2. Aplicar el teorema 5.1.5 para
an = fn(s) — 1 para cada s € Q, cuyo |a,| < p,. Como la comparacién es la misma independiente
de s, la convergencia serd uniforme.
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5.2 Funcién Theta
Definicion 5.2.1 — Funcién Theta. La funcion theta es 6 : R™ — R dada por:

oo

()= Y ™

n—=—oo

Proposicion 5.2.1 La funcidn theta es continua.

Idea de Demostracion. Expresar @ = 1 +2Y e~ ™. Usar Criterio de Weierstrass con
le=™"| < e~™ para demostrar convergencia uniforme. Por convergencia uniforme, se tiene la
continuidad.

Proposicion 5.2.2 La funcién theta es exponencialmente dominada, es decir, existe C > 0 tal que:

0(t)— 1| < Cre™

Idea de Demostracion. Ver [14], capitulo 6 pdgina 169. De la siguiente desigualdad:

2

— Tt
e <Ce

0(r) 1] <2) e ™1 <2} e =
n=1 n=1

Proposicion 5.2.3 La funcién theta cumple la siguiente igualdad:

0(r)=1""20(1/r)

Idea de Demostracion. Ver [14], en capitulo 4 teorema 2.4 y ecuacién 4 (pag. 120). Directo
de la Férmula de Poisson.







(1]

(2]

(3]

[4]

(5]

[6]

[7]

(8]

APOSTOL, Tom M. Introduction to Analytic Number Theory. Estados Unidos, Springer
Science+Business Media, 1976. p. 329. (Serie Undergraduate Texts in Mathematics).

APOSTOL, Tom M. A Centennial History of the Prime Number Theorem. En: BAMBAH R.P,
DUMIR V.C., HANS-GILL R.J. (eds.). Number Theory. India, Birkhduser Basel, 2000, pp.
1-14.

AUDIN, Michele, ROYO-LETELIER, Jimena (trad.), DE VILLEGAS, Ju-
lio E. (trad.). Jacques Hadamard y el Teorema de los Numeros Pri-
mos [en  linea]. Paisajes = Matematicos. <https://images.math.cnrs.fr/
Nueva-traduccion-Jacques-Hadamard-y-el-teorema-de-los-numeros-primos.
html?lang=es>[Consulta: 29 de noviembre 2019]

CALDWELL, Chris K. y XIONG, Yeng. What is the smallest prime? [en linea]. Journal
of Integer Sequences. 2012. Volumen 15. Articulo 12.9.7. <https://cs.uwaterloo.ca/
journals/JIS/vol15.html> [Consulta: 29 de diciembre 2019].

DWYMARK. Meaning of Rays in Polar Plot of Prime Numbers. Math
Stack Exchange. <https://math.stackexchange.com/questions/885879/
meaning-of-rays-in-polar-plot-of-prime-numbers>[Consulta: 5 de marzo de
2020]

GOLDEFELD, Dorian. The Elementary Proof of the Prime Number Theorem: An Historical
Perspective. En: CHUDNOVSKY D., CHUDNOVSKY G., NATHANSON M. (eds.). Number
Theory. Estados Unidos, Springer, 2004, pp. 179-192.

GOLDSTEIN, Larry J. A History of the Prime Number Theorem.
The American Mathematical Monthly. 80(6):599-615, jun-jul. 1973.

HAWKING, Stephen. Dios creo los nimeros 5 ed. Espana, Critica, 2008. p. 1031.


https://images.math.cnrs.fr/Nueva-traduccion-Jacques-Hadamard-y-el-teorema-de-los-numeros-primos.html?lang=es
https://images.math.cnrs.fr/Nueva-traduccion-Jacques-Hadamard-y-el-teorema-de-los-numeros-primos.html?lang=es
https://images.math.cnrs.fr/Nueva-traduccion-Jacques-Hadamard-y-el-teorema-de-los-numeros-primos.html?lang=es
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/vol15.html
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/vol15.html
https://math.stackexchange.com/questions/885879/meaning-of-rays-in-polar-plot-of-prime-numbers
https://math.stackexchange.com/questions/885879/meaning-of-rays-in-polar-plot-of-prime-numbers

86 BIBLIOGRAFIA

[9] HEATH, Thomas L. The thirteen books of Euclid’s Elements, Volume II. 2a. ed. Estados
Unidos, Dover Publications Inc, 1956.

[10] KENNEDY, John F. Moon Speech. [en linea]. Estados Unidos, 1962. En: Johnson Space
Center. <https://er.jsc.nasa.gov/seh/ricetalk.htm>[Consulta: 12 de octubre 2020]

[11] KLYVE, Dominic. The Origin of the Prime Number Theorem [en linea]. Ursinus College,
Number Theory 9. 2018. <https://digitalcommons.ursinus.edu/triumphs_number/
9/> [Consulta: 12 de marzo de 2020].

[12] SANDERSON, Grant. Why do prime numbers make these spirals?. 3Brown1Blue (Youtube).
<https://www.youtube.com/watch?v=EK32j0o7i5LQ> [Consulta: 5 de marzo de 2020]

[13] SELBERG, Atle. An Elementary Proof of the Prime-Number Theorem.
Annals of Mathematics. Second Series, 50(2):305-313, apr. 1949.

[14] STEIN, Elias M. y SHAKARCHI, Rami. Complex Analysis. Estados Unidos, Pricenton
University Press, 2003. p. 379. (Serie Pricenton Lectures in Analysis).

[15] WEISSTEIN, Eric W. Prime counting function [en linea]. MathWorld - A Wolfram Web Re-
source. <https://mathworld.wolfram.com/PrimeCountingFunction.html> [Consulta:
24 de marzo 2020]


https://er.jsc.nasa.gov/seh/ricetalk.htm
https://digitalcommons.ursinus.edu/triumphs_number/9/
https://digitalcommons.ursinus.edu/triumphs_number/9/
https://www.youtube.com/watch?v=EK32jo7i5LQ
https://mathworld.wolfram.com/PrimeCountingFunction.html

	Introducción
	1 Breve historia de un teorema
	1.1 La infinitud analítica de los números primos
	1.2 Conjeturando desde una tabla de números primos
	1.3 El complejo camino a la demostración

	2 Extensión analítica y función Gamma
	2.1 Extensión analítica
	2.2 Función Gamma
	2.3 Polos y raíces de la Función Gamma

	3 Función dseta de Riemann
	3.1 Extensión analítica a la función dseta
	3.2 Identidad de Euler
	3.3 Estimaciones de su crecimiento
	3.4 Ceros de la función dseta

	4 Teorema de los números primos
	4.1 Describiendo el problema
	4.2 Reducciones de Tchebyshev
	4.3 Relación con la función dseta
	4.4 El último paso

	Conclusiones
	5 Apéndice: Análisis complejo
	Apéndice: Análisis complejo
	5.1 Teoremas sobre funciones holomorfas
	5.2 Función Theta

	Bibliografía

