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Resumen

El estudio de las singularidades en geometria algebraica ha encontrado en los es-
quemas de jets y los espacios de arcos herramientas fundamentales para extraer
informacién topoldgica y geométrica que no es visible a través de métodos clasicos.
Este trabajo presenta un desarrollo riguroso a los fundamentos de la teoria de esque-
mas de jets, culminando en una propuesta metodoldgica para su cdlculo explicito y

el andlisis de sus componentes irreducibles.

El documento se estructura en dos partes esenciales. En la primera instancia, esta-
blecemos la existencia de los esquemas de jets y del espacio de arcos. Adoptamos
un enfoque funtorial, definiendo estos objetos como representantes de funtores de
puntos. A través de la teoria de funtores representables y limites proyectivos, demos-
tramos la existencia global de estos esquemas mediante el pegado de cartas afines,

asegurando la consistencia de las estructuras algebraicas subyacentes.

La segunda parte aborda el desafio computacional inherente a esta teoria: la determi-
nacidén explicita de las componentes irreducibles de X,, para una singularidad dada,
lo cual es necesario para construir el grafo de componentes de jets. Dado que el
célculo directo de ideales mediante bases de Grobner se vuelve inmanejable debido
a la explosién combinatoria en érdenes superiores, introducimos dos operadores

diferenciales formales, denotados como hs y hq.

Estos operadores, basados en las derivadas de Hasse-Schmidt, permiten sistematizar
los desplazamientos de indices y las evaluaciones anidadas de manera recursiva.
Aplicamos esta maquinaria algebraica para analizar singularidades de hipersuperfi-
cies, como la ctspide plana y singularidades de tipo A;. Los resultados evidencian
cémo estos operadores no solo simplifican el cdlculo, sino que revelan la naturaleza
recursiva y las bifurcaciones de las componentes irreducibles en la fibra excepcional,
proporcionando una via algoritmica robusta para el estudio de invariantes topoldgicos

mediante jets.



Indice general

1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

1.1 Esquemasdejets . ... ... ..ttt
1.1.1 Descripcién y ejemplos motivacionales . ... ..........
1.1.2 Funtores representables y definiciéon formal ... ........
1.1.3 Existencia de los esquemas dejets ... ..............

1.2 Losespaciosdearcos . . . . ... .. ...,
1.2.1 Definiciéon y existencia de los espacios de arcos . . .......

1.2.2 Los espacios de arcos como representantes . . . . ... .....

Grafos de componentes de Jets

2.1 Esquema de jets de variedades singulares . ................

2.2 Jetsporderivadasformales . . ... ....... ... ... .. ... ...
2.2.1 Derivadas de Hasse-Schmidt . . . . ... ..............
2.2.2 El operador diferencial hs . .. ...................
2.2.3 Eloperador conpesoshq . . . . . v v v v v it i

2.3 Ejemplos con hipersuperficies singulares . . . . ... ... ........
2.3.1 Ejemplodelacuspide .............. ... ... ....
2.3.2 Ejemplo de singularidad de tipo A5 . . . . .. ... ... ... ..

2.4 Conclusiones y perspectivas computacionales . . . .. ..........

O O O O

18
48
49
51



1 Los esquemas de jets y los

espacios de arcos

En este capitulo, construiremos el esquema de jets como lo define Mircea Mustata
para su tesis doctoral [MusO1b][MusOla]. La construccién se basa en la de Mustata
junto con Lawrence Ein en [EMO09]. Existe una construccion mas moderna utilizando
el Spec relativo del haz quasi-coherente de diferenciales de Hasse-Schmidt [Voj13]
que extiende la construccién desde un esquema de tipo finito sobre un cuerpo a
cualquier esquema relativo. Sin embargo, para este trabajo, solo nos interesa el caso
de variedades abstractas [Har77]. Por esa razon, nos basta la presentada por Ein y
Mustata. Es de decir que Nash en [Nash95] define los jets aunque con el nombre
de truncaciones, y, con él, construye las familias de arcos. De la misma manera, y
siguiendo el articulo de Shihoko Ishii [Ishii07], construiremos primero los esquemas

de jets y, como consecuencia, el de arcos.

1.1. Esquemas de jets

Construiremos, para cada entero m > 0, y de forma natural, un esquema que denota-
remos por X,,, tal que cada K-punto, SpecK — X,,, con K un cuerpo, corresponda
a un tnico m-jet, SpecK[t]/(t™"1) — X, y viceversa, con X un esquema fijo. El
esquema X, es llamado esquema de m-jets o espacio de m-jets de X. Mds adelante

daremos su definicién formal, pero antes veamos unos ejemplos.

1.1.1. Descripcién y ejemplos motivacionales

Sea X un esquema sobre un cuerpo k y m un entero no negativo. Dada una extensién
K del cuerpo k, un m-jet sobre X es un morfismo a : SpecK[t]/(t™"1) — X entre

esquemas sobre k. El espacio de m-jets, X,,, codifica los m-jets como sus K-puntos.
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En particular, en el caso de los O-jets del esquema X, estos corresponden a los K-puntos
de X, pues son los morfismos entre esquemas sobre k de la forma SpecK[t]/(t) = X,
e identificamos a la k-algebra K[t]/(t) con el cuerpo K. Por lo tanto, se deduce que

el esquema de O-jets, X, es simplemente X.
Continuemos con ejemplos para entender la informacion que captan los m-jets.

Ejemplo 1.1.1. Los m-jets sobre A! = Speck[x ] son morfismos entre esquemas

sobre el cuerpo k de la forma:
a: SpecK[t]/(t™1) — Speck[x],

donde K es una extension de cuerpos de k. Como son esquemas afines, este

morfismo a estd inducido por un homomorfismo de k-dlgebras:

k[x]— K[t]/(e™)

xX—a,+at+..+a,t",

con ay, ..., a,, € K. El m-jet estd determinado por la tupla (a,, a;, ..., a,,) € K™
Visto de otro modo, es un K-punto de A™"! = Speck[x,, X1, ..., X, ]. Luego, el
esquema de m-jets de A! es A™*!. De forma andloga, el espacio de m-jets de
AT es AT(MFD),

Ejemplo 1.1.2. El espacio tangente en el punto p de una variedad algebraica
afin X sobre un cuerpo k es la variedad algebraica asociada a las derivaciones

D : k[X] — k en p, es decir, a las transformaciones k-lineales tales que:

D(fg) = f(p)D(g) + g(p)D(f).

Su fibrado tangente es TX = ]_[pex T,X, donde T,X es el espacio tangente de
Zariski de X en el punto p. Sus puntos (p, D) corresponden a los 1-jets si les
asignamos los 1-jets, k[X ] — k[t]/(t?), determinados por f — f(p)+D(f)t.

Por lo tanto, el espacio de 1-jets es el espacio tangente total de Zariski:

X, = TX.
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En el siguiente ejemplo, detallemos mds explicitamente el punto anterior para obtener

una version mas concreta del esquema de 1-jets en el caso afin.

Ejemplo 1.1.3. Supongamos que X es una variedad algebraica afin definida por
el ideal (fy,..., f;) € k[x4, ..., X, ]. Una derivacion D : k[xq, ..., X, 1/(f1, - f5) =
k en un punto p € X esta determinada por el punto (D(x,), ..., D(x,)) € A" que
ademas satisface D(f;) =--- = D(f,) = 0 en el anillo k[ D(x;), ..., D(x,)].

Por lo tanto, su espacio tangente es

T,X = {(dx;,...,dx,) € A" | d(f,) = ... =d(f,) = 0},
donde d : k[xq,...,x,] = k[dx,...,dx,] es la transformacion k-lineal tinica-
mente determinada por la condiciéon d(f g) = f(p)d(g) + g(p)d(f).

Por consiguiente, su espacio tangente total TX = ]_[peX T,X es la variedad

algebraica asociada al esquema:

k(xy,...,x,,dxq,...,dx,]

(Frs oo fir d(f1)y e d ()

X, = Spec

En general, su esquema de m-jets es:

k[dyxy, e, Xy euey Ay Xqy ooy iy X ]

(dO(f1)7 [ $) dO(fs): (R3] dm(fl)7 sees dm(fs)) ’

X, = Spec

donde d,, ...,d,, son llamadas derivaciones universales de orden superior (o de
Hasse-Schmidt), y se pueden encontrar en [Voj13]. Aunque no las usaremos en
este trabajo, observe que solo nos basta conocer los polinomios dy(f;), ..., d,,,(f;)-

Los denotamos por fl(o), ces fs(m), y su construccién se dard mds adelante.

El ejemplo anterior nos permite dar una definiciéon para esquemas afines, y se ex-
pondra en una subseccién posterior. Sin embargo, no es necesaria una construccion
explicita para su definicién: el esquema de m-jets tiene una propiedad universal que
lo caracteriza: si ademas de pedir que el espacio X,, codifique los m-jets como K-
puntos, requerimos que también codifique familias de m-jets como S-puntos, entonces
queda unicamente determinado. Para formalizar esta idea, necesitamos introducir el
funtor de m-jets, F,,, que captura el problema de clasificacién de familias de m-jets, y
relacionarlo con el concepto de funtor representable, el cual permite asociarlo con

un espacio que codifica la misma informacién que el funtor. Dicho eso, definimos
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anticipadamente el esquema de m-jets, X,,, como el representante del funtor F,,,.

1.1.2. Funtores representables y definiciéon formal
Funtores representables

Recordaremos la nocién de funtor representable haciendo un breve visita por concep-
tos de la teoria de categorias. Para mas detalle sobre teoria de categorias en teoria
de esquemas, puede consultar [Vak25]. Para teoria de categorias, puede consultar
[Mac78].

Comencemos recordando las definiciones de funtores covariantes y contravariantes.

Definiciéon 1.1.4: Funtor covariante

Un funtor covariante F : ¥ — 2 entre dos categorias 6 y 2 es una coleccién

de reglas que asocian objetos a objetos y morfismos a morfismos:
1. Por cada objeto A de ¢, un objeto F(A) de 2.

2. Por cada morfismo f : A — B entre objetos de la categoria %, un morfismo
F(f):F(A) — F(B) de 2.

Que satisfacen las siguientes condiciones:
1. El morfismo F(id,) = idy,, para todo objeto A de 6.

2. Para cualquier morfismo g :A— By f : B— C en %, se tiene que:

F(fog)=F(f)oF(g).

Definicién 1.1.5: Funtor contravariante

Un funtor contravariante F : € — 2 entre dos categorias ¢ y 2 es una

coleccion de reglas que asocian objetos a objetos y morfismos a morfismos:
1. Por cada objeto A de ¢, un objeto F(A) de 2.

2. Por cada morfismo f : A — B entre objetos de la categoria ¢, un morfismo
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F(f):F(B)— F(A) de 2.
Que satisfacen las siguientes condiciones:
1. El morfismo F(id,) = idy, para todo objeto A de .

2. Para cualquier morfismo g:A— By f : B— C en ¥, se tiene que:

F(f og) =F(g)oF(f).

A partir de ahora, solo consideraremos categorias localmente pequeiias, es decir,
categorias donde la clase de morfismos, Hom(A, B), entre dos objetos Ay B es un
conjunto. Esto para poder trabajar, como en el siguiente ejemplo, en la categoria de
conjuntos, denotada por Set.

Ejemplo 1.1.6. Para una categoria %, el funtor contravariante h? : 6 — Set,
también denotado por Hom(—, Y'), se define como:

h'(Z)=Hom(Z,Y) y h'(f)g)=g°f,
para cada objeto Z y morfismo f de 6.

Tiene asociado el siguiente diagrama conmutativo:

hY
W (£)(g) v

4 o |

ZT)Y

Un funtor es representable si existe un cierto isomorfismo entre funtores. Para ello,

recordemos las nociones que relacionan funtores.

Definiciéon 1.1.7: Transformacion natural

Una transformacién natural ) : F — G entre dos funtores F : ¢ — 2y
G : € — 9, ya sean ambos covariantes o contravariantes, es una coleccién
de morfismos de la forma 7, : F(Z) — G(Z), uno por cada objeto Z de la

10
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categoria ¢, tales que los diagramas:

F(Z) 2= G(2)

F(f)\L \LG(f)

F(W) /3 G(W)

conmutan para todo morfismo f : Z — W entre objetos de ¢ para el caso
covariante, y, en el caso contravariante, para todo morfismo f : W — Z entre
objetos de €.

La composicion entre dos transformaciones naturales n : F - Gy u : G - H
se define como la transformacion natural v = yon : F — H formada por las
composiciones de los morfismos v, = u, o n,, y descrita por el siguiente diagrama

conmutativo:

F(Z) —2 G(z) —~ H(Z)

F(f)l G(f) \LH(f)

F(W) —— G(W) —— H(W)

La transformacién natural identidad id; : F — F de un funtor F : 6 — 2 se define

como:
idp(A)=A y idp(f)=f.

para objetos Ay morfismos f de la categoria 6.

Observacion 1.1.8. Las transformaciones naturales entre dos funtores fijos forman

una categoria.

Los isomorfismos entre transformaciones naturales son llamados isomorfismos na-

turales, y su definicién es la siguiente:

Definicion 1.1.9: Isomorfismo natural

Una transformacion natural ) : F — G entre dos funtores F y G, ya sean
ambos covariantes o contravariantes, es un isomorfismo natural si existe una

transformacién natural ™! : G — F, que llamaremos transformacién natural

11
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inversa, tal que:

nont=id; y mlon=ids.

Si existe un isomorfismo natural entre los funtores F y G, decimos que son

naturalmente isomorfos, y escribimos F = G para indicarlo.

Observacion 1.1.10. Dicho de otro modo, es un isomorfismo en la categoria de

transformaciones naturales entre dos funtores fijos.

A pesar de estd definicién, probar que una transformacién natural es un isomorfismo
natural usaremos el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.11

Una transformacion natural 1) : F — G entre funtores F y G, ambos covariantes
o contravariantes, es un isomorfismo natural si y solo si, para todo objeto Z,

el morfismo 7, : F(Z) — G(Z) es un isomorfismo.

Demostracion.

1. Supongamos que es un isomorfismo natural. Entonces, existe una transforma-
cién natural inversa. Por su caracterizacidn, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

idF(Z) idG(Z)

YR

n

F(Z) —3 6(2) —3 F(z) —3 6(2)

F(f )\L G(f )\L F(f )\L G(f )\L
-1

F(W) —25 G(W) —%5 F(W) — G(W)

De €l concluimos que los morfismos 7, son isomorfismos.

2. Supongamos que son isomorfismos. Se define n™! : G — F con las inversas
de los morfismos 7),. Este forma una transformacién natural porque, en el
siguiente diagrama, el cuadrado D conmuta. Esto porque es inducido por las
secciones A, B y C que son conmutativas.

12
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ldF(Z)

/;A\

n

F(Z) % 6(2) —2s F(2)

F(f)l Os lG(f) D lF(f)
-1

FW) -2 Gw) 5 F(w)

S

idF(W)

Concluimos que es la transformacién natural inversa porque las composiciones
non~'ynton son identidades como se muestra en el siguiente diagrama

conmutativo:

idF(Z) idG(Z)

YR

n

F(Z) —"s 6(2) —"y F(z) " 6(2)
F(f)\L G(f)\L ) F(f)\L G(f)\L

F(W) —25 G(W) —%5 F(W) —% G(W)

Por lo tanto, es un isomorfismo natural.

Ahora tenemos lo necesario para definir lo que es un funtor representable.

Definiciéon 1.1.12: Funtor representable

Sea F : 6 — Set un funtor contravariante desde una categoria %. Un objeto Y
de la categoria ¥ es el representante del funtor F cuando existe un isomorfis-
mo natural entre el funtor F y el funtor contravariante h' : ¢ — Set, también
denotado por Hom(—, Y), definido como h¥(Z) = Hom(Z,Y) de manera natu-

ralen Z.

Decimos que el funtor F es representable cuando existe un representante, es

decir, si existe un objeto Y en la categoria % tal que:

F =ZHom(—,Y).

13
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Un funtor no necesariamente es representable. Sin embargo, de serlo, su representante

es Uinico, como se enuncia en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.13

El representante de un funtor contravariante F, si es que existe, es inico salvo
isomorfismo.

Demostracion.

Sean Y e Y’ dos representantes de un funtor F:
F ZHom(—,Y) £ Hom(—,Y").

Luego, tenemos un isomorfismo natural:

Hom(—,Y) <L>_ Hom(—,Y’)
,n—l

Consideremos las imagenes de las identidades:

Hom(Y,Y) —— Hom(Y,Y")

idy F——— n(idy)
-1
Hom(Y’,Y) +— Hom(Y’,Y")
’r)il (idy/ ) % idy/

Veamos que 1(idy) : Y — Y’ es el isomorfismo entre Y y Y’ que estamos buscando.
Para ello, mostraremos que 1 *(idy,) : Y/ — Y es su inversa.
Recordemos que para un morfismo f : Y’ — Y cualquiera, el morfismo h*(f) para

un objeto Z de ¢, que denotamos por of , estd definido como:

Hom(Y, Z) o—f> Hom(Y’,Z)
vbz) 7 v vz
§ >  g°f

Como 1) es una transformacién natural, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

14
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idy | S n(idy)
Hom(Y,Y) —*% Hom(Y,Y")

L L
Hom(Y’,Y) —~% Hom(Y’,Y")
oo > n(f)=n(idy)of

Entonces, el diagrama:

v’ n(f) ,
n(idy)

%/(

conmuta para todo morfismo f : Y’ — Y.

En particular, concluimos que el diagrama:

idys

Y — Y’

n-l(idy/)l %(;dy)
Y

conmuta, y finalmente, por simetria, se muestra que es un isomorfismo. ]

El funtor de jets y la definicion formal de los esquemas de jets

Enunciaremos la definicién del funtor que nos permite definir el espacio de m-jets.

Denotamos a la categoria de esquemas sobre un cuerpo k como Sch/k.

Definicién 1.1.14: Funtor de m-jets

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Para cada entero m > 0, se define el

funtor contravariante F i : Sch/k — Set como:
F3(Z) = Hom(Z Xgpeck Speck[t]/(t™),X),

de manera natural en los esquemas Z sobre k.

15
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Cuando no hay ambigiiedad en la eleccién de X, notaremos F* simplemente
por F,,.

La naturalidad corresponde a que el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier
un morfismo f : W — Z:

v W Xgpecr Speck[t]/(¢™) Fn()@) (o
fl ind\L -
Z Z Xgpeck Speck[t]/(t™1)

El funtor F,, es efectivamente un funtor contravariante:

1. El morfismo F,,(id,) es igual a la identidad por el siguiente diagrama conmuta-
tivo:

F, (id,)(a) =
Z Xgpeck Speck[t]/(t™*) (d)=g

id, xidl/ a

Z ><Speck SpeCk[t]/(tm+1)

2. El funtor preserva la composicién porque el siguiente diagrama es conmutativo:

1 Fn(@(En()@) = Fn(fog)(e)
Y Y ><Speck SpeCk[t]/(tm+ ) >
¢ J Xidl Fu(g) Fu(fog) H
w ><Speck SpeCk[t]/(tm+l) — F(f)(@) X

f Xidl Fulf) H

A ><Speck SpeCk[t]/(tm+1) a > X

N——

Finalmente, podemos dar la definicién formal del esquema de m-jets.

16
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Definiciéon 1.1.15: Esquema de m-jets

El representante del funtor F,, es llamado el esquema de m-jets de X, y se
denota por X,,. Dicho de otra forma, es un esquema, X,,, sobre k tal que los
siguientes funtores son isomorfos:

F,, = Hom(—,X,,). 1.D

Observacion 1.1.16. El esquema X,, es el objeto buscado porque el conjunto de

K-puntos, Hom(SpecK,X,,), esta en biyeccion con el conjunto de m-jets:

F_(SpecK)=Hom(SpecK[t]/(t™1),X).

En el resto de la seccion, probaremos que existe el representante del funtor de m-jets,
es decir, que el funtor F,, es representable.

1.1.3. Existencia de los esquemas de jets

El objetivo principal de esta subseccidon es mostrar la existencia del esquema de
m-jets de un esquema de tipo finito sobre un cuerpo. Lo construiremos extendiendo
resultados desde el caso afin. Este caso inicial serd nuestro primer resultado, y nos
dice que el esquema de m-jets existe para un esquema X sobre un cuerpo k de tipo
finito y afin. En otras palabras, existe el esquema de m-jets para los esquemas de la

forma:
X = SpeCk[xla "'Xr]/(fb ""fs);

con fi,..., f; € k[xy,...x,].

Este resultado lo obtendremos mostrando que el funtor F, |ag,, que es el funtor
F,, restringido a la subcategoria Aff;, cumple una condicién que llamaremos casi-
representable, y, por un resultado que extiende casi-representable a representable,
concluiremos que el funtor F,, es representable. Lo que probaria que el esquema de
m-jets de X existe en el caso afin.

Comencemos definiendo lo que es un funtor casi-representable en una subcategoria:

17
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Definicion 1.1.17

Sea 2 una subcategoria de una categoria ¢ y un funtor contravariante
F : € — Set. Si existe un objeto Y de ¥ y un isomorfismo natural:

F|y = Homy(—,Y)ly,

diremos que F|, es casi-representable por Y.

Ahora, veamos como la condicidn de ser casi-representable implica ser representable
utilizando densidad de subcategorias.

En particular, mostraremos que, utilizando la densidad de la subcategoria Aff, en la
categoria de esquemas sobre k, el funtor de m-jets, F,,, permite levantar la condiciéon
de ser casi-representable en Aff; a la categoria completa, y, por consiguiente, ser un

funtor representable.

Antes de ello, recordemos la definicién de subcategoria densa.

Definicion 1.1.18

Sea una categoria 6. Una subcategoria 2 de ¢ es densa cuando todo objeto

X de 6 es el siguiente colimite:

X = colim A.
(Af)ea/X

La categoria 2 /X es la categoria 9 sobre X, es decir, de los objetos A de 2 junto con
morfismos f : A — X, donde los morfismos (A, f) — (B, g) de esas categorias son
morfismos h : A— B que factorizan f : A— X como f = goh.

Un ejemplo importante, y que utilizaremos, es la categoria de esquemas afines
sobre un cuerpo k, y que denotamos por Aff,. Esta subcategoria es densa en la
categoria de esquemas sobre k porque es equivalente a la existencia del pegado de
morfismos hacia un esquema fijo. Ademas, en este caso, podemos escribir el colimite
colim A como un limite directo lim rque la subcategoria contien
olimg, f)cagr, /x A COMO U e directo lim . ¢ reasr ;x POTIUe 1a subcategoria contiene
todos los productos fibrados A x B.
Como notamos anterioremente, un funtor representable es casi-representable sobre

cualquier subcategoria. Sin embargo, aunque el sentido contrario no es necesaria-
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

mente verdad, cuando la subcategoria es densa y el funtor F es bien portado, como
es en el caso del funtor de m-jets, F,,, entonces son condiciones equivalentes. Esta
extension se establece en la siguiente proposicién, aunque especificamente para el
funtor de m-jets y la subcategoria Aff,.. Sin embargo, la demostracién es generalizable,
y la condicion sobre el funtor es transformar aquellos colimites a limites.

Proposicion 1.1.19

Sea X un esquema sobre un cuerpo k y F,, : Sch/k — Set su funtor de m-jets.
Si F,,|a, €s casi-representable por un esquema Y sobre k, entonces F,, es
representable por Y.

Demostracién. Supongamos que F,,|5g_es casi-representable por un esquema Y sobre
k, es decir, existe un isomorfismo natural:

Vi Fpylagr, = Homge i (—, Y )| g, -

Hay que probar que existe un isomorfismo natural 7 : F,, = Homgg, ;(—, Y).

Sea Z un esquema sobre k. Para todo (A, f ) € Aff, /Z, consideremos los isomorfismos:

Va1 Fi(A) = Homge (A, Y).

Por la universalidad del limite, el siguiente diagrama conmuta:

lim F,.(A)

(Af )2t /z
F. (A) / | \ F, (B)

NS

lim  Homsey (4, Y)
(A.f)eAft/Z

~ /
HomSch/k (A) Y)

(A, f)eAffk /Z
Fo(4) — \ (B)

A< B

/
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Existe un isomorfismo:

liLn Va - h(_m Fn(A) — lin Homgep (4, Y).
(A.f)eAff,/Z (A.f)eAffy/Z (A.f)eAtty/Z

Notemos que:

lim  Homg,,(A,Y) = Homgep ( lim A, Y) = Homgep i (Z,Y).
(Af)eAffy/z (Af)eAtf,/z

Por otro lado, tenemos las siguientes correspondencias:

Fm ( 11_1‘)1’1 A) = HomSch/k (( 11_1‘)1‘1 A) ><Speck SpeCk[t]/(tm+1); X)
(A.f)eAftf,/Z (A.f)eAfty/Z

= I_IOHISch/k ( ll_I)l’l (A ><Speck SpeCk[t]/(tm+l)) ) X)
(A.f)eAffi/Z

= h(_m I_IOI'nSch/k (A ><Speck SpeCk[t]/(tm+1);X)
(A.f)eAft/Z

= h(_m F,.(A).
(Af)eAtf,/z

Por lo tanto, el isomorfismo lim v, equivale a un isomorfismo:
< (Af)eAffy /Z

Nz: Fm(Z) - HomSch/k(Z7 Y)-
Finalmente, los isomorfismos 7, conforman un isomorfismo natural:

n: Fm - HomSch/k(_; Y):

Es natural porque el siguiente diagrama conmuta:

lln(A, F)EAfE, /2 Fn(A) — h(—m(A, F)EASE, /2 Homgei(4, )

Z
w h(—m(A, F)EAfE, /W Fn(A) ; m(A, F)EASE /W Homsen (A, Y)
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Esto se obtiene de la factorizacién unica de los morfismos entre los limites como
muestra el diagrama conmutativo de la siguiente pagina. La existencia de esa factori-
zacion se obtiene al notar que los objetos Aff, /W son objetos de Aff,/Z a través del

pullback inducido por W — Z.

lim FA) ----———--"--"-"--—————- > lim  G(A)
«— «—
(A.f)eAft/Z (A.f)eAtt,/Z

2 e
lim G(A)
H
(A,g)eAff /W (A,g)eAff /W

O]

Continuando con nuestra discusidn, el resultado de existencia de esquemas de m-jets
de esquemas afines lo obtendremos encontrando un representante X f;lff del funtor
Fyy | age, - Esto nos permitird mostrar que el funtor F, |ag, es casi-representable, y con-
cluiremos que el funtor F,, es representable por la proposicién 1.1.19. Lo que prueba

que su esquema de m-jets existe.

La construccion del esquema afin X T"}ff requiere definir polinomios que dependen de
los polinomos f, ..., f, de nuestro esquema X = Speck|[x,...x,]/(f1, ..., f;). Estos se

definen de la siguiente manera.

Para un polinomio f € k[x,...,X,] cualquiera con coeficientes en un cuerpo k y

=0,...,

m m
f(zxg)tj’ ".,inj)tj) = FO@) 1 fFD(x©@ 3Dy pp 4 FO(O  y@ypuy
j=0 j=0

donde x¥) = xgj ) xﬁj) para todo j =0, ...,m, y resaltamos que la expansién ocurre

.....
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Para entender estd definicién, considere el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.1.20. Consideremos f = x? —x3. Para m = 2, su expansion es:

f(i):xgj)tj’zzo:xgj)tj) — ((X§0))2 . (Xgo))s) n (2X§0)x§1) B 3(X§O))2xgl))t
j= =

0 2 1 0 2 0 1
+ (2x§ )xg ) 4 (xg )2 —3(xg ))ng )—3xg )(xg ))2)t2 +...

Con estos polinomios, podemos definir el esquema X f;ff y mostrar que el funtor F,, |ag,
es casi-representable. Esto se realiza en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.21

Si X = Speck[x4,...,x,]/(f1,..., f;) con k un cuerpo y fi, ..., f; € k[x1,...,x,],
entonces, para todo entero m > 0, el funtor F, |5 es casi-representable por el

esquema afin:

En particular, F,, |, es representable en la categoria de esquemas afines.

Demostracion. Denotemos por:

KIXT1= k(X1 ooy X, 1/ (s fi) Y KX 1= K[xP | Z3n 1/(F10 1 o).

.....

Como la categoria opuesta de esquemas afines sobre k es equivalente a la categoria de
k-algebras, que denotaremos por Alg,, solo debemos probar que existe un isomorfismo
natural:

Homyg, (K[X1,A[t]/(£™*1)) = Homyy, (K[X2'],A),

para las k-algebras A.
Antes de ello, estableceremos la correspondencia que la define.
Sea A una k-algebray a : k[X] — A[t]/(t™") un homomorfismo entre k-dlgebras.

©))

Existen constantes a;° € Aparai = 1,..,r y j = 0,...,m determinadas por las
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

imagenes de las variables:

m
X; = Z altl.
=0

Se define el homomorfismo a™ : k[X f:lff ] — A entre k-algebras como:
NONRHO)
Para ver que a™ estd bien definido, debemos comprobar que los polinomios fe(“),

donde { =1,...,s yu=0,...,m, son anulados por a™. De la definicién, sabemos que
a(f,) = 0. Por lo tanto,

m m

0=a(fg)=fe( agj)tj,...,Zag)tj)

j=0 j=0

fe(”)(ago), s aﬁ“)) t4

NEINGE

a™ (fg(u)) i

s
Il
o

Concluyendo que a™( fe(“)) = 0. Lo que implica que el homomorfismo a™ estd bien
definido.

Se define el candidato a isomorfismo natural 1 como la coleccién de funciones {n,},
donde la funcién 1, : Hom(k[X],A[¢]/(¢™")) — Hom(k[X?"], A), para las k-4lgebras
A, estan definidas como:

T’A(a) = am,
para los homomorfismos a : k[X] — A[t]/(t™"!) entre k-lgebras.

Verificaremos que las funciones 7, son biyectivas:

(1) Veamos primero que son sobreyectivas. Para un homorfismo f3 : k[X sff] — A,
6)
i

imagenes de las variables:

existen constantes a.”” € Aparai =0,...,r y j=0,...,m determinadas por las

NMONRHO)

Se define el homomorfismo a : k[X] — A[t]/(t™") como:

m
X; alp )i,
j=0
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Para ver que estd bien definido, debemos comprobar que los polinomios f,,

donde ¢ = 1,...,s yu = 0,...,m, son anulados por a. De la definicién de f3,

(u)) —

sabemos que S(f, 0. Por lo tanto,

m m

a(fy(x1, .. X,)) =f,3( agj)tj,...,Zaﬁj)tj)

j=0 j=0

[
M=

fg(u)(ago), . afj), . aﬁ“)) tu
0

=
Il

I
M=

BUM

=
Il
o

Concluyendo que a(f;) = 0. Lo que implica que el homomorfismo a esta bien
definido.

Finalmente, como am(xfj )) = afj ) = ﬂ(xfj )), se obtiene que a™ = f. Verificando

que f3 tiene una preimagen a.

(11) Para terminar, comprobemos que son inyectivas. Supongamos que @ y @, son

dos homomorfismos k[X] — A[t]/(t™"!) entre k-4lgebras tales que al' = aj.

G
1

(6] _N"m ()
sean b;” € Atales que a,(x;) = >, bt/

Ve A parai =1,..,ryj=0,..,m tales que a,(x;) = >... Ve, y

Sean a j=0%i

Luego,
G) _ )y — Gy — 1,
a7 =ay'(x;7) = ay(x;") = by,

paratodoi=1,..,ryj=0,...,m.
Concluyendo que a,; = a, porque a,(x;) = a,(x;) paratodoi=1,...,r.

Por lo tanto, las funciones 7, son biyectivas:

k[X]— A[t]/(e™) k(X2 — A

m
x;— Zagl)tl xi(l) s lej)
=0

Probaremos que 7 es el isomorfismo natural buscado. Solo nos falta verificar que
el siguiente diagrama es conmutativo para todo homomorfismo f : A — B entre

k-algebras:
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a > am

Hom(k[X1,A[t]/(t™)) —2% Hom(k[X,,],A)

(fxid)ol lfo

Hom(k[X1,B[t]/(t™")) —== Hom(k[X], B)

(f xid)oa} > ((fxid)oa)" < foam

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:
x; | > 3, aPe
kIX] —— Alt]/(e™)
H fxid\L
kX1 5 B/ ()

Xi | > ij=0f(a§j))tf

Del diagrama, se deduce que:

(feamN=F@) v ((f xid)ea)"(x”) = f(a?).

Por lo tanto,

((f xid)ea)" =foa™
Concluyendo que 1) es el isomorfismo natural buscado. ]
Extenderemos el resultado anterior a cualquier esquema X isomorfo a

X’ = Speck[x,...,x,.]/(f1, .., f,). Para lograrlo, necesitamos de la siguiente pro-

posicion:

Proposicion 1.1.22

Sean X y X’ dos esquemas sobre un cuerpo k. Si X = X', entonces, para todo
entero m > 0, sus funtores de m-jets, FX y F i', son naturalmente isomorfos, es

. ’
decir, FX = FX',
m m
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Demostracién. Sea f : X — X’ un isomorfismo entre los esquemas.

Definimos 1) como la coleccién de funciones {7, }, una para cada k-algebra Z, donde
Nz : Hom(Z Xgpeer Speck[t]/(t™1),X) — Hom(Z Xgyec, Speck[t]/(t™1),X") se
define como la funcidn:

a— foa.
Es decir, la imagen de un morfismo a : Z X Spec k[t]/(t™") — X es el morfismo:

Z Xspeei SpeCk[ /(™) S x L x".

Sea Z una k-dlgebra, y consideremos la funcién n,.

= La funcién 7, es sobreyectiva: Sea 8 : Z Xgye Speck[t]/(t™*') — X’ entre
esquemas sobre k. Consideremos el morfismo a = f 1 o . Como f oa = f3,

concluimos que 7, es una funcién sobreyectiva.

= Lafuncién 7, esinyectiva: Sea a, y a, dos morfismos Z xg.., Speck[t]/(t™*!) —
X entre esquemas sobre k tales que f oa = f oa,. Como f es un isomorfismo,

concluimos que a; = a,. Por lo tanto, 1, es una funcién inyectiva.

Concluyendo que las funciones 1, son biyectivas.

Para mostrar que 7 es un isomorfismo natural, basta con verificar que es natural, es
decir, que, para todo morfismo Z — W entre esquemas sobre k, el siguiente diagrama
conmuta:

HOI‘I’I(Z ><Speck SpeCk[t]/(tm+1):X) L) HOI‘H(Z XSpeck SpeCk[t]/(tm-H)’X/)

\Lo(g xid) \Lo(g xid)

Hom(W Xgpeck Speck[t]/(t™*1),X) —*5 Hom(w Xspeck SPeck[t]/(t™1),X")

Efectivamente, el siguiente diagrama conmuta:

f > foa

l Hom(Z Xgpeck Speck[t]/(t™1),X) L Hom(z Xspeck SPeck[t]/(¢™*1),X")

\Lo(gxid) \LO(gXid)
Hom(W xgpeck Speck[t]/(t™*1),X) L5 Hom(w Xspeck SPeck[t]/(t™1),X")

ao(gxid} > foao(gxid)
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Concluyendo que 7 es el isomorfismo natural buscado. O

Por lo tanto, podemos extender la proposiciéon 1.1.21, y concluir que, si un esquema
X es isomorfo a X', entonces su funtor F, |, es casi-representable. Ademds, como
consecuencia de la proposiciéon 1.1.19, el funtor F,, es representable, es decir, el
esquema de m-jets existe para esas condiciones. Este es nuestro primer resultado de

existencia del esquema de m-jets, y se presenta como el siguiente corolario:

Corolario 1.1.23

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Si existen fi, ..., f; € k[x;,...,x,] y un
isomorfismo X = Speck[x;, ..., x,1/(f1, .-, f;), entonces el funtor de m-jets, F,,,
de X es representable y su esquema de m-jets, X, es isomorfo al esquema afin
X ;‘ff, es decir,

X speck[x® | Sn ]/ G152,

Nuestro segundo resultado de existencia nos dice que, si suponemos la existencia
del esquema de m-jets, X,,, de un esquema X, entonces el esquema de m-jets, U,,, de
cualquier abierto U C X existe, y es isomorfo a un abierto de X,,.

Para obtener este segundo resultado, relacionaremos el esquema de m-jets, X,,, con
el esquema de O-jets, X, = X. Esto relacionara el abierto U con el esquema U,,. En
general, podemos relacionar el esquema de m-jets con el esquema de p-jets para
cualquier par de enteros 0 < p < m.

Como la construccion que sigue no se simplifica al considerar p = 0, se realizara para

cualquier p > 0. Ademads, nos sera de utilidad para mas adelante.

Sean enteros 0 < p < m. Sea ¢,, , : k[t]/(t™*') — k[t]/(t**") el homomorfismo
definido como:

fO)+ ™) = f(0) + (P,
para todo f(t) € k[t].

Verifiquemos que estd bien definido. Sean f(t), g(t) € k[t] dos representantes del
mismo elemento de k[t]/(t™), es decir, tales que:

f(t)—g(t) e (™).
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Luego, como p < m,

f(£)—g(t) e (e™1) C (tP*).

Concluyendo que las imagenes de f(x)y g(x) son iguales. Por lo tanto, el homomor-
fismo esta bien definido.

Definicion 1.1.24: Morfismo de truncacion natural

Definimos el morfismo de truncaciéon natural 7, , : Speck[t]/ (tPt) —
Speck[t]/(t™1) entre esquemas sobre k como el morfismo asociado al homo-

morfismo ¢, .

Este morfismo nos permite truncar m-jets, SpecK[t]/(t™1)—X, a p-jets,

SpecK[t]/(t?*') = X. Lo que nos establece un morfismo n,, , : X,, — X, que re-
laciona el esquema de m-jets, X,,, con el esquema de p-jets, X,,. Su definicion es la
siguiente. Denotemos por j,, : X,, Xspeck Speck[t]/(t™) — X al morfismo corres-

pondiente al morfismo identidad X,, — X,,,.

Definicién 1.1.25: Morfismo de proyeccion candnica

El morfismo de proyeccion canoénica 7, , : X, — X, es el inico morfismo

que estd en correspondencia con el morfismo:

dXT, i
Xm ><Speck SpeCk[t]/(tp+l) 1 _T)P, Xm ><Speck SpeCk[t]/(tm+l) ]_)X

Cuando p = 0, denotamos por 7, : X,, — X al morfismo 7, ,, identificando
X conX.

Como notamos anteriormente, el morfismo de truncacién canoénica nos permite trans-
formar m-jets a p-jets. En particular, podemos transformar un m-jet,
SpecK[t]/(t™1) — X, a un 0O-jet, SpecK — X. Para entenderlo, daremos una de-

finicién equivalente en términos del funtor de puntos.

Sea x un S-punto de X,,. Sea a : S Xgpe.x Spec k[t]/(t™1) — X su m-jet asociado.
Para 0 < p < m, se define 7, ,(x) como el S-punto de X, correspondiente al p-jet
S Xgpeck SPeck[t]/(tP*1) = S Xgpecr Speck[t]/(t™) % X dado por la p-truncacién
de a. De esta manera, definimos una aplicacién 7, ,(s) : X,,(S) — X,(S). Por el lema
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de Yoneda, Nat(X,,(—),X,(—)) = Hom(X,,,X), le corresponde un tnico morfismo, y
este morfismo es 7

m,p*

En particular, podemos transformar un m-jet, SpecK[t]/(t™*!) — X, a un 0-jet,
SpecK — X. Esto se relaciona con el morfismo de proyeccién canénica r,, : X,, = X,
y nos permite entender la conexién entre un morfismo a™ : Z — X,, con su morfismo
@ Z Xgpecx Speck[t]/ (t™*1) — X correspondiente. La siguiente proposicién establece

esto con un diagrama conmutativo que relaciona los morfismos a, a™ y m,,.

Proposicion 1.1.26

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Supongamos que existe el esquema de

m-jets, X,,, de X, con proyeccién canénica «,, : X,, — X.

Sea Z un esquema sobre k. Consideremos un morfismo a™ : Z — X,,. Si
@ 1 Z Xgpeck SPEC k[t]/(t™1) — X es el morfismo entre esquemas sobre k que
corresponde al morfismo a por definicién del esquema de m-jets, entonces el
siguiente diagrama conmuta:

z o S X,

id x To’ml \an

Z ><Speck SpeCk[t]/(tm+1) % X

Demostracion. Sea j,, : X,y Xspeck SPECk[t]/(t™*1) — X, el morfismo correspondiente
al morfismo identidad X,, — X,,,. Por naturalidad de la definicién del esquema de
m-jets, el siguiente diagrama conmuta:

T
m id x m 'm
7~ Xy — % Xyu Xspeck SPeck[t]/(t™1) —25 X
H amxidT a
idx7g,, 1
Z > Z Xgpeck SPeck[t]/(t™)

La naturalidad se usa para mostrar que el morfismo diagonal es a.
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Concluyendo la prueba. O

Esta ultima proposicion nos dice que el morfismo de proyeccién candnica 7,, nos
entrega el punto inicial t = 0 sobre X del m-jet asociado al punto en X,,. Para
entender esto, considere un m-jet, a : SpecK[t]/(t™") — X, sobre X. La funcién
continua subyacente a a envia el tnico punto de SpecK[t]/(t™"!) a un punto de X.
Por otro lado, si consideramos el punto a™ : SpecK — X,, correspondiente a @ en
X, vy seguimos el diagrama, el punto de SpecK corresponde al mismo punto en X

después de aplicar 7,,.

Ahora, si consideramos el lugar ﬂ;l(U ) € X,,, este corresponde a todos los m-jets
donde su punto estd sobre U. Por lo tanto, el abierto 7 '(U) es el esquema de m-jets
de U. Para demostrar aquello de manera formal, al igual que con el primer resultado
de existencia, mostraremos primero que el funtor Fanl aff, €S casi-representable por

-1 . . « ey
n_*(U) en la siguiente proposicién.

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Consideremos U C X un abierto, y denotamos

por FY a su funtor de m-jets.

Proposicion 1.1.27

Sea m > 0 un entero. Supongamos que su esquema de m-jet, X,,, existe, y sea

7, : X,, = X su morfismo de proyeccién candnica.

Si U C X es un abierto, entonces el funtor F!| aff, €S casi-representable por
-1
n_(U).

Demostracion. Debemos construir un isomorfismo natural:
Hom(SpecA[t]/(t™*"), U) = Hom(SpecA, 7' (U)),

para las k-algebras A.

Vamos a definir las funciones 1, : Hom(SpecA[t]/(t™*"), U) — Hom(SpecA, 7' (U))

que componen nuestro candidato a isomorfismo natural.

Sea a : SpecA[t]/(t™"!) — U un morfismo entre esquemas sobre k, donde A es una

k-algebra. Consideremos el morfismo y formado por la siguiente composicion:
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SpecA[t]/(t™) 23 U

\ -

X

Por definicién del esquema de m-jets de X, al morfismo y le corresponde un tinico
morfismo:

y™ : SpecA — X,,.

Queremos restringir el morfismo hacia n;l(U ). Para ello, veamos que su imagen, de
manera conjuntista, esta contenida en n;l(U).

Sea p € SpecA. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

o - > r"(p)
SpecA !
o] |
SpecA[t]/(t™1)
p+(0} > alp+() =y, ("™ (p)

Notemos que a(p + (t)) € U. Luego, 7,,(y™(p)) € U. Por lo tanto,

Y™ (p) € (V).

Luego, existe un tinico morfismo a™ : SpecA — nn_f(U) tal que el siguiente diagrama

es conmutativo:
SpecA - %= m 1(U)
N E
Xm
1.2)

La flecha punteada, y las siguientes, estan para indicar que es el inico morfismo que
cumple el diagrama.

Se define el candidato a isomorfismo natural 1) como la coleccién de funciones {n,},
donde las funciones 7, : Hom(SpecA[t]/(t™"!),U) — Hom(SpecA, n;l(U )), para
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las k-algebras A, estdn definidas como:
nala) = a™,
para los morfismos a : SpecA[t]/(t™*!) — U entre esquemas sobre k.
Verificaremos que son funciones biyectivas:

; ; . -1
(1) Primero, comprobemos que son sobreyectivas. Sea 3 : SpecA — ©_*(U) un
morfismo entre esquemas sobre k, donde A es una k-algebra. Consideremos el

morfismo y™ formado por la siguiente composicion:

SpecA i} m 1(U)
o~
Xm
(1.3)

Por definicién del esquema de m-jets de X, al morfismo y™ le corresponde un
Unico morfismo:
y : SpecA[t]/(t™1) — X.

Veamos que su imagen estd contenida en U.

Sea p € SpecA[t]/(t™*1). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

by > B
SpecA — 3 ni(U) — X,

id x To’ml lﬂ:m

SpecA[t]/(t™1) ! b X

p+(0) | > rpHO)=mR(B(p)

Notemos que (p) € 7'(U). Por lo tanto,

y(p+ () =m,(B(p) €U.
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Concluyendo que el morfismo y : SpecA[t]/(t™") — X se puede restringir a
un tnico morfismo a : SpecA[t]/(t™"1) — U tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

SpecA[t]/(t™) --~» U

\ lg

X

Por definicién del esquema de m-jets de X, este diagrama corresponde al

diagrama conmutativo:

SpecA -9-» m 1(U)

Nk

Considerando este diagrama junto con el diagrama 1.3, concluimos que 8 = a™

por la unicidad de la restriccidn.
Mostrando que f3 tiene una preimagen a.

Para concluir la biyectividad, veamos que son inyectivas. Sean a; y a, dos
s 1 —
morfismos SpecA[t]/(t™") — U tales que a]' = aJ'.

Sean y; v 7, las composiciones dadas por los siguientes diagramas conmutati-

VOS:
SpecA[t]/(t™) =Sty U SpecA[t]/(t™)) =Sy U

(1.4)

Les corresponden los morfismos y7' : SpecA — X, y v3' : SpecA — X, respecti-

vamente. Al igual que antes, se cumplen los siguientes diagramas conmutativos:
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SpecA BN n H(U) SpecA BN n H(U)

GE e
Xm Xm

m __ m ] m __ m
Como a' = a7, se obtiene que yT' = y7.

Luego, por la unicidad en la correspondencia del esquema de m-jets de X,

obtenemos que el morfismo y]' = y' corresponde al morfismo y; = y,.

Finalmente, por los diagramas 1.4 y la unicidad de la restriccién, se concluye

que a; = ay.

Concluyendo que las funciones 1, son biyectivas.

Probaremos que 7 es el isomorfismo natural buscado. Solo nos falta verificar que

el siguiente diagrama es conmutativo para todo homomorfismo f : A — B entre

k-algebras:
a | S gm
Hom(SpecA[t]/(¢™*!),U) —— Hom(SpecA, n1(U))
o(f*xid)l/ lof*
Hom(SpecB[t]/(t™*"),U) — Hom(SpecB, 7 *(U))
(ao(f*xid)) ¢ > (ao(f*xid))™ = amof*

Sean 6 y y morfismos definidos por el siguiente diagrama conmutativo:

ao(f*xid)

specB[t]/(t™) 2% speca[t]/(t™) —23 U

— T
—

Por la naturalidad de la correspondencia del esquema de m-jets de X, el siguiente

diagrama solido es conmutativo:
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-~
// ~
-~ ~

- N
SpecB EEAIN SpecA -<-% n1(U)

5™ \y’“ £
NX
m

Luego, por la construccién de 1), existen tnicas flechas punteadas que hacen que
el diagrama anterior sea conmutativo. Finalmente, por la unicidad de la flecha

(ao(f*xid))™, se muestra que:

(ao(f*xid)" =a™of".
Concluyendo que 1) es el isomorfismo natural buscado. ]
Luego, por el proposiciéon 1.1.19, como el funtor F,,[ﬂ aff, €S casi-representable, el

funtor F,, es representable. Obteniendo como corolario el segundo resultado de

existencia:

Corolario 1.1.28

Sea m > 0 un entero. Supongamos que el esquema de m-jets de X existe, y sea

T, - X,, — X sumorfismo de proyeccidn candnica.

Si U C X es un abierto, entonces F_ es representable, y su esquema de m-jets,

U,,, es isomorfo al esquema ﬂ;l(U ). Dicho de otra manera,

U, = (V).

Por lo tanto, junto con el corolario 1.1.23, podemos construir el esquema de m-
jets para cualquier abierto contenido en un esquema afin. En particular, para la
intersecci6n de dos de sus abiertos. Ahora, si consideramos X = | JU; un cubrimiento
de abiertos afines, entonces, para cada U, existe su esquema de m-jets, U, ,,, y, por el
resultado anterior, también existen para cualquiera de sus intersecciones entre abiertos
U;; = U; NU;. Asi, podemos pegar los esquemas U, ,, de manera compatible con las
intersecciones para construir el esquema de m-jets, X,,, de X. Por la proposicién 1.1.13,
esta construccién es independiente de la eleccién del cubrimiento. Obteniendo una
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

construccién para el esquema de m-jets de cualquier esquema X de tipo finito sobre

un cuerpo. Esto es teorema principal de la seccion, y su enunciado es el siguiente:

Teorema 1.1.29

Para todo entero m > 0, existe el esquema de m-jets de un esquema X de tipo

finito sobre un cuerpo k.

Demostracion. Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. Consideremos un

X:Uw,
i

donde los U; son esquemas afines de tipo finito sobre k.

cubrimiento de abiertos afines:

Para cada U, existen sus esquemas de m-jets, U, ,,, por el corolario 1.1.23. Denotemos

por 7; , : U, — U; a sus morfismos de proyeccion canénica.

Definamos los abiertos que serdn compatibles en el pegado:

U.

ij,m

|
= ﬂ:i,m(Ui N U]) - Ui,m'

Denotemos por idUUm al morfismo identidad U;; ,, = Uj; -

Como consecuencia de la corolario 1.1.28, los abiertos U;; ,, y Uj; , son isomorfos

ji,m

al esquema de m-jets de U;; = U; N U;. Sin embargo, esto no es suficiente para

asegurar el pegado: hay que verificar condiciones en la triple interseccion.

Para ello, necesitamos estudiar concretamente este isomorfismo, pero antes defini-
remos, para cada i, j, unas aplicaciones T;; que nos ayudaran a estudiar sus

propiedades.

Sea f : Z — m;! (V) un morfismo para un esquema Z sobre k y un abierto V C
U; N U;. Definimos T;;(f) siguiendo las biyecciones dadas por los isomorfismos
Hom(Z, U;; ,) = Hom(Z X gpeci Speck[t]/(t™ 1), U;) = Hom(Z, U;

el siguiente diagrama:

), como muestra

i,m
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

f _
Z > TCi,rln(V) — Ui,m
Correspondencia de U; ,,.
Z Xgpeck Speck[t]/(t™) ——"=-3 V ‘< U;
Correspondencia de Uj ,. U

Las flechas punteadas indican que existe una unica flecha dada f.

Por la unicidad de la correspondencia, se tienen las siguientes propiedades:
L T(f)=f,
2. Tjk(Tij(f)) = Ty (f),

para todo i, j, k.

Ahora, definimos siguientes morfismos ¢;; : U;; ,, = Uj; ,, dados por:

Pij = Tij(idUij’m)-

ii,m

Notemos que Uj; ,, = U, ,, ¥y que ;; = idy, = idy, ; las cuales son condiciones

requeridas para el pegado.

Para verificar que ¢;; son isomorfismos, necesitamos antes el siguiente lema

técnico. Ademas, lo ocuparemos en multiples instancias.
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Lema 1.1.30

Sea f : Z — m; ! (V;) un morfismo desde un esquema Z sobre k. Si V; €V, C

V3 € U; N U; son abiertos, entonces el siguiente diagrama conmuta:

f _ c _ Ty
— n (V) — (Vo) — 7 (Vs)

Z
Z

Tijesy

—5 L) — (V) — mrh (V)

donde ¢ : n;(vz) — TCZ;(VS) es la inclusién.

Demostracion. Denotemos por D;" = Speck[t]/ (t™*1). La conmutatividad del diagra-

ma se obtiene aplicando correspondencias a los morfismos de la siguiente manera:

T;;(0)

-1 -1 -1
z > L (V) > mL(V) — > (V) —— Uy,
Correspondencia de U; ,
\4
Z XSpeck D}T ? n;,}q(vl) ><Speck D]T ? ﬂ-zrln(vz) ><Speck D]T _____ ’ VS ? Uj
Correspondencia de U; ,, Ui
\4
7z ! s rl(V) s (1) s (1) — T,
7 im\Y1 im\’2 im-’3 i,m
Correspondencia de Ui’mﬂ«
Z Xspeck Dyt =======~ > V1S > Vy € > V3 (\j U;
Correspondencia de U; , U,

J

T;;(f) _ _ _
2 "0 m W) e V) s () b U,

donde las flechas punteadas representan a los inicos morfismos correspondientes. [

Mostraremos que los morfismos ¢;; son isomorfismos al satisfacer ¢;; o p;; =id.

Consideremos la siguiente aplicacion del lema anterior:
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Ty(id) =9y _
J_,ln(Ulj) _1 (Ul]) H l_;-l( l]) H )Tln(Ul])

1](5011

_1 (Ul]) —> _1 (Ul]) —> _1 (Ul]) —> ﬂ_l (Ul])

‘P;z

Para comprobar que el pegado es compatible, basta verificarlo, como es estandar,

en la triple interseccidn.

Denotamos U, = U; NU; N Uy, y definimos ¢, ;. : U, j m — Ujix,n COMO:

Pijk = Tij(idU ).

ijk,m
Anélogo a lo anterior, los morfismos ¢, ; son isomorfismos al utilizar el lema 1.1.30:

(pl]k

_ Pjik _ id _ i
J,ln(Ul]k) J i,rln(Uijk) 1—> lrln(Ul]k)] J,ln(Ul]k)
_ H z(‘ﬁlk) _ id _ id _ H
J,ln(Uuk)] — ],rln(Uijk) — ﬂj,,ln(Uijk) — ﬂjjrln(Uijk)

Pegaremos los esquemas U, ,, a lo largo de los isomorfimos ¢;;. Nos falta verificar
que ¢;; es compatible con ¢, ; en la triple interseccion y que se cumple la

condicién de cociclo.
(1) Veamos que ¢;; es compatible con ¢, ;. en la triple interseccion. Utilizando

el lema 1.1.30, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

. _ L Teld=gy
T Ug) =5 7k Ug) — mk(Uy) — 7L (Uy)

_ )= _ id _
ni,,}n(Ul]k)}—>J ];(Uijk) — 7T]-,,1n(Uij) — Trj’;(Uij)

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

ﬂ:rln(U ) —> 7-5_1 (Ul_])

) )

_ Pijk _
li(Uuk) — j,,ln(Uijk)
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Concluyendo que es compatible en la triple interseccidn.

(11) Verifiquemos que cumple la condicion de cociclo. Utilizando el lema 1.1.30,
el siguiente diagrama es conmutativo:

Pijk Pjki

_ _ id _ _
ni,,}q(Uijk) — ﬂj,#(Uijk) — 7} (i) — ﬂkjn(Uijk)

J>

id id
(Uij) — nk}n(Uijk) — nk,}n(Uijk)

T (9ijk) = Pirj
1 j i1
o (U ) 5

k,m

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

_ Pijk _ Pjki _
ﬂi’;(Uijk) — n;}! (Uiji) — ﬂk}n(Uijk)

J>

\_/

Pikj

Concluyendo que se cumple la condicién de cociclo.

Por lo tanto, los esquemas U, ,, se pegan formando un esquema Y.
Para terminar, comprobaremos que F, |, es casi-representable por Y.

Debemos construir un isomorfismo natural:
Hom(SpecA[t]/(t™1),X) = Hom(SpecA,Y),

para las k-algebras A.

Definiremos las funciones 1), : Hom(SpecA[t]/(t™*!),X) — Hom(SpecA,Y) que

componen nuestro candidato a isomorfismo natural.

Sea a : SpecA[t]/(t™*1) — X un morfismo entre esquemas sobre k, donde A es una

k-algebra.

Le asociaremos un morfismo a™ : SpecA — Y. Se obtendra considerando las res-
tricciones a; del morfismo a a los abiertos U;, y luego pegando los morfismos a"
correspondientes.

Para obtener la preimagen adecuada para la restriccién, consideremos el morfismo f
definido como:
dxTg , a
f : SpecA — SpecA[t]/(t™) — X. (1.5)
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Ahora, consideremos las siguientes restricciones de a. Definimos y; : £~ (U;) Xgpeck

Speck[t]/(t™1) — U, como la restriccién de a a los abiertos U,.
Veamos porqué el morfismo v; existe.

Sea y € f7H(U;) Xspeck SPeck[t]/(t™). Existe un abierto afin W C f~'(U,) tal
que y € W Xgpoei Speck[t]/(t™1). Como W es afin, existe una k-algebra B tal que
W = SpecB. Luego, existe un punto p € SpecB tal que y corresponde al punto p+(t)
en SpecB[t]/(t™1), y el punto p corresponde a un punto x € f~}(U;). Por lo tanto,
la imagen de y por a es igual a la imagen de x por f como se muestra en el siguiente

diagrama conmutativo:

x| > Y — a(y)=f(x)

FU) ZE8 F71(U,) Xgpeck Speck[£]/(6™1) —%3 X

| )

SpecB ————— SpecB[t]/(t™1)
Pt > pt(®

Como x € f~}(U;), se concluye que la imagen de y por a pertenece a U,, v, por lo

tanto, el morfismo y; existe.

El morfismo 7; es el inico morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

@ =10 xgpec k Specklt]/(emH1)

/\

FUUL) Xgpeck SPeckle1/(t™1) -5y U, 3 X

De la misma manera, denotamos, para los abiertos U;;, como y;; : f _1(Uij) X speck

Speck[t]/(t™1) — U;; a las restricciones de a a los abiertos U;.

Por definicién del espacio de m-jets, existen morfismos y,y"" y y* correspondientes
i j ij
a los morfismos y;,y; y 7i;-

Luego, definimos los morfismos a* : f~'(U;) = Y como:
_ T
a: f7Y(U) > Uy > Y. (1.6)

De la misma manera, definimos alT’J? o f _1(Uij) —Y.
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Se deduce que:
m J— m __ m
Q; |f_1(Uij) - aij - aj |f_1(Uij)'
Concluyendo que los morfismos se pegan en un tinico morfismo a™ : SpecA— Y.

Se define el candidato a isomorfismo natural 1 como la coleccién de funciones
{n,}, con las funciones 1, : Hom(SpecA[t]/(t™!,X) — Hom(SpecA,Y), para las
k-algebras A, definidas como:

nala) = a™,
para los morfismos a : SpecA[t]/(t™*!) — X entre esquemas sobre k.
Verificaremos que 1), es una funcidén biyectiva.
Sea f3 : SpecA — Y un morfismo entre esquemas sobre k.

Le asociaremos un morfismo a : SpecA[t]/(t™*!) — X. Se obtendr4 considerando las
restricciones f3; del morfismo f a los abiertos U, ,,, y luego pegando sus morfismos

correspondientes a;.

Se define los morfismos f3; : B~ (U, ,,) = Uy, como la restriccién a U, ,,, del morfismo
f. De la misma manera, definimos los morfismos f3;; : ﬂ_l(Uij’m) = Ujj -

Por definicién del espacio de m-jets, existen tnicos morfismos &; : (U, ) X speck
Speck[t]/(t™1) = U; y 8,5 : B~ (Uyj m) Xspeck SPECk[t]/(t™') — Uj; correspondien-
te a los morfismos f3; y 3;;, respectivamente.

Luego, definimos los morfismos a; : B (U; ) Xspeck SPeck[t]/(t™!) — X como:
_ a1 B
a; : B (Uim) Xspeck SPeck[t]/(¢™*) = U; > X.
De manera andloga, definimos los morfismos:

aij : ﬁ_l(Uij,m) ><Speck SpeCk[t]/(tm+1) — X.

Se deduce que:
Uil =10, ) xspeciSpeckle]/(em+1) = Qij = Ol p1(u, xg e Speck[el/(en+1)-

Concluyendo que los morfismos a; se pegan en un tinico morfismo:

a: SpecA[t]/(t™1) — X.
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Veamos que a es la preimagen de f3, es decir, que a™ = f3. Basta ver que la igualdad
se mantiene sobre todo (U, ,,), es decir, probaremos que a™|g-1(yy = Blg-1(1)-

Antes de esto, veamos que (U, ,,) € f ' (U;). Esto se obtiene del siguiente diagrama

conmutativo:

idxTg .
SpecA ——————— SpecA[t]/(t™*)

| | |

idxTg,

B (Usm) —8 B1(Uy ) Xspeck SPeck£1/(¢™1) —25 U,

Luego, como (U, ,) € f~'(U;), por construccién (ver la eq. (1.6)),

A" prw,,) =Ly w0
donde ¢ : U;,, — Y es el morfismo inclusion.
Notemos que f3|g-1(y,) =t © f3;.

Por lo tanto, basta con comprobar que:

T g1, = Bie

Por definicidn del espacio de m-jets de U;, es equivalente a probar que sus morfismos

correspondientes son iguales:

Vil b1 )< speci Speck]/emi1) = O

Lo cual se obtiene del siguiente diagrama conmutativo y la unicidad de la restriccidn:

SpecA[t]/(t™!) ————3 X

] ]

FUUL) X speck Specklt1/(t™1) —— U,

] |

B (Up ) Xspeck SPECk[£]/(E™1) ——5 U,

~

-~

Yil 10, )% speck Speckle]/(em+1)
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Concluyendo que f3 tiene una unica preimagen a. Por lo tanto, la funcién 7, es
biyectiva.

Finalmente, probaremos que 1) es el isomorfismo natural buscado. Solo nos
falta verificar que el siguiente diagrama es conmutativo para todo homomorfismo
¢ : A— B entre k-algebras:

a f > am

Hom(SpecA[t]/(t™1),X) —— Hom(SpecA,Y)

o(¢*xid)\L l/o(p*

Hom(SpecB[t]/(t™*1),X) —— Hom(SpecB,Y)

(ao(p*xid)) | >(ao(p* xid))™ = amogp*

Es decir, hay que probar que (ao(¢*xid))™ = a™op*. Basta con mostrar la igualdad
en un cubrimiento de abiertos de SpecB = | ]V, es decir, mostraremos que

(ao(p* xid))"|y, =a™op*y.

Definimos los abiertos V; de Spec B como:

Vi = () (F U

Por lo tanto,
a™o ¢*ly, = a"|fwy o Rey,

donde Ry*, es el unico morfismo tal que:
©*lvi

Vi 2577 f71(U;) —> SpecA

i

Por construccidn, ver la eq. (1.6),

@™o *ly, = al' o Ry
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

a0y,

Ro*|y. m
Vi =58 ) L U, o Y

\/

(rio(Re|y, xid))™
(1.7)

donde (7; o (Rp*|y, x id))™ es el morfismo correspondiente a y; o (Ry*|,, x id) por

definicidn del esquema de m-jets de U;.

Recordemos de la eq. (1.6) que v, es el inico morfismo tal que el siguiente diagrama

conmuta:

O£ U xgpeck Speckle]/(em+1)

U Xgpeck Speck[t]/(t™) -==» U; — X

Ahora, calcularemos (y; o (Rp*|,, x id))™ analizando el siguiente morfismo:

((ao(¢* xid))"|y.

La funcién f de la eq. (1.5) para la construccién del morfismo (a o (¢* x id))™ la

denotamos por g, es decir, es el morfismo:

o(p*xid
g : SpecB — SpecB[t]/(t™)“ '

Se deduce que V; = (¢*)"}(f~1(U,)) = g 1(U,) desde el siguiente del diagrama

conmutativo:
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SpecB —— SpecB[t]/(t™1)

SpecA —— SpecA[t]/(t™*)

Por lo tanto,
(ao(¢*xid))"|y, = ((ao (¢* xid))"|e-1(,)-

El morfismo v, de la eq. (1.5) para la construccién del morfismo (a o (¢* x id))™
lo denotamos por €;, es decir, es el tinico morfismo tal que el siguiente diagrama

conmuta:

(@o(@™ X1l g1 (U )xgpec e Specklel/(em+1)

/\

g_l(Ui) ><Speck SpeCk[t]/(tm+1) __Ei_> Ui — X
(1.8)

Como V., = (¢*) }(f ~}(U;)), tenemos que:

a° ((,0* X id)l\/ixspeckSpeck[t]/(tmﬂ) = alf_l(Ui)XSpeckSpeCk[t]/(tm+l) o (R(,D* X ld)

Con esto, extendemos el diagrama 1.8 al siguiente diagrama conmutativo:

(ao((p* xid))|g—1 (Ui)XSpeckSPeCk[t]/(tm+1)

g_l(Ui) X speck SPeCk[fm X

e
m IT alf_l(Ui)XSPeckSPeCk[f]/(th-l)

f_l(Ui) ><Spe(:k SpeCk[t]/(tm+1)

Por lo tanto,
g =71;°(Ry* x1id).
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Recordemos que, por construccion de (a o (¢* x id))™, el siguiente diagrama es

conmutativo:

(ao((P* Xid))m |g_1 wp)

SN

glU) --->» Uy —> Y

Como V; = g7}(U;), comparando este diagrama conmutativo con el diagrama 1.7,
concluimos que

(ao(p* xid))"|y, =a™op*y.

Por lo tanto 1) es el isomorfismo natural buscado.

Finalmente, concluimos que el esquema de m-jets de X existe. O

De la construcciéon anterior, podemos deducir que nfn es un morfismo afin. Este

resultado lo utilizaremos en la siguiente seccidn.

Proposicién 1.1.31

Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. El morfismo de proyeccién
canonica 7, : X,, = X es un morfismo afin para todo entero m > 0.

Demostracion. Sea U C X un abierto afin. Como X es de tipo finito, U es afin de tipo
finito. La preimagen 7 '(U) es isomorfo al esquema afin Uf;‘ff del corolario 1.1.23
porque ambos son el esquema de m-jets de U (ver el corolario 1.1.28, y proposi-
ci6n 1.1.13 para la unicidad). Concluyendo que 7_'(U) es afin. Por lo tanto, el

morfismo 7, es afin. ]

1.2. Los espacios de arcos

El objetivo de esta seccion es presentar la existencia de un espacio, llamado espacio
de arcos, que codifica la informacidon de ciertos morfismos, denominados arcos. El
espacio de arcos de un esquema X sobre un cuerpo k, de manera similar al espacio

de m-jet, es un espacio tal que cada K-punto corresponde a un arco, un morfismo
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de la forma SpecK[[t]] — X para K una extensién de k. Es denotado por X, y se

define como el limite proyectivo de los esquemas de m-jets para el sistema proyectivo

formado por las proyecciones canénicas 7,, , : X,, = X,,.

1.2.1. Definiciéon y existencia de los espacios de arcos

Como establecimos previamente, un arco se define como:

Definiciéon 1.2.1

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Un arco sobre X es un morfismo de la

forma a : K[[t]] — X para alguna extensién K del cuerpo k.

En esta subseccion, probaremos que el espacio de arcos, que definiremos nuevamente,
existe como limite proyectivo. En la siguiente subseccidon, mostraremos su relacion

con los arcos.

Definiciéon 1.2.2

Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. El espacio de arcos, X,

del esquema X se define como:

Xoo = lim X,

MEZxq

para el sistema proyectivo formado por las proyecciones candnicas.

En la literatura, este espacio también es denotado como J.,(X) o Z(X).

Para mostrar su existencia y que la definicion estd bien fundada, verificaremos que el

sistema formado por las proyecciones candnicas es un sistema proyectivo.

Proposicion 1.2.3

Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. El sistema formado por las

proyecciones candnicas, {7, , : X,, = X,},<,,, €s un sistema proyectivo.
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Demostracidn. Es directo de la definicién 1.1.25 que 7, ,, es la identidad. Por lo

tanto, solo basta verificar que 7, , o 7, , = 7, , para comprobar que es un sistema

pq
proyectivo. Lo haremos utilizando la definicién equivalente, que se presenta después

de la definicién 1.1.25, como un morfismo 7,, ,(S) en los S-puntos de X,,.. Es decir,

basta probar que la aplicacién 7, ,(S) o 7, ,(S) es igual a la aplicacién 7, ,(S).

Sea x un S-punto de X,,. El S-punto 7, ,(7,, ,(x)) de X, corresponde al g-jet:

SXSpeckSpeCk[t]/(tq+1) - SxSpeCkSpeCk[t]/(tp+1) - SxSpeckSpeCk[t]/(tm+1) - X.

En otras palabras, es la g-truncacién de la p-truncacién del m-jet S xg .., Speck[t]/(t™*) —

X. Que no es otra que su g-truncacidn:
S ><Speck SpeCk[t]/(tq+1) -8 ><Speck SpeCk[t]/(tm+1) - X.

Por lo tanto, se asocian al mismo S-punto 7, ,(x). Concluyendo que 7, ,(S) o
T p(S) = T g(S).
Mostrando que es un sistema proyectivo. O

A pesar de tener un sistema proyectivo, la categoria Sch/k no contiene todos sus

limites proyectivos. Sin embargo, existe si los morfismos del sistema son afines.

Proposicion 1.2.4

Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. Los morfismos de proyeccion

canonica 7, , : X;, = X, son afines.

./ _ . . . . _ -1
Demostracién. SeaX = | J; U; un cubrimiento de abiertos afines. Luego, X p = U un o)
es un cubrimiento de abiertos afines porque 7, es un morfismo afin (ver la proposi-
cién 1.1.31). Para probar que 7,, , es un morfismo afin, basta probar que los esquemas

n! (m~1(U,)) son afines. Como es un sistema proyectivo: , o 7, , = 7, (ver la
m,p p

p © Tmp
proposicién 1.2.3), se concluye que ﬂ;lp(ﬂigl(Ui)) es el abierto afin 7' (U,). O

En particular, el limite proyectivo del sistema existe, y sus morfismos de proyeccion

X .
los denotamos por 7, | : Xeo = Xy
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

1.2.2. Los espacios de arcos como representantes

De manera similar que los esquemas de m-jets, los espacios de arcos son el repre-
sentante de cierto funtor contravariante, F,. Este funtor nos permite codificar la

informacién de los arcos y sus familias sobre el espacio.

Definiciéon 1.2.5

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Se define el funtor contravariante

FX :Sch/k — Set como:
F,(Z) = Hom(Z X gpeci Speck([[¢]],X),

donde ?SPeC x s la completacién formal sobre Z X, {0}

Cuando el esquema X es claro por el contexto, lo denotamos simplemente como
F.

El espacio de arcos se define, en general, y no solo para los esquemas de tipo finito
sobre un cuerpo k, como el representante del funtor F._. Nos basta nuestra definicién
como limite proyectivo para el contexto de singularidades, ya que estamos interesados
en el caso en que X es una variedad algebraica sobre un cuerpo k. En particular,
cuando X es una variedad singular o cuando es el espacio de una resolucién de
singularidades.

Al reducirnos al caso afin, obtenemos el siguiente isomorfismo natural:
F,, |ags, (SpecA) = Homgg, i (SpecA[[ ]],X),

para todas las k-dlgebras A.

Proposicion 1.2.6

Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuerpo k. El espacio de arcos de X,
X oo, €5 el cuasi-representante del funtor F, |, , €s decir, existe un isomorfismo
natural:

Hom(SpecA[[t]],X) = Hom(SpecA, X ),

para todas las k-dlgebras A.
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Demostracion. Sea A una k-dlgebra. El resultado se sigue de las siguientes equivalen-
cias:
Hom(SpecA[[t]],X) = Hom(lim SpecA[t]/(t™1),X)

~ 1: m+1

= h(_mm Hom(SpecA[t]/(t™),X)
= h(an Hom(SpecA, X,,)

= Hom(SpecA, lii‘lme)

= Hom(SpecA, X ).

O]
Aquella proposicién nos permite deducir que los arcos a : K[[t]] — X estdn en

correspondencia con los K-puntos de X .,

Observacion 1.2.7. En general, para un esquema Z sobre k, se define Z[[t]] =
h'_r)n (Z X speck Speck[t]/(tm“)). El limite existe, y es Z[[t]] =Z ;ZSpeck Speck[[t]]
donde X es la completacién formal sobre Z x {0} del producto fibrado.

Adaptando la demostracién anterior, existe un isomorfismo natural:
Hom(Z[[t]],X) = Hom(Z,X,),

para todos los esquemas Z sobre k.
Por lo tanto, el espacio de arcos, X ., es el representante del funtor FX .

Desde este punto de vista, podemos describir los morfismos de proyeccién, % _
Xoo — X, utilizando el funtor de puntos:

Sea X un S-punto de X,. Seaa : S QSpeck Speck[[t]] — X su arco asociado.
Se define nﬁo’m(y) como el S-punto de X, correspondiente al m-jet S Xgpe .k

Speck[t]/t™! — X determinado por el siguiente diagrama conmutativo:

moatl <
sxzjzoajt < | Spro :

S ><Speck SpeCk[ ]/(tm+1) — S ><Speck SpeCk [t]]

De esta manera, definimos la transformacién 7 (8): Yo (S) — X,,(S) natu-
ral sobre los esquemas S sobre k. Por el lema de Yoneda, Nat(X . (—),X,,(—)) =
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Hom(X ., X,,), le corresponde un tinico morfismo, y es n)éo’m 1 Xoo = X,

Un morfismo de proyeccién destacado es el siguiente:

Definiciéon 1.2.8

Sea X un esquema sobre un cuerpo k. Se define el morfismo de proyeccion

Lk X . X
canonica 7 : X, — X como 7 ,

Para un punto x € X,,, su imagen m’_(x) se describe de la siguiente manera: sea
a : Speck(x)[[t]] = X el arco correspondiente al punto x. Consideremos el 0-jet

Speck(x) — X determinado por el siguiente diagrama conmutativo:

QG et/
Speck(x) — Speck(x)[[t]]

\)l

Este define un x(x)-punto de X. El punto 7%_(x) es su punto subyacente, es decir, la
imagen de Speck(x) — X. Este punto también lo denotaremos por a(0) por ser la

imagen de su tnico punto (0).

Proposicion 1.2.9

El morfismo de proyeccién candnica, ¥_, es sobreyectivo.

Demostracion. Sea p un punto de X. Sea Speck(p) — X su x(p)-punto asociado.

Componiendo por el morfismo constante x(x) — x(p)[[t]], obtenemos un arco:

B Speck(p)[[t]] = Speck(p) — X.

Sea x el punto subyacente al k(p)-punto de X, asociado a 3.

Luego, el arco f3 se factoriza por el arco asociado a x, que denotamos por a, de la

siguiente manera:

B : Specx(p)[[t]] — Speck(x)[[¢]] = X
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1 Los esquemas de jets y los espacios de arcos

Concluyendo que a(0) = 3(0) = x.

Recordemos que 7% _(x) = a(0). Por lo tanto, existe un punto x € X, tal que

¥ (x) =p. O
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2 Grafos de componentes de Jets

El estudio de los esquemas de jets ha demostrado ser una herramienta fundamental
en la geometria algebraica moderna, particularmente en la teoria de singularidades.
Las componentes irreducibles de los esquemas de jets de una variedad singular no
son meros objetos algebraicos, sino que codifican informacién profunda sobre la
geometria de sus resoluciones de singularidades y la naturaleza estructural de la
singularidad misma.

Para extraer y visualizar esta informacidn topoldgica y geométrica, introducimos el

concepto de grafo de componentes de jets.

Definicion 2.0.1: [Mou23]

El grafo de componentes de jets de una variedad algebraica S es un grafo

dirigido, nivelado y con pesos, que se construye de la siguiente manera:

= Vértices: Cada componente irreducible de los esquemas de jets S,, (para
m > 1) se representa como un vértice v; ,,. El subindice m indica el nivel
del vértice en el grafo.

= Aristas: Se traza una arista dirigida desde un vértice del nivel m + 1,
digamos v; .1, hacia un vértice del nivel m, v; ,, si el morfismo de

truncamiento natural 7, ,, : S;,4; — S, induce un morfismo dominante

entre las componentes irreducibles correspondientes.

= Pesos: Cada vértice estd pesado (o etiquetado) por la dimension geomé-
trica de la componente irreducible que representa.

La topologia de este grafo es un invariante sumamente fino de la singularidad, como
lo demuestran los siguientes resultados recientes:
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2 Grafos de componentes de Jets

Proposicion 2.0.2: [Moul7]

Dos superficies téricas normales son isomorfas si y solo si tienen el mismo grafo

de componentes de jets.

Proposicion 2.0.3: [CM21]

Sea (S, 0) una singularidad de hipersuperficie cuasi-ordinaria de dimension 2.
Un subgrafo candnico del grafo de componentes de jets de (S, 0) determina su

tipo topoldgico incrustado, y viceversa.

2.1. Esquema de jets de variedades singulares

Sea X una variedad algebraica. La geometria del esquema de jets X,, de orden m
sobre X puede ser entendida analizando su comportamiento sobre el lugar regular y

suave de la base. En particular, tenemos la descomposicién natural:
X =7 (XT8) U -1 (Xe8), (2.1)

donde m,, : X,, — X es el morfismo de proyeccién natural, X*"¢ es el lugar singu-
lar de X, y X" es su lugar regular. La clausura de Zariski n—!(X8) se denomina

frecuentemente como la componente principal (o componente general) de X,,.

El comportamiento de los esquemas de jets sobre variedades lisas es bien conocido y

estructuralmente simple, lo cual fundamenta el analisis de la ecuacion (2.1):

Proposicion 2.1.1: [Mus01b]

Si X es una variedad algebraica de dimensién r sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado, y, si X es no singular, entonces su esquema de m-jets, X,,, €s un
fibrado localmente trivial con fibra A™™ sobre X. En particular, X,, es irreducible

y tiene dimensién (m + 1)r.

Cuando X es singular, X,, ya no es necesariamente irreducible, y las componentes

extras provienen de 7' (X®"8) puesto que 7' (X™#) = X'*8. Mustatd establece un cri-
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2 Grafos de componentes de Jets

terio preciso para determinar la irreducibilidad en el caso de intersecciones completas

locales:

Proposicion 2.1.2: [Mus01b]

Si X es una variedad localmente de intersecciéon completa de dimensién r
y m es un numero entero positivo, entonces su esquema de m-jets, X,,, es

irreducible si y solo si

dim ﬂ;I(XSing) <(m+1)r.

2.2. Jets por derivadas formales

Para llevar a cabo cdlculos explicitos de las componentes irreducibles, es indispen-
sable una descripcidén algebraica de los esquemas de jets en términos de ideales y

derivaciones.

A lo largo de este capitulo, asumiremos que k es una extensién del cuerpo de los

numeros racionales Q.

Sea B un conjunto finito de variables y consideremos el anillo de polinomios k[v],cz.
Sea f € k[v],c un polinomio. Al reemplazar las variables v € B por series formales
de potencias en una variable t, es decir, v(t) = v+ v, t +v, t?+..., podemos expresar

f como una serie formal en t:

fFO)=FO+fD 4 @24 534

donde los coeficientes f(™ pertenecen al anillo de polinomios k[v; | !5 _.].

.....

Sea X = Speck[v],cp/I un esquema afin, donde I es un ideal. Para todo entero m > 0,
recordemos de la proposicién 1.1.21 que su esquema de m-jets, X,,, se define, salvo

isomorfismo, como:

..... m]
X = SpeC((f(O)’ .. ,f(m))fel) .

Definimos I como el ideal generado por los coeficientes {f ) | f € I} para todo

u > 0. Consecuentemente, el ideal que define al esquema de m-jets se denota como:

I,=10+1W4...4 1™ para todo m > 0.
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2 Grafos de componentes de Jets

Por lo tanto, la representacion algebraica del esquema de m-jets de X es:
k[v; | 155
Xm:Spec( [ |Il o,..., m])

Notemos que si f4,..., f, conforman un conjunto finito de generadores del ideal I,

entonces el ideal I,, esta finitamente generado por fl(o), s £ © .. fl(m), . fs(m).

2.2.1. Derivadas de Hasse-Schmidt

La operacién que asocia a cada f el polinomio f™ se formaliza mediante la teoria

de derivaciones de orden superior de Hasse-Schmidt.

Proposicion 2.2.1

Sean f,g € k[v],c5. Entonces, para todo u = 0,1,2,..., se satisfacen las

siguientes propiedades:
1. Linealidad: (f + g)W = f® 4 g,
2. Regla de Leibniz generalizada: (f ) = Zi+j=uf D g,
3. Anulacién en constantes: Si u > 1, entonces ¢*) = 0 para todo ¢ € k.

4. Término inicial: El polinomio f(© es el resultado del cambio de variables

de v por v, en f.

5. Variables simples: v(¥) = v, para toda variable v € B.

Demostracion. Solo demostraremos la regla de Leibniz generalizada. Su demostracion

se obtiene de la siguiente cadena de igualdades:

FB)=fOg®) =P+ Ve +.)gP+gMet+..)
= Z FOGU) giti

1,J€Zxq

= Z (Z f(i)g(j))tu.

LLEZZO i+j=u
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Ejemplo 2.2.2. Consideremos la singularidad plana dada por f = y® — x2.
Desarrollando la serie f(t) = y(t)® — x(t)?, obtenemos los polinomios de

jets:

fO)=y5—x;
+(3y2yr —2xox;) ¢
+ (3)’0)’12 +3y§y2—xf—2xox2) t?
+ (}’f +6Y0Y1Y> +3J’§}’3 — 21Xy — 2X(X3) £
+ (33/12}’2 +3}’oy22 +6Y0Y1Y3 +3y§y4—x§—2x1x3 — 2x9x,) t*
+ (3J’1y22 +3J’12.)’3 +6Y0Y2Y3+6Y0Y1Y4 +3J’§J’5 — 2XyX5 — 2X, X4 — 2XX5) t°
+ ...

Cada uno de los términos entre paréntesis corresponde a (@, f1) @

respectivamente.

Para potencias puras, la derivada de Hasse-Schmidt puede calcularse mediante fér-

mulas combinatorias explicitas.

Proposicion 2.2.3

Para toda variable v € B, y para todo par de enteros £ > 1 y u > 0, se cumple

0!
W) — %, %
(v = E ZSEEER AR

Lo !
den, Gol !

que:

donde el conjunto A, , se define a partir del conjunto P, , de particiones orde-

nadas de u de longitud ¢:

o ¢ +..tpe=
Pu,e L {(pl; '”JpZ) € ZZO p}hﬁ...?p[u}s

— u+1 (P15-:Pe)EP
AU,E T {(ao’ e au) € ZZO Pl+..+¢Pl=ay+aq+...+a,q"€Z[q] f *
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Demostracion. Aplicando repetidamente la regla de Leibnitz generalizada,

(vHw

i+p[ =u

i+pe=u j+pe_1=i

Jj+pe—1tpe=u

p1+...+pp=u

p1t+...+pp=u

p1+...+pp=u

Z V(Pl)...

Z (v Dy )
Z Z (vE2) Dy Pea)y (po)

Z (vE2) Dy ey (o)

i)

Z Vo Vi

p1<...5py
0
— ﬁ 1 ceey
p1t+..tpy=u ao' e au'
pP1<...<py
al Ay _
Vit vt =y vy,
Z 2! a
— ﬁvoo oo vl?u-
ach,, Agl Al

donde S, es el grupo de permutaciones de { elementos.

Z #{(PU(D, -..,pa(e)) lo e SIZ} Vy,

Ay
u

b

Ejemplo 2.2.4. Calculemos explicitamente el término (y*)®. Las particiones
de u =5 en £ = 3 partes, sus polinomios generadores, el monomio resultante y

el coeficiente multinomial asociado se resumen en la siguiente tabla:

P5,3

As 3 (Polinomio en q) Monomio Coeficiente

(1,2,2)
(1,1,3)
(0,2,3)
(0,1,4)
(0,0,5)

ql +2q2

2q' +¢3
q0+q2+q3
¢ +q' +q*

2q° +q°

Y1V
Yi¥s
YoY2)Ys
YoY1Ya
Y3¥s

3

1121 3
3
211 T
3!
i T 6
31
i
3
2110 T 3
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2 Grafos de componentes de Jets
Sumando todos los términos, recuperamos el polinomio:

() =3y,¥2 +3y2y3 + 6Y0Y2Ys + 6YoY1Ya+ 3¥2Ys.

2.2.2. El operador diferencial hs

La determinacidn explicita de las componentes irreducibles de X,, (y por ende, de
los vértices y aristas del grafo de componentes de jets) requiere calcular los primos
minimales asociados al ideal I,,. Dado que el cdlculo directo de bases de Grobner
para estos ideales resulta computacionalmente exhaustivo a medida que m crece,

resulta imperativo desarrollar un enfoque algoritmico mas eficiente.

Como aportacion metodoloégica original de este trabajo, introducimos los operadores
diferenciales hs y hq. Estas herramientas permiten generar, evaluar y controlar los
corrimientos de indices de las derivadas de Hasse-Schmidt de manera recursiva,
eludiendo la explosién combinatoria del cdlculo directo.

Sea M un monomio en el anillo k[ v, | /5§ 1 5. ]. Existe un entero £ > 1 suficientemente

grande tal que para toda variable v € B existe una tupla a(v) := (a;(v),...,a,(v)) €

Zt , que permite expresar M como:

M = l_[V:‘lxl(V) L vlf”(v).

VEB

Definimos el coeficiente combinatorio del monomio, c¢(M), como:

(al(v) +- 4 ag(v))!
c(M):= l_[ ' —
LI e,
Consideremos la derivacién D(M) := Y, _, Zf:o %vm. Al aplicar D a M, obtenemos
una combinacién lineal de monomios distintos a pares Mj, ..., M, :

n

D(M)=cM,, conc,€Z\{0}.
k=1

Definimos ademas p(M) como el numero total de variables v; (con i > 0) que apare-

cen con potencia a;(v) positiva en M. Con estos elementos, definimos el operador
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2 Grafos de componentes de Jets

fundamental hs aplicado a un monomio M como una correccion de los coeficientes
de D(M):

C(Mk)
0D = s .

Extendiendo hs de manera lineal al espacio de polinomios y asumiendo hs(c) =0

para todo ¢ € k, obtenemos un endomorfismo k-lineal sobre k[v; | /5§15 .

Ejemplo 2.2.5. Evaluacion directa de hs:

1. hS(XfJ’O +y3) = %xfxz)’o + %Xflﬁ + Y4

2. Comparacién entre hs y la derivacién D:

Operador hs Derivacion D

hs(x2) = 2xx, D(x2) = 2xox;

hs(2xgx1) = x2 + 2xx, | D(2xx;) = 2x7 + 2xX,

La gran utilidad de este operador radica en que genera la sucesion de derivadas de
Hasse-Schmidt iterativamente:

Proposicion 2.2.6

Sea f € k[v],<z. Entonces, f(© es el polinomio resultante de sustituir en f cada
variable v por v,. Ademds, los términos f), f® ... se obtienen aplicando

iterativamente el operador hs:

fW=hs'(f®), paratodou> 0.

Ejemplo 2.2.7. Recordemos del ejemplo previo que, para f = y> — x2, tenia-

mos:
@ =3y,y2+3y2y,— x> —2x0x,,

f®= }’f +6Y0Y1Y> +3y§y3—2x1x2—2x0x3.

Utilizando la proposicién y aplicando la linealidad del operador, comprobamos
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que hs(f@) = f©®.

hs(f ) = hs(3yoy? + 3y2y, — x2 — 2x0x,)
hsuﬁyf) hS(yg}Q) hs(xf) hS(fgxz)

=3(2y7 + yoy1Y2) 3 Voy1ya + ¥2y3) — (x1x3) —2 (315 + x03)

= J’f +6Y0Y1Y2 + 3.)’3}’3 — 2X1X5 — 2XX3.

2.2.3. El operador con pesos hq

Para controlar la evaluacién en subvariedades singulares (por ejemplo, evaluando
X, = 0), es util introducir una variable auxiliar q que registre los desplazamientos de

los indices de las variables.

Definimos el operador hq : k[v; | }512..1[q] — k[v; | 1<512..][q] como la tnica

extensién k-lineal de hs que satisface:

1. hq(f)=hs(f), para todo f € k[v; | }lze(l);,l,z,... .

vEB

2. hq(qf) = f, para todo polinomio f € k[v; | {551.2...1[q]. Es decir, el operador

disminuye una gq.

Este operador permite realizar evaluaciones anidadas y corrimientos de indices

algebraicamente controlados, como establece la siguiente identidad:

Proposicion 2.2.8

Sea f, € k[v,],c5- Para todo entero u > 0 y una variable elegida x € B, se

cumple la siguiente identidad de evaluacién:

hsu(f0)|xo=0 = hq" (f0|xo=qxo |5—)

S41g=0’

donde S_ es la sustitucién de desplazamiento de los indices a la izquierda
{31 = xg, X, = X7, X3 =1X5,...} S, es la sustitucién de desplazamiento de

los indices a la derecha {...,x3 = X, Xy = X3, X; = X3, Xg = X;}.
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Demostracion. Recordemos que la serie formal de un polinomio f se relaciona con el

operador hs por la siguiente igualdad:
FO)=FfO+hrs(FOYt +hs?(FO) e+ ...,

donde el polinomio f© es el resultado del cambio de variables de v por v, en f.
Por la linealidad, podemos asumir que f es un monomio.

Como x, = 0, tenemos que:
x(£)=t(x; + x5t +x5t2+..).

Sea a el grado de x en el monomio f, es decir, x® aparece en f con a maximal.
Aplicar el desplazamiento de los indices a la izquierda es equivalente a sustituir la

variable x por la serie formal:
x(t) =t(xg+x, t+x,t%+..).
Si aplicamos esta sustitucidn, entonces
FO)=fFOt" +hs(FO) " + hs®(F D) £ + ...

Concluyendo que:
hs"(f Ol p=0 = hs“*(f @)L, -

definiendo hs"~(f) =0 cuando u—a < 0.

Finalmente,
hs"(f ) yy=0 = Bs"*(F Pl )ls,

= hqu(qaf(0)|s_)|s+|q=0
= hqu(f(O)lxoquols,)ler |q:0'

Concluimos el resultado por la linealidad de hs, hq y las sustituciones.
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2 Grafos de componentes de Jets

Ejemplo 2.2.9. Evaluemos el término para f, = y3 —x¢ en el nivel u = 2:

Evaluacion directa de hs Método del operador hqg

2

hs*(fo) = Yoy} +3Yay2— %] —2x0%, | hg*(@y3 —a*x3)|5, = qy] — X

0

hs*(fo)lxo=0 = —xf hqz(qsyg - q2x§)|s+|q=0 = —Xf
Yo=!

2.3. Ejemplos con hipersuperficies singulares

Supongamos que conocemos la descomposicion en componentes irreducibles en el
nivel m, es decir, el radical del ideal I,, se descompone como la interseccién de ideales

primos minimales:
VI, =P Nn---NP,.

Geométricamente, esto equivale a la descomposicién de X,, = V(P,)U---UV(P,)
en componentes irreducibles. Para pasar al nivel m + 1, empleamos propiedades de

V Im+1 = % Im +I(m+1)
= \/\/Eq- A/ [(m+1)
:\/(plm...mpn)+ v/ [(m+1)

= /(P + L)) N+ N (P, + 10n+D)

= /P, +I1mDN...n /P, + [(m+D),

radicales:

2.3.1. Ejemplo de la cuaspide

Apliquemos la maquinaria de los operadores hq y hs, junto con los radicales iterados,
para estudiar los jets concentrados en la singularidad de la ctispide plana X definida

por f = y5 —x2.

Nuestro objetivo es analizar la fibra sobre el lugar singular, es decir, el espacio
n;l (X5"8). Dado que la tinica singularidad se encuentra en el origen, evaluaremos

iterativamente en (x,, ¥,) = (0,0).
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2 Grafos de componentes de Jets

Para rastrear el término dominante (el generador principal del ideal en cada nivel)
empleamos una filtracion con la variable auxiliar g, donde asignamos pesos s,,s, de
modo que realizamos la sustitucion v, = ¢*v; ,;. En la siguiente tabla registramos
el nivel u, la accién del operador hq“, los desplazamientos y la estabilizacion via la

Proposicién 2.2.3:

u|vog=q»v, . |s, s, |Término desplazadoS, | q =0 v/Ideal de la componente
0| ¥5—X 0 0|y —x Yo = %o (o — o)
0|¢ys—xy |1 1 |¢%;—q; 0 (0, o)
L@®ys—qxg |1 1|y —qx} 0 (X0, Yo)

2| qys—x; 11| qy;—x3 —x3 (0 Y0, X1)

2| qys—a’x; |1 2 |qy;—q¢x; 0 (X0, Yo, X1)

3| yo—axg 12 |y)—qx] yi (X05 Y0, X1, Y1)

3| ¢ys—ax; |2 2 |dyi—qx; 0 (0 Y0, X1, Y1)

4| ¢®y —x3 2 2| qy;—x] —x5 (X0, Yo» X1, Y1, X2)

41 Pys—a*xg |2 3 |qy;—q*x] 0 (X0» Y05 X1, Y15 X2)

5| qy5—qx; 2 3 |qy;—qx] 0 (X0, Yo» X15 Y1, X2)

6 | Yo —Xg 2 3 |yj—x} Yy =5 | (X0, Yor X1, Y15 X2, ¥ — X3)

Centrdndonos exclusivamente en la fibra sobre el origen (donde radica la singula-
ridad), el ideal base es \/18 = (X, Y,)- Utilizando la técnica descrita en la tabla,
deducimos inductivamente los ideales ,/I° que definen a 7 '(0) en el nivel de

m-jets:

\/E: (X0, Y0)

VIO = (x0, ¥0)

\/Iz) = (X, Yo, Xx1) (por la aparicién de —xf enu=2)
VI8 = (x0, Yo, x1,31)  (por ¥} enu=3)

\/IT?: (X0, Yo, X1, ¥1,X2)  (por —XS enu=4)

\/E: (X0> Y05 X1, Y15 X2)

0 _ 3 2 4 ; .
\/ Ig = (X0, Y0, X1, Y1, X, ¥, —X3) (la ecuacién reaparece con indices desplazados)
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2 Grafos de componentes de Jets

Este andlisis evidencia un fendmeno fractal de los esquemas de jets: la estructura de

la singularidad original reemerge en el jet m = 6 como yg’ — x§ modulo el radical

previo.
m | Ideal sobre el origen m Generadores | Variables | Dimension | r(m + 1)
0 (%0, ¥0) 2 2 0 1
1 (0, ¥0) 2 4 2 2
2 (%05 Y05 X1) 3 6 3 3
3 (X0, Y0, X1, ¥1) 4 8 4 4
4 (X0, Yo, X1, Y1, X2) 5 10 5 5
S (X0, Y0, X1, Y15 X2) 5 12 7 6
6 | (xo,Y0,X1,¥1, X0, Y5 —X2) 6 14 8 7

De acuerdo con el criterio de Mustata (Proposicion 2.1.2), el esquema de m-jets es

irreducible si y solo si la dimensién de la fibra singular es estrictamente menor que

r(m + 1). Observando la tdltima columna de la tabla, vemos que para todo m > 1,

dim n;l(O) > m+ 1. Por lo tanto, el esquema X,, tiene mas de una componente

irreducible a partir del nivel 1.

Para capturar la componente principal (es decir, la clausura 71(X™¢)), debemos

saturar el ideal del jet respecto al ideal que define la singularidad, J = (x,, ¥,)-

Recordemos que la saturacién de un ideal I respecto a J se define como I : J*° =

{f|3k>0,fJkCI}.

Denotando como HT(T?’O) al ideal generado por los m primeros jets de la ecuacién,

.....

niveles se expresa explicitamente como:

VIe= (2 —x2)

ﬂ:;l (Xsing)

7 (Xreg)
A

—
\/I_l = (X0, Yo) N \/Hgo’o) : (X0, ¥0)®

VI, = (x0, Y0, %1) N \/Héo’o) : (%0, ¥0)™°

V15 = (X0, Yo, %1, ¥1) N \/Héo,o) 2 (X0, ¥0)*

VI, = (X0, Yo, X1, Y1, %) N \/HL(LO,O) : (X0, ¥0)™°
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0,0 oo
VIs = (X0, Y0, X1, Y1, %) N \/Hz(; ' (%0 Yo)

\/I_(s = (XO:}’o,th’l,xz;J’; _Xg) N \/HéO’O) : (XO’yO)OO

Por lo tanto, su grafo es el siguiente:

3 33333333333
—x—\gooo\lmkljl-l-bwr\)—‘o

Figura 2.1: Grafo de componentes de jets hasta nivel m = 15 de la ctispide.

2.3.2. Ejemplo de singularidad de tipo A,

Para demostrar la sensibilidad del grafo de componentes de jets como invariante
topoldgico y la eficacia computacional de nuestros operadores al sistematizar heu-
risticas tedricas, analizaremos la superficie definida por f = xy + z*. Esta variedad
posee una singularidad aislada en el origen, clasificable topolégicamente como una

singularidad de tipo A;.

A diferencia de las singularidades mas simples, observaremos cémo el operador revela

bifurcaciones sucesivas y solapamientos en las ramas del espacio de jets. Realizamos
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2 Grafos de componentes de Jets

el andlisis sistemadtico sobre la fibra excepcional 71';11 (X5™8), es decir, evaluando en el

Origen (XO: Yo, ZO) = (O} O’ O)

Niveles iniciales y primera bifurcacion:

Nivel u | Término desplazado S, m
0 XoYo t 23 (X0, Y0, 20)
1| gy +q° (X0, Yo, %)
2 X1y, + qzzf (0> Y05 205 X1Y1)

En el nivel m = 2, el ideal emergente contiene el producto x;y,. Dado que estamos
en un anillo de polinomios (dominio de integridad), este ideal no es primo y la

componente geométrica se escinde en la intersecciéon de dos ramas:

(X0, Y0, 20> X1¥1) :£XO:yO:ZO7 Xllﬂgxo,)’o,%:)ﬁ)

NV VT
Rama x;=0 Rama y;=0

A partir de este punto, el algoritmo se ramifica y debemos evaluar las derivadas de

Hasse-Schmidt iteradas sobre cada rama de manera independiente.

Analisis de la Rama (x; = 0):

Nivel u | Término desplazado S, I8
2 x1y1 +qz; (X0, Y0, %05 X1)
3 X2Y1 +qu (X0, Y0, 20> X1, X2Y1)

Nuevamente, en m = 3 emerge un producto cruzado, forzando una segunda bifurca-

cién de esta rama:

(X0, Y05 20, X1, X2¥1) = (X0, Yo, Z0> X1, X2) N (X0, Y0, %05 X1, Y1)

Analizando cada uno de estas nuevas subramas hasta el nivel m = 4, obtenemos:

Sub-rama (x; = 0,x, =0):
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2 Grafos de componentes de Jets

Nivel u | Término desplazado S,

IO

m

3 X2 Y1 +qu (X0, Yo, 20, X1, X3)

4 4
4 X3Y1 +Zl (xOJyO)ZOJXIJXZ)XByl +Zl)

Sub-rama (x; =0,y, =0):

Nivel u | Término desplazado S,

VI,

(XO’yO:ZO:nyl)

3 X1 +qz;

4 X2Yo '*‘Zf (X0> Y0520, X1, Y1, X2 Yo +Zf)

Analisis de la Rama (y; = 0):

Retomando la bifurcacién simétrica original del nivel m = 2, evaluamos ahora con la
restriccion y; = 0:

Nivel u | Término desplazado S,

VI

(X0, Y0, %0, Y1)

2 x1y1 +q°=;

3 X1Y2+qu (X0, Y05 20> Y1, X1Y2)

Descomponiendo el ideal generado en m = 3:

(X0, Y0, 20> Y1, X1Y2) = (XO:J’O:ZO;J’bxlln(xo:J’o:Zod’l:J’z)

Ya estudiado arriba

Vemos que una de las ramas generadas es (x;, y;), la cual coincide exactamente con
la sub-rama obtenida en el caso anterior. Geométricamente, esto significa que las

componentes irreducibles se entrelazan. Evolucionando la nueva sub-rama (y,
0,y, =0) al nivel m = 4:

Nivel u | Término desplazado S,

VI

(XO: Y0520, V1> .y2)

3 X1y, +qzt

4 X1y +2] (X0, Y0s 20, Y15 Yo, X1¥3 + 27)
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2 Grafos de componentes de Jets

Resumen de Componentes Excepcionales:

Sintetizando los cdlculos, la descomposicidn primaria de la fibra sobre el origen para
los primeros 4 niveles de jets es:

Nivel m | Descomposici6n de la fibra 4/I°

0 (xo,J’o:Zo)

1 (X0, Y0, 20)

2 (X0> Y0520, X1) N (X0, Y0, 20> Y1)
3 (X0, Y05 20, X1, X2) N (X0, Yo, 205 X1, ¥1) N (X0, Y05 Z0> Y15 ¥2)
4 (X0, Yo, 20> X1, X2, X3Y1 +Z?) N (Xg, Yo, 20> X1, Y1, X2 Y2 + Zf) N (X0, Y0, 205 Y15 Y2, X1Y3 +Z?)

Con ella, construimos la tabla con los numeros de dimensiones necesarias para aplicar

el criterio de Mustata (Proposicién 2.1.2):

Nivel m Generadores Variables Dimensiéon r(m +1)

0 3 3 0 2
1 3 6 3 4
2 4 9 5 6
3 5 12 7 8
4 6 15 9 10

Concluyendo que los esquemas de jets asociados a f = xy + z* son irreducibles.

Sin embargo, si solo consideramos el grafo sobre el lugar singular, obtenemos que
solo hay 3 componentes a partir de m > 4 por el hecho de que son desplazamientos
de xy +z*.

Por lo tanto, su grafo es el siguiente:
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2 Grafos de componentes de Jets

[ | I | I || 1]
_ =20 oo NOOUT A~ WDN - O

33333%333333

Figura 2.2: Grafo de componentes de jets sobre el lugar singular hasta nivel m = 15

de una singularidad de tipo A;.

2.4. Conclusiones y perspectivas

computacionales

A lo largo de este capitulo hemos evidenciado como transitar desde la definicién
topoldgico-abstracta de los esquemas de jets hacia su determinacién algebraica expli-
cita. El obstaculo fundamental en el estudio de estos esquemas reside en la explosién
combinatoria inabordable del cdlculo de bases de Grobner y descomposiciones pri-

marias para ideales de Hasse-Schmidt iterados.

El desarrollo e introduccién de los operadores formales hs y hq presentados en
este trabajo constituyen un esfuerzo riguroso por sistematizar y algoritmizar las
heuristicas de cdlculo manual presentes en la literatura especializada. Al condensar
matematicamente estas técnicas, hemos logrado ilustrar de forma transparente la
emergencia de componentes excepcionales, la bifurcacién fractal de los grafos en

singularidades aisladas (como la ctspide y A,).
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2 Grafos de componentes de Jets

A pesar de la eficacia de esta formalizacidn, el estudio global de los grafos de com-
ponentes de jets permanece como un fértil problema abierto. Un desafio inmediato
para trabajos futuros consiste en la implementacién computacional nativa de los
operadores hs y hq en sistemas de dlgebra computacional como SageMath, Singular
0 Macaulay2. Asimismo, la generalizacién de estas metodologias algoritmicas para
calcular grafos de jets en variedades que carecen de la propiedad de interseccién com-
pleta local, y para las cuales el criterio cldsico de dimensidn requiere sofisticaciones,

representa la siguiente frontera natural en este drea de investigacion geométrica.
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