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Los items (a) y (b) corresponden a 30 puntos cada uno, y el item (c) a 40 puntos.

Problema 1 (100 puntos)

El objetivo de este problema es calcular, mediante el Teorema de los residuos, las integrales reales

2 eos(t) cos(sin(t) — t) 27 oW sin (sin(t) — ¢)
A= / it y B= / dt.
0 5 — 4 cos(t) 5 —4cos(t)

Para ello, sea
z

2(222 —52+2)°

(a) (30 pts) Determine todos los puntos de C donde f no es holomorfa, clasifiquelos (singularidad aislada, polo de orden
a determinar, o esencial) y calcule el residuo de f en cada uno de ellos.

f(z) =

(b) (30 pts) Usando el Teorema de los residuos, calcule

/ NRCTE L £(2) dz,

donde 7 es el borde del rectangulo de vértices i —4,3—4,3+1iy i + 4, recorrido en sentido antihorario.

(c) (40 pts) Usando la parametrizacion z(t) = e de I'(0, 1), con ¢ € [0, 27], verifique que

/ f( ) p /271' ecos(t) ei(sin(t)—t) J
2)dz = —1 —_—— dt,
r(o,1) 0 5 — 4 cos(t)

y deduzca de (b) los valores de A y B.
Indicacion: Note que si z = €' entonces z + 1 = 2cos(t). Ademds, 22> —5z+2 =2 (2(z+ 1) = 5) si 2 #0.

Solucién: Para (a) como 222 — 52+ 2= (22 — 1)(z — 2), el denominador v(z) = 2 (222 — 52 + 2) = 223 — 522 + 22 se anula

soloen z = 0, z = y z = 2, y luego f es holomorfa en C\ {0, 2,2}. Ademas v'(z) = 622 — 10z + 2 verifica v'(0) = 2,
v’(%) = —% yv'(2) = 6 i.e., los tres ceros de v son simples, y como e* # 0, los puntos 0, % y 2 son polos simples de f. Asi,
la regla Res(%, z) = ,((Z‘Z))) con u(z) = e* da!
1 el/? 2\/e e?
Res(f,0) = 3 Res(f,%) = 35 == Res(f,2) = e

Para (b), ningan polo de f esta sobre las curvas. En el interior de I'(0,1) estan 0 y %, pero no 2, y en el interior de 7 estan

% y 2, pero no O:
F(O,l)/
I

SIS

Luego, por el Teorema de los residuos,

/F(O,l) f(z) dz = 2mi (;—2\3[> 3 (3 4v/e), Lf(z) dz = 2mi (-2*3/5+€62> _ %i(eQ—z;\/g),

Para (c), si z = e’ entonces dz = iz dt y, por la indicacion, 22% —5z+2 = 2(2(z+ ) = 5) = —2(5 — 4 cos(t)). Como ademés
e* = ewos(t)eisin()  ghtenemos
)4 et " eeos(t) gilsin(t)—t) dt ’ ecos(t) [cos (sin(t) — t) + isin(sin(t) — t)} dt
(2) dz = =i 5—4dcos(t) ' 5—4cos(t) - 5 — 4 cos(t) ’

y al integrar en [0, 27| se obtiene la identidad pedida, cuyo lado derecho es —i (A + iB) = B — iA. Luego, por (b) y como
A,BeR?

BfiA:%i(BfZL\/E), ie., A:%(zlff:s) y B=0.

L Alternativamente, Res(f, 20) = lim.—, (2 — 20) f(2), e.g. Res(f, 2) =1lim,_,1,o ﬁzm = 713//22

2 Alternativamente, B = 0 pues el cambio de variable ¢t — 27 — ¢ cambia el signo del integrando de B.



