PAUTA QUIZ 1 — CALCULO AVANZADO PARA INGENIERIA (MAT70625, 2026-2)
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NOMBRE Y APELLIDO: ROL USM:

Los items (a) y (b) corresponden a 50 puntos cada uno, y el item (¢) es un Bonus de 10 puntos.

Problema 1 (100 puntos)

El objetivo de este problema es resolver, mediante separaciéon de variables, la ecuacion de difusién con conveccidén en una
barra de largo 1 cuyos extremos se mantienen a temperatura cero, i.e.,

Ut = Uy — 3Uy en (0,1) x (0, 400), u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = g(x).
En términos fisicos, el término —3u, corresponde a una corriente de velocidad 3 que arrastra el calor hacia la derecha.
(a) (50 pts) Buscando soluciones no nulas de la forma u(x,t) = X (x)T(t), verifique que X satisface
X" —=3X"+ XX =0en (0,1), X(0)=X(1) =0,

y que T/ + AT = 0. Escriba la ecuacién en X en forma autoadjunta, identificando p, ¢ y w, y determine todos los valores
propios A, y todas las funciones propias X,,.

Indicacion: Considere la sustitucion X (x) = e3%/%Y (z).

(b) (50 pts) Escriba la solucion del problema como una serie, determine sus coeficientes en términos de g y calctlelos
explicitamente para g(x) = e3%/22(1 — z).

Indicacion: Si h(0) = h(1) = 0, dos integraciones por partes dan la formula

! /1 h" (z)sin(nmz) dz.

nw? J,

1
/ h(z)sin(nrzx) de = —

0
(¢) (Bonus) Determine la EDP y las condiciones que satisface w, donde u(z,t) = e3*/2e=9%/4w(x,t) y g es como en (b).

Solucién: Para (a), reemplazando uw = XT obtenemos XT' = (X" — 3X')T y luego, dividiendo por XT,

T'(t) _ X'(x) - 3X'(x)

T(t) X () =%

donde A es constante pues el lado izquierdo no depende de x y el derecho no depende de t. Ademas, u(0,t) = u(l,t) =0
para todo ¢ da X(0) = X(1) = 0. Notar que el factor integrante p(xz) = el (=3)dz — =37 verifica p’ = —3p y luego
p(X" = 3X") = (pX'), i.e.,

(e_ng')/ +Ae3TX =0, p(z) = w(x) = e™3%, qg=0,
y con ello las funciones propias son ortogonales respecto de (f, h),, = j;)l fhe 3% dz. Por otra parte, si X = €3*/2Y entonces
X' =223y +Y') y X" =€3/2(3Y +3Y' +Y"), de donde

X" = 3X 42X = 5/2 [9Y 43 + V" — Y — 3V’ 4 AY] = 30/2 [Y” + (/\ - g)y} .

Como €3*/2 > 0, el problema equivale a Y’ + (/\ — %)Y =0 con Y(0) = Y(1) = 0, cuyos valores propios son A — % = n2n?
conn >1,1ie.,

9
A\p = 1 +n2n2, X, (z) = e**/? sin(nmz), n>1.

Para (b), 7" + A\, T = 0 da T, (t) = e *»! y luego, superponiendo,

u(z,t) = Z e e~ (3P n2)t g32/2 sin(nmx).
n>1

Notar que || X,]|% = fol 3@ sin®(nmx) e 737 dx = 1, i.e., el peso cancela exactamente la exponencial, y con ello la condicién
u(z,0) = g determina
X 1
Cn = (9, Xn)w niw = 2/ g(z) e 32 sin(nmz) da.
X3, 0
Si g(x) = €3*/2x(1 — x), la exponencial se cancela nuevamente y basta calcular la serie de senos de h(x) = z(1 — ) en (0,1).
Como h(0) = h(1) =0y h” = —2, la indicacion entrega

1 1 "
4 4(1 - (~1
Cn = 2/0 h(z) sin(nrz) do = 22 /0 sin(nmz) dr = %7




i.e., ¢, = 8/(n37) sin es impar y ¢, = 0 si n es par.! Asi,

8 3x/2 1 —(2+(2k+1)272)t
wart) = 25 Y g ¢ T sin (@4 1)),
k>0
Para (c), si u = e3%/2¢=9/%y entonces el calculo de (a), con w en lugar de Y, da
Upy — Uy = 3%/2e /4 (wm — %w) y up = e3%/2e /4 (wt — %w) ,
i.e., los términos —%w se cancelan y w satisface la ecuacion del calor w; = w,, en (0,1). Como e3%/2e=9t/4 1o se anula, las

condiciones de borde son w(0,t) = w(1,t) = 0, y evaluando en t = 0 obtenemos el dato inicial w(z,0) = e=3%/2g(z) = z(1—z).

1Los coeficientes pares se anulan sin calcular: h(1—z) = h(z) y sin(nm(1—z)) = (—1)"t1 sin(nnz), i.e., para n par el integrando es antisimétrico
respecto de z = 1/2.



