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§48. El Lema de Jordan



Recuerdo (integrales de Fourier)

Sea f = £ con P,Q polinomios tales que deg(Q) > deg(P)+2y Q no posee
ceros reales, sean a; los ceros de Q y sea w > 0. Si z =z +iy cony >0
entonces ‘ei“’z‘ = e @Y <1, luego la integral de f(z)e™?
superior C'r tiende a 0 cuando R — +o0, y se obtiene:

sobre el semicirculo

[:O f(z) €% dx = 2mi > Res(f(2) ewz,aj) (w>0).

Im(a;)>0

Si w <0 se usa el semicirculo inferior, y la integral es —27i por la suma de
los residuos de f(z)e"* en el semiplano inferior.

+00 ezwz

=]
o o7 dr =me ™! para todo w e R.

Ejemplo: [°



El Lema de Jordan

Si deg(Q) = deg(P)+1 sélo se tiene | f(2)] < % sobre Cg, para algin K >0,
y la cota ML da % -mR =7K, que no tiende a 0. El siguiente acotamiento
es bastante atil en la practica.

Lema de Jordan

Sea w >0y sea f continua sobre Cg, con |f(z)| < Mg alli. Entonces

‘[ f(2) % dz| < EMR.

Cr w

Idea de la prueba: con z = Re’ se tiene |eiwz| = ¢ wisin(®) 'y |3 desigualdad
sin(t) > % para ¢ € [0,5] (Ejercicio) da /" e~wRsin(t) g4 < g =

En particular, si Mr - 0 cuando R — +oo, la integral sobre Cg tiende a 0.



El caso deg(Q) = deg(P) + 1

Sea f = 5 con @ sin ceros reales y deg(Q) > deg(P)+1, y sea w > 0. Sobre

Cp se tiene [f(2)| < %, luego por el Lema de Jordan la integral de f(z) ™
sobre Cp tiende a 0 cuando R — +o00, y se obtiene:

Im(a;)>0

[;w f(x)e™® dx = 2mi > Res (f(z) eiwz,aj) (w>0). J

Aqui, la integral se define como limpg_. ;o fj% f(z)e™® dx.

. . iz : :
: a , el ani £ i uperi
Ejemplo: para a > 0, el Gnico polo de 5 en el semiplano superior es

iae @ e @ +oo ge'*

. . e . L
ia, con I?eSIdUO b = 5. Asi, [ 5 dx = ime™®, y tomando parte
imaginaria: )
+oo ggin(x) a
ﬁdl’Zﬂ'B o
—c0 I+ a



§49. Polos en el gje real



Valor principal

Sea zg € R y sea f continua en R\ {z}. El valor principal de |a integral
de f es

V. p. [:o f(x)dx:= Rlirilm([:)_a f(z)dz+ /x:l f(x) dm),

e—0"

L. . . . e . .
cuando el limite existe. Si la integral [ f(x)dx converge, coincide con
su valor principal.

Ejemplo: la integral fol df no converge, dado que fel %”3 = —In(e) > +o0

cuando € - 0*. Sin embargo, como la funcién z — % es impar,
€ dx R dy +oo
=+ =Z=0 = v.p = =0.
-R € % —00 X

El valor principal puede existir aunque la integral no converja. J




Un polo simple en el eje real

Sea g holomorfa en un abierto que contiene al semiplano {Im(z) > 0}, salvo
en un polo simple 2g € R y en los puntos aq,...,a; del semiplano superior.
Para evitar xo se usa el camino de la figura, donde 7. es el semicirculo
superior de radio € centrado en xq, recorrido en sentido antihorario.

——
Cr
a2
o1
N
-R o R
Escribiendo g(z) = =%~ + h(z) con ¢ = Res(g,xo) y h holomorfa (luego

z—xo )
acotada) cerca de zq, y z = 2o + ce'* con t € [0, 7], se obtiene

/ g(z)dz=cfﬂidt+[ h(z)dz —— imRes(g, o). J
Ye 0 Ve e—>0*




Un polo simple en el eje real (férmula)

En el camino anterior 7. se recorre en sentido horario, y el Teorema de los
residuos da

xo—€ R k -
+ = 2m es(g,a; +/ - .
[R g fmg j; (9, a ) 9 ), 9

Si la integral de g sobre Cr tiende a 0 cuando R — +oo, tomando
ademas € — 0" se obtiene:

+00
V. Dp. / g(x)dx = 2mi

k
Jj=

Res(g,a;) +im Res(g, xo). J
1

Es decir, el polo xy aporta im Res(g, zp), la mitad de lo que aporta un polo
del semiplano superior.

Del mismo modo, si g posee varios polos simples en el eje real, cada
uno aporta 7w por su residuo.



La integral de sin(x)/z

La funcién g(z) = % no posee polos en el semiplano superior, y posee un
polo simple en xy = 0 con Res(g,0) = 1. Sobre Cg se tiene | ‘ = 5, luego
por el Lema de Jordan la integral de g sobre Cr tiende a 0, y la formula
anterior da

Tomando parte imaginaria se obtiene [ *°° bm(x) dx = 7 (el integrando posee
una singularidad removible en 0), y como es par

/+°° sin(x) dpo T
0 i T2 J

La parte real da v.p. [ Cos(x) dx =0, pero fl os(@) 72 no converge.

Probar que [, %dx vale Zsiw>0y -5 siw<0.




§50. Integrales con z% y con In(x)



Sea log, (z) = In|z| + iarg, (2) la rama del logaritmo definida en Q, =
C\RR*Y, donde arg, (2) €]0,2x[ (ver Clase 10). Para x > 0, sus limites por
cada lado del corte difieren en 27i:

511%1 log,.(z +id) =1n(z), (5hI(I)1+ log, (z —i0) = In(x) + 2mi.

corte

z—is) B

Sea I' el camino cerrado de la figura: dos segmentos a distancia ¢ del corte,
y dos arcos de circulo de radios € y R. Si g,d son pequefios y R es grande,
I encierra a los puntos aq,...,a; € €2, dados.
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Integrales con z¢

Sea f=+5 con @ sin ceros en [0, +oo[, y sea a € R\Z tal que -1 < a < d-1,
donde d deg(Q) — deg(P).

Con 2 := exp (avlog,(z)) se tiene, para z > 0, (z+i6)* - 2y (z—i0)* -

xo‘e%w‘ cuando § — 07, y en el limite los dos segmentos de I" aportan

/Rf(w)xadw+Laf(x)xaezﬂiadx: (1—627”“) fRf(ar)xadaf.

Las integrales sobre los arcos de radios ¢ y R tienden a 0 cuando ¢ - 0" y
R — +o0 (cota ML), y el Teorema de los residuos da:

/0+ f(x)z® da,— 2ma2Res(f(z)z aj)

donde a; recorre los ceros de Q).
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Un ejemplo con 0 < e < 1

1
1+z

Para 0 < a < 1, la férmula anterior con f(z) = y exponente a—1 € |-1,0[

da

+oo p0—1 i a1
f * dx = m — Res : ,—1).
0 l+zx 1 — e2ma 1+2

Como log, (~1) = im, el residuo es (—=1)*! = ei™(@=1) = _eim@ Jyego

+oo gl J ~27 €T 2mi
o l+zx r= 1 = e2mia ~ gima _ g-ima’
es decir:
-1
+oo & T
/ ——dr=—— para todo 0 < e < 1.
0o l+x sin(mwa)
Los residuos se calculan con la misma rama log, usada sobre I'. J
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Integrales con In(x)

Sea [ = g con @ sin ceros en [0,+oo[ y deg(Q) > deg(P) + 2, y sean a;

los ceros de Q. Sobre el mismo camino I" se integra (log, (2) — 2‘7r)2f(z).
Cuando 6 - 07, los dos segmentos aportan

f [( In(z) —ir)” - (In(x) + ir) ]f(a;) dx = —4mi f f(z)In(z) dx,
(= &
y las integrales sobre los arcos tienden a 0. El Teorema de los residuos da:

f0+oo f(x)In(x)dx = —% ;Res ((logﬁ(z) - iw)Qf(z),aj). J

71'

Ejemplo: para a >0, Ios poIos de — = son =ia, con log, (ia) = In(a) +i5
y log, (-ia) =In(a) + z . Luego

z2 + a? 2 2ia

/+oo In(z) P (In(a) —i%)Q — (In(a) ”3)2 = 7 In(a).
o 2a
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Ejercicios

@ Calcular j+dem y /‘+oo x sin(x) de.

—00 12-2x+2 —e® PTD

Q Calcular [ sin(z) 7.

—oo zp(x2+1)

© Calcular [ YT 7.

x2+1

Q Calcular [, %dm.
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Resumen

o Lema de Jordan: si w >0y |f| < Mpg sobre Cg, entonces
UCR f(z)ew? dz‘ < ZMpg. Asi, la férmula de las integrales de Fourier
vale para w > 0 si deg(Q) > deg(P) + 1.

@ Un polo simple x en el eje real aporta im Res(g, z¢) al valor principal,
+o0 sin(x) T
y .[O T dr = 2"
@ Con la rama log, se tiene

I~ )iz z’;;m 5, Res (£(2)2% ;).
® f(z)In(z)dx = -3 ZJ Res ((log,(2) —im)%f(2), a;).

Préxima clase

Ejercicios.
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Gracias por su atencion



