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§45. Funciones racionales en R



Recuerdo (Teorema de los residuos)

Teorema de los residuos

Sea I'' un camino cerrado simple antihorario y sea f holomorfa en un
abierto que contiene a I" y a su interior, salvo en los puntos aq,...,a; del
interior de I". Entonces

f f(z)dz =2mi Zk: Res(f,a;).
r A

Si zp es un cero simple de v, el residuo de % en zj es u,(zo),
v v’ (z0)

de orden m de f el residuo es %, donde g(z) := (2 — 20)™ f(2).

y en un polo



El semidisco de radio R

Sea f = g con P, polinomios tales que ) no posee ceros reales, y

sean ai,...,ay los ceros de ) en el semiplano superior. Para R > 0 tal que
laj| < R para todo j, sea Cr el semicirculo superior de radio R centrado en
el origen, recorrido en sentido antihorario.

-R

El segmento [~ R, R] seguido de Cr es un camino cerrado simple antihorario
que encierra a los puntos aq,...,ax, y €l Teorema de los residuos da

R k
[R f(a:)d;v+[CR f(z)dz=27rij;Res(f,aj).




Funciones racionales en R

Si ademas deg(Q) > deg(P) + 2, la integral [%° f(x)dx converge y la
integral sobre CR tiende a 0 cuando R — +oo (ver Clase 13). Como el lado
derecho de la identidad anterior no depende de R, se obtiene:

+oo P(x) ‘ (P )
dx = 2mi Res|—,a; ).
—° Q(:L‘) Im(%j:)>0 Q !

Algoritmo
© Verificar que Q no posee ceros reales y que deg(Q) > deg(P) + 2.
@ Determinar los ceros a; de ) en el semiplano superior {Im(z) > 0}.
© Calcular el residuo de g en cada aj, sumar y multiplicar por 27i.




Ejemplos

1

@ El dnico polo de —y 5 en el semiplano superior es i, con residuo
luego
too  dx o1
> =2m - — =,
—o x%+1 21

que coincide con [arctan(x)]i:

i /4 137 /4

@ Los polos de 4+1 en el semiplano superior son zg = e yzi=e

y por la clase anterior Res(z41+1, k) = —%’“. Como zp + 21 = iV/2,

+oo  dx . 20+ 21 . —i\/§ ™
/ =2m(— )=27m- = —.
oo zh+1 4 4 V2




Un ejemplo en [0, +oo]

2 2
a8 _ 1 rtoo g
dr =5 [ 57 dz.

2 [e8)
.z T v —_—
La funcion x = —g= es par, luego [~ 5

Los ceros de 25 + 1 son las seis raices sextas de —1, y las del semiplano

superior son ag = ™8 a1 =i y as = £i57/6
al
az o Yo a0
! \
\ ,‘
\.\ f/
Los ay, son polos simples, con Res (-~ _ % _ 1 Como a3 = a3 =i
@ P PIes, s z6+1?ak = 6&2 = Gai' Qg =0y =1
y a3 = —i,
oo ‘Tz 0 1 1 ]. i +00 fL'Q T
6 d.%':27l"l = oo qpe= || 8 = — 5 dﬂ:':—.
—o 20 +1 6: 61 62 3 0 26 + 1 r



§46. Funciones racionales trigonométricas



Funciones racionales trigonométricas

Sea F'(x,y) un cociente de polinomios en dos variables cuyo denominador no
se anula sobre el circulo 22 + 42 = 1. Sobre T'(0,1), con z = e y t € [0, 2],
se tiene dz =1z dt y

cos(t):%(er%), sin(t):%(z—l).

7 z

Definimos la funcién racional

w27 (5(+2) 3 (-3)

de modo que f027r F(cos(t),sin(t)) dt = %fF(O,l) g(z)dz. Asi:

/(;%F(cos(t),sin(t))dt:QW S Res(g,a;),

|aj|<1

donde a; recorre los polos de g en el disco D(0,1).




Un ejemplo con un polo simple

Para [ se tiene F(z,y) = 70—, y

2+cos(t)

() 1 1 2

Z2)=—- = .

g z 2+%(z+1) 224+4z+1
V4

Los ceros de 22 +4z+1 son A\, = -2 +/3, y sélo \, ~» —0,27 pertenece al
disco D(0,1).

r(0,1)

@

El punto A\, es un polo simple de g, con Res(g,A+) = WQ% = % luego

2m dt 2w
O 97Res(g, M) = =
[0 2 + cos(t) ™ Res(g, A+)

Vs




Un ejemplo con un polo doble

2 dt 0 0 . _
Para .[0 (2+C0S(t))2 se tiene, con |aS mismas raices )\i =-2+ \/§,

1 1 4z 4z

9(2) =7 (2+1(2+1)) T (RHdzr1)2 (- A2(z- A2

que posee un polo doble en A;. Con h(2) = (2 — A;)?%g(2) = (Z_4+)2 se

tiene _— _4(z )
S (-
y COmo )\++)\_:—4y)\+—)\_:2\/§,

16 2 / 2m dt 4
0

Res(g,A\+) = h'(\y) = (27)3 - ﬁ - (2 + cos(t))? ) 3V3



§47. Integrales de Fourier



Integrales de Fourier

En el Analisis de Fourier aparecen integrales de la forma

+00 .
/ f(z)e™" dx, weR.

[ee)

Sea f = g con @ sin ceros reales y deg(Q) > deg(P) +2, y sea w > 0.
Si z =x +1iy con y > 0 entonces ‘ei‘”"“ =e @ <1 (ver Clase 10), luego la
integral de f(z) e™? sobre Cg también tiende a 0 cuando R — +oo. Asi:

&0 Im(a;)>0

/:+Oo f(x)e™® dx = 2mi > Res (f(z) eiwz,aj) (w=>0). J

Observacién: las integrales de f(x)cos(wz) y de f(z)sin(wz) se calcu-
lan como parte real e imaginaria de la anterior (si P,(Q poseen coeficientes
reales), y no usando f(z)cos(wz), dado que cos(wz) no es acotada en el
semiplano superior.
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El semiplano inferior

Siw<0yz=x+1iy con y <0, entonces |6WZ| =e “Y < 1. Se usa entonces

el semicirculo inferior de radio R, recorrido de R a —R.

1

Cr

1

w2>0 w<0

El segmento [—-R, R] seguido del semicirculo inferior es un camino cerrado
simple horario, luego el Teorema de los residuos se aplica con el signo op-
uesto:

[+m f(z) ™ dx = -2mi > Res(f(z) e, a;) (w<0),

o Im(a;)<0

donde a; recorre los ceros de Q en el semiplano inferior.




Un ejemplo con parametro

Sea f(x) = ﬁ Los polos de f(z)e™? son +i, con residuos
wz -w Wz w

e ) e e , e
Res| ——,i] = -, Res| o—,-i|=-5.

#2241 24 741l 23

Luego [ f(x) €% dx vale 27?1'-% =me “siw>0,y —QWi-(—%) = me¥
si w <0, es decir:

+oo HWT
/ c | dx = me ! para todo w € R. J

) I‘2+

Tomando parte real e imaginaria,

f+oo cos(wz) dz = we . /+oo sin(wz) gz < 0.

o x2+1 o xZ+1
Por ejemplo, [ co8(@) g = T (la funcion z — 5% no posee primitiva
d P10, J_ oo x2+1 T e x2+1 P P

elemental).
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Ejercicios

+00  dx

Q Calcular [ m A
Q CaIcuIarfoo mdl‘
@ Probar que [

2
a+COS(t) = o para todo a > 1, y calcular

27 dt
o 5+dsin(l) "
Q Calcular [ cos(w2) 1y para a >0y w e R.

x2+qa2
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Resumen

@ Si @ no posee ceros reales y deg(Q) > deg(P) + 2, entonces

[z gg; dz es 2mi por la suma de los residuos de g en el semiplano

superior.

o Con z=¢™, la integral [ F(cos(t), sin(t))dt es 27 por la suma de
los residuos de g(z) = %F(“gfl, £z ) en el disco D(0,1).

o Para [ f(x)e™? dx se usa el semiplano superior si w >0, y el

inferior con el signo opuesto si w < 0.

+ W _
o [ &~ dx=mel para todo w e R.

Préxima clase

Lema de Jordan, polos en el eje real e integrales con 2 y In(x).
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Gracias por su atencion



