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§42. Residuos



Recuerdo (polos de un cociente)

Si f = ¥ con u,v holomorfas cerca de 2z y v(20) = 0. Si u posee un cero
de orden k en zy (k=0 si u(zp) # 0) y v uno de orden m > 1, escribiendo

u=(z-2)0yv=(2-2)"0 con @(z) # 0y 9(z) * 0 se tiene
U _ k-m 4 .

2= (2-20)""™%, es decir:

+ posee un polo de orden m -k en zy si k <m, y una singularidad
removible si k£ > m. J

_ sin(z) . T .
Q tan(z) = cos(z) Posee polos simples en 5 + km, con k € Z (alli cos
posee ceros simples y sin no se anula).

(2) % posee polos simples en 2k7i, con k € Z.

o —S“;Ef) posee un polo de orden 3 en el origen, y

singularidad removible.

1- cos(z) -



Sea 7 una singularidad aislada de f y sea

f(2)= Zan(z—zo)" (0<|z=20| <)

nez

su serie de Laurent. El residuo de f en zg es el coeficiente de ﬁ es decir,

Res(f,20) == a-1.

La férmula del Teorema de Laurent con n = -1 da, para todo 0 <e <7,

fF(zo,e) f(2)dz =2miRes(f, 20). J

En una singularidad removible el residuo es nulo. Por la clase anterior:

# 1 1 1
Res(el/z,()):l, Res(e—,O):—, Res| ———,0] = =.
2 2 22 sin(z) 6



§43. Calculo de residuos



Polos simples

Si 2 es un polo simple, entonces (z—zp) f(z) = a_1 +aop(z—20) +--, luego
Res(f, 20) = lim (z - 20) f(2).
220

El siguiente caso es bastante atil en la practica: si f = - con u,v holomorfas
cerca de zg, v(29) =0y v'(29) # 0, entonces

Res(%’ZO) _ (%) J

v'(20)

En efecto, (2 - Zo)% =u(2) * 55y = 3((2(;)) cuando z — 2.

Ejemplo: tan(z) = % posee polos simples en zg = § + kT, y
Res (tan(z),z20) = SH,I(—ZO) =-1.
—sin(zg)



Dos ejemplos en polos simples

.. iz . o
© La funcién 55 posee polos simples en +i, y
12 -7 =1l 12 -7
e \ e e e \ e e
Res 9 72 = o= ) Res 9 7_Z = : = T e
z4+1 21 24 z4+1 -2 21

@ La funcién # posee polos simples en las cuatro raices z; de 2% = -1,
y como z,‘i =—1:

A1k _4z2_4z;§_ 4

im/4d _ 1+d o 1+4
= = ¢| residuo es — :
2 42

Por ejemplo, en e



Polos de orden m

Si zp es un polo de orden m, la funcién

9(2) =(z=-20)"f(2) =acm +-+a_1(z —zo)m_1 +ag(z—20)" +

es holomorfa cerca de 2, y a_1 es el coeficiente de (2 — 29)™ ! en su serie

de Taylor, es decir, %2

Res(f,20) = ! lim i [(z—z )mf(z)]
Ejemplo: f(2) = ﬁzl) posee un polo doble en 0 y uno simple en 1. Con
g(2) = 22f(2) = == se tiene ¢'(2) = (== 21))62 , luego

z

Res(f,0) =¢'(0) = -2, Res(f,1) = hm % = @



Residuos a partir de la serie de Laurent

En una singularidad esencial el residuo se obtiene de la serie de Laurent. Por
ejemplo, para todo z € C*,

1 1 1 1
el =i+ — +oee = Res(z2el/z,0):—.
2 62 2422 6
Notar que cos(%) =1- ﬁ + ﬁ — .-+ posee una singularidad esencial en 0

y residuo nulo.

En un polo de orden alto también puede convenir desarrollar: la funcién

———— posee un polo de orden 3 en 0, y en vez de derivar dos veces
22 sin(z) s1n(z)

se puede deducir a_; = 5 de su serie de Laurent (ver Clase 15).



§44. El Teorema de los residuos



El Teorema de los residuos

Teorema de los residuos

Sea I' un camino cerrado simple antihorario y sea f holomorfa en un
abierto que contiene a I" y a su interior, salvo en los puntos aq,...,a; del
interior de I". Entonces

f f(z)dz =2mi Zk: Res(f,a;).
r =1

Prueba: la integral sobre I' es la suma de las integrales sobre circulos
I'(aj,€) disjuntos (ver Clase 14), y cada una vale 2miRes(f,a;). O



Dos casos particulares

Dos férmulas de la Clase 14 son casos particulares del teorema:

@ Si g es holomorfa en un abierto que contiene a I" y a su interior, y 2o
estd en el interior de T, el residuo de % en zo es el coeficiente

de (z—2zp)™ en la serie de Taylor de g, es decir, ( 0), y se recupera

4 () = 2 9(=) ..
(z0) 2m[(z—z0)”+1d'

© Para una funcién racional g, el residuo en a; es el coeficiente ¢;; de

Z_la_ en su descomposicién en fracciones parciales, y se recupera
J

P
(2) dz =271 Z Cj1-
Q(Z) a; encerrado por I'



Ejemplos

Z
(1] fF(o 3 22(2 ) ————dz=2mi(-2+e¢), pues 0 y 1 estan en el interior.

)

iﬂ estan en el interior.

9/ e#dz=2mi vy f cos( )dz—
I'(0,1) r'(0,1) Z

Q@ Si I es el borde del cuadrado de vértices +2 + 21, recorrido en sentido
antihorario, los polos +i estan en su interior y

=i

e e e 1
/FZ2+1dz=2m(§—E):7r(e —e).
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Un ejemplo con suma nula

La funcién f(z) = W posee un polo simple en 0 y un polo de orden 4
en 2, con residuos

Res(f,0) = hm( 2 %,
1 5 d3 1 6 1
Res(f,2) = 5; lig »2dz3[ 5z

Como I'(0, 3) encierra ambos polos y T'(2,1) sélo encierra a 2,

dz 1 1 dz i
Y E N W
r(0,3) 2(2 - 2)*4 16 16 r(2,1) z(z -2)*4 8
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Cultura general: el residuo en infinito

Si f es holomorfa en |z| > R, se define
1
Bas f, co)) = ——— f d R),
es(f,o0) [ @ (>R)

21

es decir, menos el coeficiente de % en la serie de Laurent de f en |z| > R.
Aqui, el signo menos viene motivado de la regla de la mano derecha.

Si f es holomorfa en C salvo en un namero finito de puntos, el Teorema de
los residuos sobre I'(0, ), con r grande, da:

La suma de todos los residuos de f, incluido el de oo, es nula. J

Por ejemplo, en |z| > 2 se tiene

1 _1(1 2)‘4_1+8+
2(z-2)4 25 z) 25 67

luego su residuo en oo es nulo (comparar con el ejemplo anterior).
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Ejercicios

@ Calcular el residuo de - f“

Z(g) N cada una de sus singularidades.

@ Calcular el residuo de % en cada uno de sus polos.

© Calcular fF(oz) Z(z 1) dzy fr(o 1) % ?sin (1) d-.
O Caleular [r 4

22sin(z) sm(z)
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Resumen

o El residuo Res(f,zp) es el coeficiente a_; de la serie de Laurent en 2,
y fF(ZO,E) fdz=2miRes(f, z0).

@ En un polo simple de 7 el residuo es u,(zo)

v’ (20)

, ¥y en un polo de orden m
se deriva m — 1 veces (z — z0)"" f(2).

@ En una singularidad esencial, y a veces en un polo de orden alto, el
residuo se lee en la serie de Laurent.

o Teorema de los residuos: [ f dz es 2mi por la suma de los residuos de
f en el interior de T'.

’

Préxima clase

Calculo de integrales reales mediante residuos.
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Gracias por su atencion



