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§36. El Teorema de Cauchy



Cuando existe una primitiva

Sea € ¢ C abierto conexo y f continua en 2. Entonces f posee primitiva
en {2 si y sélo si f7 fdz =0 para todo camino cerrado y € (). J

Idea de la prueba: se fija z,. € Q y se define F'(2) := fyz f sobre cualquier
camino 7, de z, a z, que por hipétesis no depende del camino elegido. Se
verifica entonces F' = f. O

Sobre un disco ya lo discutimos: toda serie de potencias posee primitiva en
su disco de convergencia (ver Clase 12).



Regiones simplemente conexas

Un abierto conexo §2 € C es simplemente conexo si todo camino cerrado
contenido en (2 se puede deformar de manera continua, dentro de €2, hasta
un punto. En la practica: €2 no posee “agujeros”.

simplemente conexo anillo

Son simplemente conexos C, todo disco D(zg,r), el semiplano superior y
cada Qy, (ver Clase 10). No lo son C* ni el anillo A(zp;r1,72): la curva
roja de la derecha no se puede contraer sin cruzar el agujero.




El Teorema de Cauchy

Teorema (Cauchy—Goursat)

Sea (2 c C abierto simplemente conexo y sea f holomorfa en €. Entonces

ff(z) dz=0 para todo camino cerrado v ¢ Q.
.

Luego, hay dos consecuencias inmediatas:

© La integral de f entre dos puntos de €2 no depende del camino.
© [ posee primitiva en ().

Ejemplo: sobre cualquier camino contenido en Qy, que va de 2y a 21, se
- d
tiene [, 7 =logy, (1) - logg, (20)-



Idea de la prueba

Supongamos ademéas f’ continua, y sea v un camino cerrado simple, anti-
horario, que encierra la regién D c €. Por la Clase 13,

Lfdzz[y(udw—vdy)+i[y(vdx+udy),

y el Teorema de Green transforma cada término en una integral doble:
f(u dr—vdy) = JT (—vg —uy) dA, f(v dr+udy) = jf (ug — vy) dA.
7 D 7 D

Los dos integrandos son nulos (jEcuaciones de Cauchy—Riemann!). O

Observacién: Goursat probé el teorema sin suponer f’ continua. Esa de-
mostracién no se vera en el curso.



La hipdtesis sobre €2

La funcién f(z) = % es holomorfa en C*, y sin embargo (ver Clase 13)

d
f Y _omizo.
ro,1) z

Intuitivamente: C* no es simplemente conexo, y el valor 27i proviene del
agujero de €2, no de la funcion.

El mismo valor se obtiene sobre T'(0,7) para todo r > 0, y veremos a contin-
uacién que también sobre cualquier camino cerrado simple antihorario que
encierre el origen.



§37. Deformacién de contornos



Deformacién de contornos

Sean 71 y 2 caminos cerrados simples antihorarios, con ~» contenido en el
interior de v, y sea f holomorfa en la regién comprendida entre ambos.

Llf(z)dz=[/2f(z)dz. J

Idea de la prueba: se unen 47 y 72 por un corte. El camino cerrado
que resulta encierra una regién simplemente conexa donde f es holomorfa,
luego su integral se anula, y las dos contribuciones del corte se cancelan por
recorrerse en sentidos opuestos. Ol




Varios agujeros

Sea I un camino cerrado simple antihorario y sean aq,...,a; los puntos
de su interior donde f deja de ser holomorfa. Tomando circulos disjuntos
I'; :==T'(aj,e) contenidos en el interior de I':

v[Ff(z)dz:jéfFj f(2)dz. J




Un ejemplo con dos polos

1
22-1°

Sea I un camino cerrado simple antihorario y f(2) = Por fracciones

parciales, 1 _1( 1 1 )
22-1 2\z-1 z+1)°

Si T encierra 1y —1, se deforma a dos circulos pequefios. Sobre el circulo en

torno a 1, el término le1 es holomorfo en el disco que encierra y su integral

se anula, mientras que el otro entrega 2mi. Del mismo modo en torno a -1,
de donde

dz . 1. .
/1: a1 5(277@) — 5(271'2) =0.

. . L. _ dz .
Si I" encierra Gnicamente a z = 1, queda /F o7 = i



Funciones racionales

Toda funcién racional se descompone en fracciones parciales

P(z) _ m Gk
SRR s s

S polinomio.

Sobre un camino cerrado, Sy los términos con k > 2 poseen primitiva y por
ende no aportan nada. Sélo sobreviven los términos con k = 1:

P(z) , . ‘
r0(2) dz = 2mi 2 Cj1- J

aj encerrado por I'

Mas adelante veremos que esta misma cuenta vale para funciones mucho
mas generales que las racionales.
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§38. La férmula integral de Cauchy



La férmula integral de Cauchy

Teorema

Sea Q) abierto simplemente conexo, f holomorfa en Q, T" € Q un camino
cerrado simple antihorario y zp un punto del interior de I'. Entonces

F(z0) = 1 rf

= - dz.
2w JT 2 — 2

Es decir, los valores de f en el interior de I' quedan determinados por
los valores sobre T'.

Idea de la prueba: la funcién 552 es holomorfa salvo en z, luego T" se

deforma al circulo T'(z9,€). Escribiendo f(z) = f(z0) + (f(2) - f(20)),
el primer término entrega f(zp) - 2mi y el segundo se acota con ML por
2-27&5 = 279, donde § es una cota de |f(2) — f(z0)| sobre el circulo. Por
continuidad de f en zy se tiene § — 0 cuando € — 0. O
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La férmula para las derivadas

Derivando bajo el signo integral respecto de zy se obtiene, en las mismas
hipétesis,

f(n)(zo) = ﬂ /F Ldz para todo n > 0. J

2mi JT (2 — 2z9)"*1

Toda funcién holomorfa posee entonces derivadas de todo orden, y en par-
ticular es de clase C*.

Desarrollando % con la serie geométrica dentro de un disco D(zp, p) con-
tenido en ) se obtiene ademas que toda funcién holomorfa es analitica,
con radio al menos dist(zp,9€2) (ver Clase 12).
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Ejemplos de célculo

fF(o 21" 2mie! (aqui f(z) =€y 2 =1).

/(0 1 cozgz) % cos”(0) = —mi
(aq f(Z) -cos(z), 20=0, n=2).

f(o 3) z2 i1 : los dos puntos +i quedan encerrados, y

1 1 ( 1 1 ) [ dz  2mi—2mi
S - )= g
22+1 2\z2-i z2+i F(03)22+1 24

ot o 25005
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Valor medio y médulo maximo

Tomando I' = I'(29,7) en la férmula, con z = 2o + re' y dz = ire'dt:

f(z) = % fOQW f(zo +reit)dt,

conocida como la propiedad del valor medio (comparar con la Clase 8).

De ahi se obtiene el principio del médulo maximo: si |f| posee un maximo
local en un abierto conexo 2, entonces f es constante en ().

En particular, si f es holomorfa en 2 acotado y continua en §, el maximo
de |f| sobre 2 se alcanza en el borde 092.
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Cultura general: tres consecuencias

© Desigualdades de Cauchy. Si |f| < M sobre I'(zg,7), la cota ML
aplicada a la férmula de las derivadas entrega

n! M

T.n

‘f(n)(zo)‘ <

@ Teorema de Liouville. Toda funcién entera y acotada es constante.
En efecto, con n =1 la desigualdad anterior da |f(z0)| < M/r para
todo r > 0, luego [’ =0.

© Teorema Fundamental del Algebra. Si P es un polinomio de grado
> 1 sin raices, entonces 1/P es entera y acotada, luego constante. Asi,
todo polinomio de grado > 1 posee una raiz en C.
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Ejercicios

zdz zdz
O Caleular [p g9 D(+3) Y Jr0.4) G-D)(=+3)

2z d
@ Caleular fro1) ST d2 Y Jro1) 73y
© Sea I' el borde del cuadrado de vértices +£2 + 24, recorrido en sentido
antihorario. Calcular fr%-

© Determinar [ % cuando I' es un camino cerrado simple antihorario
que no encierra el origen, y cuando si lo encierra.
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Resumen

@ En un abierto simplemente conexo la integral de una funcién

holomorfa sobre todo camino cerrado se anula, y f posee primitiva.
* dz _ .
En C* eso falla, con fr(o,l) € = 2.

@ Un contorno se deforma libremente mientras no cruce un punto donde
f deja de ser holomorfa, y la integral se reparte en un circulo pequefio
por cada uno de esos puntos.

f(z

° f(z.o) 2m fr Z(Z) dz y su versién para f(”) recuperan f y todas sus

derivadas desde el borde, y toda funcién holomorfa es analitica.

@ La propiedad del valor medio implica el principio del médulo maximo. |

Préxima clase

Series de Laurent y singularidades aisladas.
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Gracias por su atencion



