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§33. La integral de linea



Recuerdo de la vez pasada

Recuerdo

o f=wu+iv es holomorfa en 2 si y sélo si u,v € C'(2) verifican u, = v,
Yy Uy = Vg, y en tal caso f'=uy +ivg.

@ Una serie de potencias de radio R >0 es holomorfa en D(zg, R), se
deriva término a término y admite primitiva en ese disco.

@ Toda funcién holomorfa es analitica (atin por demostrar).

La integral a lo largo de un camino, que definimos a continuacién, es la
herramienta que prueba el (ltimo punto.



Caminos en el plano

Un camino es una funcién continua 7 : [a,b] = C, de clase C! por pedazos.
Es cerrado si y(a) = v(b), y simple si no se corta a si mismo. Su longitud

es £(y) = [, v (t)] dt.
v(t)

v(b)

v(a)

El segmento de 2( a z; se parametriza por y(t) = (1—t)z9+tz1 con t € [0, 1],
y el circulo T'(zg,7) por y(t) = zo +re" con t € [0, 27] (sentido antihorario),
de longitud 27r.



La integral de linea

Sea v:[a,b] - C un camino y f continua sobre su traza.

[1@dz = [ 6wy wa. |

El lado derecho es la integral de una funcién de [a,b] en C, continua por
pedazos, y formalmente se calcula separando parte real e imaginaria:

fab(s0+iw)=fabs0+ifabw.

Ejemplo: sobre T'(0,1), con () = e y 4/(t) = ie®,

27 it it 27
[ zdz = / e e dt =1 dt = 27i.
1(0,1) 0 0



© Linealidad: fv(af+ﬁg) dz = O‘/w fdz+ﬁfvgdz para todos o, 3 € C.

@ Aditividad: si -y se recorre concatenando 77 y 79, entonces
Lf=Lr+1, 1

© Orientacion: si —v es el camino recorrido al revés,
v~ (t) :=7(a+b-t), entonces [ fdz=-[ fd=.

© Reparametrizacion: el valor no cambia al reparametrizar el camino
(cambio de variable) manteniendo la orientacién.

La integral depende del camino, y no sélo de sus extremos. J




Dos caminos entre los mismos extremos

Sean v, el segmento de 0 a 1+14, y v el camino que va de 0 a 1 y luego de
lal-+i.

Para f(z) = z: con 71 (t) = t(1 +i) queda [ 2dz=(1+ i)2f01tdt =i,y
sumando los dos tramos de o,

1 1
[ zdz= [Ctare [Ceityide=Le(i-4) =i
V2 0 0

Para f(z) = Z, el mismo calculo entrega

1
[Edz:|1+i|2/ tdt=1, [Edz:%+(i+%):1+i.
mn 0 V2

Los dos caminos dan el mismo valor para z y valores distintos para Z.



Ejemplo fundamental

t t

Sean a € C, r >0y neZ Con(t)=a+re? se tiene 7/(t) = ire y

(v(t) —a)™ = r"e™, luego

2
f (z-a)"dz =ir™*! / !t gy
T'(a,r) 0

pi(n+1)t ]QW

Para n # —1 la altima integral vale [m 0 - 0, y para n = —1 el inte-

grando es constante igual a 1.

0, =i
f (z—a)"dz =
F(G%T) 27T'L, n=-1.

El valor no depende del radio 7.




Las dos integrales de linea reales

Con f=u+ivy dz=dx+idy se tiene fdz = (udr—vdy)+i(vdr+udy),

de donde
Lf(z)dz:ﬁ(udx—vdy) + iL(vdm+udy). J

Es decir, una integral compleja son dos integrales de linea de campos vecto-
riales en R?: las de (u,-v) y de (v,u), que son las integrales de linea del
célculo vectorial.

Ejercicio| Escribir /I‘(O 1)Edz como dos integrales de linea reales y recu-

perar el valor 27i.




§34. La cota ML



Sea f continua sobre la curva v y sea M >0 tal que |f(z)| < M alli.

Entonces
ff(z)dz < M ().
v
Prueba: |/ f(3()7/ (D) dt] < [X1F (Y)Y ()]de < M [P/ (] dt. O
Ejemplo: sobre I'(0,r) se tiene ‘Z‘ = eRe(z) < % luego
‘f —dz <— 2nr = 2me’”.
reo,) z




Acotamiento sobre un arco de radio R — +o0

Sea Cr el semicirculo superior de radio R centrado en el origen, recorrido

en sentido antihorario, y sea f(2) = .

Cr

R

Para |z| = R > 1, la desigualdad triangular! da |22 + 1| > [2[> -1 = R? -1,
luego |f(2)| < %. Con E(CR) = 7R,

fumalsm
f 0.
Cr 22+1 —1 R-+oco

Del mismo modo, si f = P(2)/Q(z) con P,Q polinomios tales que deg(Q) >
deg(P) + 2, la integral sobre Cp tiende a 0.

'Recordar que |a| + [b] > |a + b] > ||a| - |b]|.




Acotamiento sobre un arco de radio € = 0*

Sea ahora . el semicirculo superior de radio € centrado en el origen. Con la
rama principal de z!/2 se tiene |271/2| = ¢71/2 sobre 7., y £(7.) = e, luego

|

En general, si zf(z) - 0 cuando z — 2y, entonces f% fdz — 0 sobre los
arcos de radio e centrados en z.

Acotar UCR ;‘_ifl] para R > 1y verificar que tiende a 0.

V2 _n /e — 0.

e—0*

<me-€
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§35. Primitivas



El teorema fundamental

Sea Q2 c C abiertoy f:Q — C continua. Una primitiva de f en € es una
funcién holomorfa F: Q2 - C con F' = f.

Si F' es primitiva de f en  y v S es un camino de zp a z1, entonces
[ #z)dz=F(21) - F(z).
.

En particular la integral no depende del camino y se anula sobre todo
camino cerrado.

Prueba: %F(fy(t)) =F'(v()y'(t) = f(~v(t))y'(t), y se aplica el teorema
fundamental del calculo en [a,b]. O

v
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Célculo con primitivas

Sea vy un camino de zg a z1. Las primitivas de la Clase 12 dan

n+1 n+1

2P - 2
/zndz:A (n>0), fezdz:ezl—ezo,
ot n+1 ¥

/A/cos(z) dz =sin(z1) —sin(zp), Lsinh(z) dz = cosh(z1) — cosh(zp),

y todas se anulan cuando « es cerrado.

. , (1+4)2 . . .
Ejemplo: el calculo de fvzdz = ~— =1 vale para cualquier camino de 0
a 1+1, lo que explica los dos valores iguales obtenidos antes.
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Relectura del ejemplo fundamental

n+1
Para n # -1, la funcién % es primitiva de (z —a)™ en C~ {a}, y por

eso la integral sobre I'(a,) es 0.

Para n = -1 la integral vale 277 # 0 sobre un camino cerrado.

La funcién z — -1~ no posee primitiva en C \ {a}: ninguna rama del J

logaritmo esta definida en todo el plano sin un punto (ver Clase 10).

Del mismo modo, Z no posee primitiva en ningiin abierto, dado que los dos
caminos de 0 a 1 + 7 entregaron valores distintos.
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Cuando existe una primitiva

Sea Q2 € C abierto conexo y f continua en 2. Entonces f posee primitiva
en 2 si y sélo si f7 fdz =0 para todo camino cerrado -y € (). J

Idea de la prueba: se fija z, € Q y se define F'(2) := fyz f sobre cualquier
camino 7, de z, a z, que por hipétesis no depende del camino elegido. Se
verifica entonces F' = f. O

Sobre un disco se vi6 la clase pasada: toda serie de potencias posee primitiva
en su disco de convergencia (ver Clase 12). Mas adelante veremos que toda
funcién holomorfa posee primitiva en cualquier abierto sin “agujeros”.
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Ejercicios

Q Calcular f7 Re(z) dz sobre el segmento de 0 a 1+ y sobre el camino
quevadeOalyluegode 1 a1+i. Comparar los valores.

9 Caleular fro 1 l2ldzy frqy 2z directamente por la definicién.

22
22dz
© Acotar ‘/CR 2=
determinar el limite cuando R — +o0.

con CpR el semicirculo superior de radio R> 1, y

Q Determinar si f(z) = Ziz posee primitiva en C* y si g(z) = % posee
primitiva en el semiplano {Re(z) > 0}.
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Resumen

o Laintegral [ fdz = fab F(y(t))7/(t) dt cambia de signo al invertir la
orientacién y equivale a dos integrales de linea reales.

° fr(w)(z —a)™dz vale 0 salvo para n = -1, donde vale 27i y no
depende de r.

@ La cota ‘fvf(z) dz‘ < M{(7y) permite, por ejemplo, decidir el
comportamiento de las integrales sobre arcos de circulo.

@ Si f posee primitiva, la integral s6lo depende de los extremos y se

anula sobre caminos cerrados; ﬁ no posee primitiva en C \ {a}.

Préoxima clase
Teorema de Cauchy y Férmula Integral de Cauchy.

17 /17



Gracias por su atencion



