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§26. La derivada compleja



Recuerdo de la vez pasada

Recuerdo

Sea Q c C abiertoy f:Q — C. Decimos que f es derivable en zg € 2 si
existe el limite

f(z0+h) - f(20)

, heC*.
h

f'(20) = lim

Si f es derivable en todo punto de €2, decimos que es holomorfa en ; si
ademas 2 = C, decimos que f es entera.

La definicién es formalmente idéntica a la del calculo real. La diferencia
estd en que ahora h € C, de modo que h puede tender a 0 por cualquier
direccidn del plano y el cociente debe tender siempre al mismo namero.
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Un ejemplo y dos contraejemplos

2_ .2
@ f(2) = 22 El cociente es (z+h) =2

cémo tienda h a 0. Luego f es enteray f/(2) =2z.

=22+ h — 2z, sin importar

: +h-2 h : .
@ f(z) =Z. El cociente es AL e —, que vale 1 si h esreal y —1 si

h es imaginario puro. El limite no existe en ningin punto.
© f(z) =|2|*. El cociente es
e F -
=
h h

y por (2) el término del medio sélo posee limite si z = 0. Luego f es
derivable Gnicamente en zy =0, con f'(0) =0, y no es holomorfa en
ningln abierto.
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Rotacién y homotecia

Si f'(z0) existe, entonces f(20 + h) = f(20) + f'(20) h + o(|h]). Como
multiplicar por f’(zg) es rotar en arg(f'(z0)) y escalar por |f'(z0)|, cerca
de 2o la funcién actiia como una rotacién seguida de una homotecia.

- L
@ (6%

S f(=0) arg f'(zo0)

Una funcién real diferenciable actia cerca de un punto como una matriz 2x2
arbitraria. Aqui la matriz estd obligada a ser la de una rotacién compuesta
con una homotecia, lo que se traduce en dos ecuaciones sobre u y v.




Reglas de derivacion

La definicion de derivada tiene la misma forma que en el caso real, luego
valen la linealidad y las reglas del producto, del cociente y de la cadena, con
las mismas demostraciones. En particular %z" =nz""! para todo n e N.

Funcién Holomorfa en

polinomios C (enteras)

€?, sin(z), cos(z), sinh(z), cosh(z) C (enteras)

P(2)/Q(z) C menos los ceros de @

tan(z) C~ (g +Z)

logy, (2), 2* Qg, )

Ademas, (e*)' = €7, (sinz)’ = cosz, (loggo(z)), =1/zy (2%) = az®L.



Funciones que no son holomorfas

Ademas de Z y de |z|? = 2Z, tampoco son holomorfas

Z+7Z Z—Z —
Re(z) = 5 Im(z) = o |z| = V2%, arg(z).
En la practica: si al escribir f en términos de z y Z la variable Z no
desaparece, entonces f no es holomorfa. J

Sea f(x +iy) = ax® + bay + cxy® + dy® con a,b,c,d € C.
Determinar cuando f es holomorfa.

Indicacicon: escribir x = 5= e y = 5.
(2
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§27. Ecuaciones de Cauchy—Riemann



Las ecuaciones

Sea f = w + v derivable en zg = xg + iyg. Como el limite no depende
de la direccién, lo calculamos por dos de ellas. Con h =t € R (direccién
horizontal):

I f(ZOH) f(Zo)_@ v
f'(20) = " = oo tio

y con h =it, t € R (direccién vertical):

f(zo+zt) f(20) :1(@+1@) _Ov_ Ou

f'(z0) = it oy oy) "oy oy

donde todas las derivadas parciales estan evaluadas en zy. Igualando partes
real e imaginaria se obtienen las ecuaciones de Cauchy—Riemann:

= —— f' = ug + ivy.

u_ov  du_ v
ox oy’ oy oz’ J




El reciproco

Las ecuaciones son necesarias, pero no suficientes, pues se pueden cumplir
en un punto sin que f sea derivable en él. Agregando regularidad sobre u y
v se obtiene el reciproco.

Teorema

Sea Q c C abierto y f = u +4v con u,v € C(Q). Entonces f es holomorfa
en §2 si y sélo si u y v verifican las ecuaciones de Cauchy—Riemann en .

Idea: la diferencial (real, pensada como funcién de R? en R?) de f en z es

la matriz
W Wy
Uy @y

y pedir u; = vy, uy = —v, es pedir que tenga la forma , es decir,

a
b
que sea la multiplicacién por el nimero complejo a +ib. Con u y v de clase
C! esa aproximacién lineal es la derivada, y f'(20) = a + ib.
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Ejemplos

O f(2)=2% u=2%-y?y v=2xy, de donde u, =2z =v, y
Uy = -2y = —vg. Asi, f es enteray f' =2z +2iy = 2z.

Q f(z)=¢* u=e"cos(y) y v=e"sin(y), y las ecuaciones se verifican
en todo punto. Luego f es enteray [’ =¢e” cos(y) +ie” sin(y) = e*.

© f(z)=Zu=xyv=-y, conu,=1yuv, =-1. Las ecuaciones fallan
en todo punto.

Q f(2)=|2* u=22+y?yv =0,y las ecuaciones piden 2z =0y 2y = 0.
Se cumplen Gnicamente en el origen, y por ende f no es holomorfa en
ningin abierto.

Verificar las ecuaciones para f(z) = 2% y para f(z) = Im(2).
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Cauchy—Riemann en polares

Cuando el dominio es un disco, un anillo o un sector conviene escribir z = re'?

y f=u(r,0)+iv(r,0). La regla de la cadena transforma las ecuaciones en

Ou 10v ov  10u

v — == 10— —if .
or  r oo’ or - 50’ f(2) =" (u, +ivy) . J

Ejemplo: la rama principal del logaritmo es Ln(z) = In(r) + if con 6 =
Arg(z), es decir, u =1In(r) y v = 6. Entonces
1 1 1

Up = — = = Vg, vp = 0= ——uy,
T T T

es decir, Ln es holomorfa en C ~ R<, con fl(z)=e 0.1 - L %




§28. Funciones armoénicas



Las partes de una funcién holomorfa

Sea f = u + iv holomorfa en €, con u,v de clase C2. Derivando la primera
ecuacion respecto de x, la segunda respecto de y, y usando el Teorema de
Schwarz:

0

ov 0 ov
Au = TT ==~ |5 S\ 5 1Y
U= U Ty 8a:<8y)+8y< 83:) 0

f =u+1v holomorfa = u y v son arménicas. J

y del mismo modo Aw = 0.

Mas adelante veremos que la hipétesis u,v € C? se cumple siempre: toda
funcién holomorfa es de clase C*.

Cada funcién holomorfa entrega entonces dos soluciones de la ecuacién de
Laplace (ver Clase 8).
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La armodnica conjugada

Si u y v son arménicas en €2 y verifican Cauchy—Riemann, decimos que son
armonicas conjugadas, y en tal caso f = u+iv es holomorfa. En la practica
interesa el problema reciproco: dada u arménica, reconstruir v.

Algoritmo

Q Integrar v, = u, respecto de y: wv(z,y) = [ ug(z,y) dy + p(x).

@ Derivar respecto de e imponer v, = —u,. Queda una ecuacién para
©'(x), en la que la variable y debe desaparecer.

© Integrar .

La conjugada queda determinada salvo una constante aditiva, es decir, f
queda determinada salvo una constante imaginaria pura. El paso (2) dice en
la practica que si la variable y no desaparece, entonces u no era arménica.
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Célculo de la conjugada

Ejemplo: sea u(x,y) = e® cos(y), que es arménica en R2. Entonces
vy =ug =€ cos(y) = v(z,y)=e"sin(y) +p(x),

y como v, = e”sin(y) +¢’(z) debe ser igual a —u,, = e”sin(y), queda ¢’ = 0.
Luego v = e”sin(y) + ¢ y recuperamos f(z) = e* +ic.

El algoritmo es local. La funcién u =1In|z| = %lm(x2 +y?) es arménica en
C* y su conjugada es arg(z), que no admite determinacién continua en
todo C* (ver Clase 10). Asi, u no posee conjugada global en C*, pero si en
cada y,, donde f =logy,.

13/ 19



Curvas de nivel ortogonales

De las ecuaciones se obtiene, en todo punto, Vu-Vv = uzv, + uyvy =
Wl (i) 4= e = (U

En la figura, las curvas u = cte (en azul) y v = cte (en rojo) para f(z) = 22,
donde u = 2% —y? y v = 2zy. En términos fisicos, si u es un potencial, las
curvas v = cte son las lineas de campo.
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El problema de Dirichlet en el disco

La solucién de Au =0 en el disco de radio R (ver Clase 8) era

u(r,0) = % + nz>:1 (%)n [an cos(nf) + by, sin(n@)].

Como (%)n = (}%)n e agrupando cada término con ¢, := a, — ib, queda

u(r,0) = R(5 e (%)”). J

n>1

Es decir, la solucion de Au = 0 del problema de Dirichlet en el disco es la
parte real de una serie de potencias en z. El factor (r/R)" es |z/R|", y
es el que hace converger la serie en |z| < R.
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§29. Transformaciones conformes



Transformaciones conformes

Cultura general: si v es una curva con 7(0) = 20, la curva imagen posee
vector tangente (f o) (0) = f'(20)7'(0). Cuando f'(z9) # O todas las
tangentes en zg rotan en arg(f’(z0)), es decir, f preserva el angulo (i.e.,
es conforme) entre dos curvas que se cortan alli. En los ceros de f’ eso
falla: f(z) = 2™ multiplica por n los angulos en el origen.

zZP—Zz w+i

0<arg(z) <5 Im(w) >0

La exponencial juega el mismo rol que 22 para franjas, y las transformaciones

= %ﬁ con ad —be # 0 (de Mdbius) mandan rectas y circunferencias en

rectas y circunferencias.
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Funciones arménicas a partir de holomorfas

Si u es arménica en Q' y ¢ : Q — Q' es holomorfa, entonces 1o ¢ es
arménica en (2.

Idea de la prueba: localmente u = Re(F) con F' holomorfa, tomando la
arménica conjugada. Luego u o = Re(F o ). O

Ejemplo: resolver Au =0 en el cuadrante {x >0,y >0}, con u =0 en el
semieje real positivo y u = 1 en el semieje imaginario positivo.

En el semiplano superior, el problema analogo con 0 en R*? y 1 en R<? posee
la solucién %Arg(w), que es armoénica por ser la parte imaginaria de Ln.
Componiendo con ¢(z) = 22, que manda el cuadrante en el semiplano:

u(z) = %Arg(zj) = %Arg(z).
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Ejercicios

o

2]

Verificar que u(z,y) = 3 — 32y? es arménica en R?, encontrar su
armonica conjugada y reconocer la funcién holomorfa f = u + v
resultante.

Determinar todos los a, b, c € R para los cuales
u(z,y) = ax® + bry + cy? es arménica, y calcular la conjugada en cada
caso.

Usar Cauchy—Riemann en polares para verificar que la rama principal
de z/2 es holomorfa en C \ R<Y, y calcular su derivada.

Resolver Au =0 en la franja 0 < Im(z) <7 con u =0 en el borde
inferior y u = 1 en el superior, transportando el problema con

o(z) = €.




Resumen

@ Cerca de un punto, una funcién holomorfa actia como una rotacién
seguida de una homotecia, y una funcién que depende de Z no es
holomorfa.

o Las ecuaciones u, = v, y u, = —v, deciden la holomorfia mirando sélo
uy v; con u,v de clase C! son también suficientes, y f’ = u, +iv,. En
polares, u, = %7}9 y Uy = —%ug.

@ Las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son arménicas y
sus curvas de nivel se cortan ortogonalmente; la conjugada se
reconstruye integrando las ecuaciones.

@ Componer con una funcién holomorfa transporta un problema de
Laplace de una regién a otra.

Préxima clase

Series de potencias en el plano complejo.




Gracias por su atencion



