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§12. Problemas de Sturm—Liouville



Recuerdo de la vez pasada

Al separar variables, la parte espacial siempre produce la misma pregunta:
para qué valores de A un problema con una condicién en cada extremo admite
solucién no nula.

X"+XX =0en (0,L), més dos condiciones de borde. J

Con X (0) = X(L) = 0 obtuvimos A, = (%)2 y X, =sin(“Zx) (ver Clase
4). Pero las CB pueden ser otras, y en coordenadas polares la EDO en el

radio ni siquiera tiene coeficientes constantes.

Conviene entonces estudiar de una vez la clase completa de problemas de
este tipo, y responder dos preguntas: jpor qué las funciones propias
resultaron ortogonales, y por qué hay infinitas?
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El problema regular

Problema regular de Sturm—Liouville

Encontrar los A € R para los cuales
(p(z) X") +q(z) X + Aw(z) X =0 en (a,b),
apX(a) +a1X'(a) =0,  BoX(b)+/X'(b) =0,

tiene solucién X # 0, con p,p’, ¢, w continuas en [a,b] y con p>0y w > 0.
v

La ecuacidn esta escrita en forma autoadjunta: el término de mayor orden
aparece dentro de una derivada. Las condiciones se llaman separadas, pues
cada una involucra un solo extremo; se pide (ag, 1) y (Bo,51) # (0,0).

El adjetivo regular exige que [a,b] sea acotado y que p y w no se anulen en
los extremos. En caso contrario el problema se dice singular.
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La forma autoadjunta

Una EDO lineal de segundo orden estad en forma autoadjunta cuando el
término de mayor orden aparece dentro de una derivada:

(pX') +¢X +AwX =0.

Toda ecuacion X" + P(2) X"+ Q(x)X + AR(x)X =0 se lleva a esa forma
multiplicandola por un factor integrante:

JP@dz - q=pQ, w=pR. J

En efecto p’ = pP, de modo que p(X" + PX') = pX" +p'X' = (pX'),.

Ejemplo: para X" —2X’+\X =0 se tiene p = e 2%, y la ecuacién se escribe
!

(6‘25”X’) +Xe 22X =0, un problema de S-L con peso w = e~?*.

Escribir X" + %X’ +AX =0 en forma autoadjunta.

Observacién: es la parte radial del laplaciano en R3.

p(z)=e




La identidad de Lagrange

Escribimos el problema como £X = -AwX, con L(X) := (pX’)l +¢X.

b

/ab [(£x)y - x(£Y)]|do = [p(X'Y - XY")]

a

Prueba: Los términos con ¢ se cancelan, y para el resto basta integrar por
partes:

b , b b
f (pX")'Y du = [ px'Y] - f pX'Y" da,
a a a
cuyo ultimo término es simétrico en X e Y. Restando la identidad con los

roles intercambiados se concluye. O]

Si X e Y satisfacen las CB separadas, el corchete se anula: en z = a los
vectores (X (a),X'(a)) y (Y(a),Y'(a)) resuelven agu + cyv = 0, luego
son paralelos. Similar para x = b.




§13. Ortogonalidad y espectro



Ortogonalidad de las funciones propias

Sean X,, y X,,, funciones propias con A\, # \,,. Como ambas cumplen las
CB, la identidad de Lagrange da

0= fab[(cxn)xm—xn(.cxm)]dx: (Am—)\n)fabXnmed:c,

y como A, # Ay, la integral se anula. O]

Como w > 0, la expresion (f, g)w = fabfgw dx es un producto interno en
(a,b), y lo anterior dice:

)\n * )\rrL — <Xn; XTrL)w =0. J

La ortogonalidad de los senos de la Clase 4 es un caso particular de esto:
proviene de las condiciones de borde y no de una identidad trigonométrica. J
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Los valores propios son reales

Nada obliga a priori a que A sea real. Si A € C es valor propio con funcién
propia X, y aplicamos la identidad de Lagrange a X y X: como los coefi-
cientes p, ¢, w son reales, X es funcién propia de X, y

_ b __ _ b
0=-(3-2) [ XXwdo=(X-2) [ |XPwdz.

La integral es estrictamente positiva porque w >0y X # 0, luego A=)\ O

Observacidn: el mismo argumento muestra que las funciones propias pueden
elegirse reales, pues las partes real e imaginaria de X resuelven el mismo
problema.



El teorema espectral

Teorema (Sturm—Liouville regular)

Para un problema regular de S-L:
© Hay una sucesién infinita de valores propios A\; < Ay < -+ — +00.
@ Cada )\, es simple: su funcién propia X, es anica salvo constante, y
tiene exactamente n — 1 ceros en (a,b).
© {X, )1 es una base ortogonal de L2 (a,b).

v

La demostracién de (3) corresponde a cursos mas avanzados de EDP y de
Analisis Funcional. Aqui, f € L2 (a,b) si fab fPwdx < +co.

El punto (3) garantiza que el dato inicial se puede desarrollar en la base de
funciones propias (comparar con el célculo de coeficientes b,, en Clase 4). J
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Desarrollo en funciones propias

Si f =Y ,51 Xy, multiplicando por X,,,w e integrando, la ortogonalidad
elimina todos los términos salvo uno:

b
(faXn>w7_[a an’wdCL'
2 b ’

a

Cn =

nm

Es la misma férmula de la Clase 4, ahora con peso. Para X,, = sin( 7 x) se
: - 2 _ _2 L

tiene w=1y |X,|* = L/2, y se recupera ¢, = £ [ fX, dx.

Observacién practica: conviene no normalizar las funciones propias: es
mas cémodo arrastrar el factor | X, |2 en el denominador.

9/19



El signo de los valores propios

Multiplicando (pX’), +qX = -AwX por X e integrando por partes:

/\beQw d = [—pX'X]Z+/b(p(X')2—qX2)dx.

b b
[-pXiXa] + f (p(X7)? - X;)dz
Ap = L (cociente de Rayleigh)

b o
/ X, wdx
a

Si g <0y las CB son de Dirichlet o de Neumann, el término de borde se
anula y el numerador es > 0: entonces A\, > 0.

Esto descarta los casos A < 0 de la Clase 4 sin resolver ninguna ecuacién, y
vale igual para coeficientes variables.
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Ejemplo: coeficientes variables

Consideremos 22 X" + X'+ AX =0 en (1,e) con X (1) = X(e) = 0. Aqui
P=1/x, luego p = x:

1
(zX') +A=X =0,  peso w(z)=1/z.
X

Ecuacién de Euler: con X = 2™ se obtiene m? = -\, luego para A >0

A\ = 272, X (z) =sin (mr lnx), n>1. J

Son ortogonales con el peso 1/z: el cambio ¢ = Inx lleva [° X, X,, % a
[01 sin(nmt) sin(mmt) dt.

Ecuacién de Euler

En az?X"” + bz X' +cX =0 si X = 2™ entonces am(m — 1) + bm + ¢ = 0.
Con raices o + iw la solucién es 27| Acos(wInz) + Bsin(wlnz)].

11/19



§14. Valores propios y condiciones de

borde



Las cuatro condiciones separadas en (0, L)

Para X"+ XX =0en (0,L), con p=w = 1:

Condiciones de borde An X ()
X©)=X(L)=0 | (=), n21| sin(2)
X'(0)=X'(L)=0 %)2, n>0| cos(2z)
X =0, x0) =0 | (52)" | sn( 25
X =0, x( 0| (#52)" [

Sélo el caso de Neumann tiene \g = 0: alli Xy = 1, que es la temperatura
promedio de la barra aislada.
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Las primeras funciones propias

X'(0) = X"(L) =0 X(0)=0, X'(L) =0

A la izquierda, las tres primeras funciones propias de Neumann: todas llegan
a los extremos con tangente horizontal. A la derecha, las del caso mixto: se
anulan en 0 y tienen tangente horizontal en L, de modo que en [0, L] cabe
un cuarto de onda, tres cuartos, cinco cuartos.
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La condicién de Robin

Un extremo que intercambia calor con el ambiente a temperatura 0 satisface
X'(L)+hX (L) =0 con h >0 (ley de enfriamiento de Newton). Junto con
X (0) =0, de X =sin(v/\z) se obtiene

V') cos (\/XL) +h sin(\/XL) =0.

tan(z) = _c z:=\V\L. J

Cultura general (no evaluado)

Es una ecuacién trascendente: no hay férmula cerrada para sus raices.
Sin embargo, el teorema espectral asegura que hay infinitas, y la figura
siguiente muestra dénde estan.
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Resolucién grafica

tan z

21
22

E ~z/(hL)

Hay exactamente una raiz 2z, en cada rama decreciente, y \, = (2,/L)%
] on-1
Para n grande la recta corta cerca de la asintota, de modo que z,, — w

y los valores propios se parecen a los del caso mixto.
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Cultura general: Problemas singulares

Cuando p se anula en un extremo, la condicién de borde separada se reem-
plaza por pedir que X y pX’ sean acotadas alli. El término de borde de la
identidad de Lagrange se anula igual, y con él sobreviven la ortogonalidad y
el desarrollo. Por ejemplo:

(1-2)X) +AX=0 ~ Xy=n(n+1), X,=Py(z), J

los polinomios de Legendre, ortogonales en (-1,1) con peso w = 1. Del
mismo modo, 22 X" + 2 X'+ (Az? - ?)X =0 tiene p = w = = y produce las
funciones de Bessel .J,,, ortogonales con peso w(z) = x.

Ambas aparecen al separar variables en coordenadas polares y esféricas: son
los "senos y cosenos" del disco y de la esfera.
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Condiciones periédicas

En (-L,L) con X(-L)=X(L)y X'(-L) = X'(L) las condiciones no son
separadas, pero el término de borde de |a identidad de Lagrange también se
anula, porque p toma el mismo valor en ambos extremos.

2
Ny = (@) , X, € {1, cos(ﬂa:), Sin(@x)}.
L IL, L

Se pierde la multiplicidad 1: cada )\, con n > 1 tiene dos funciones propias
independientes. La ortogonalidad se mantiene, y basta verificar a mano que
el seno y el coseno de un mismo n son ortogonales entre si.

Observacidn: este es el caso que produce la serie de Fourier completa, y
el que aparece al separar variables en el disco, donde la variable angular es
periédica por construccién.
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Ejercicios

@ Escribir X" +2X’ + (1+ X)X =0 en forma autoadjunta e identificar p,
qy w.

@ Resolver el problema de valores propios X” + AX =0 en (0, L) con
X'(0) =0, X(L) =0, y verificar la fila correspondiente de la tabla.

© Usar el cociente de Rayleigh para probar que si ¢ <0y las CB son de
Dirichlet, entonces A; > 0.

Q Para 22X" +3zX’'+AX =0en (1,e) con X(1) = X(e) =0, encontrar
p, w, los valores propios y las funciones propias.
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Resumen

@ Un problema regular de S-L es (pX’)’ +q¢X + AwX =0 con
condiciones separadas.

o La identidad de Lagrange mas las CB anulan el término de borde, y
de ahi salen valores propios reales y funciones propias ortogonales.

@ El teorema espectral da infinitos valores propios simples y una base
ortogonal de L2 (a,b).

@ El cociente de Rayleigh entrega el signo de los \,, sin resolver la
ecuacion.

4
Préxima clase

Sabemos que el desarrollo en funciones propias existe. Falta saber en qué
sentido converge: es la teoria de las series de Fourier.
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Gracias por su atencion



