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§0. Presentacion del curso



Un curso, tres lenguajes

Este curso reline tres teorias que nacieron por separado en el siglo XIX y
que hoy son parte de una caja de herramientas para modelar fenémenos

continuos:
1. EDP W/ Au =0 <> holomorfia \( Il. Variable
calor, onda, LapIaceJ\ ’L compleja
Oy ~ producto residuos
111. Transformada
de Fourier

La idea clave

Un problema a priori dificil (una EDP, una integral real impropia) se vuelve
facil al reinterpretarlo: separar variables, pasar al plano complejo, o pasar al
dominio de frecuencias.




Unidad I: Ecuaciones en Derivadas Parciales

Casi toda la fisica del continuo se escribe con derivadas parciales: la incégnita
u depende del espacio y del tiempo.

Cuerda vibrante: u;; = 2y,
Difusién del calor: u; = aAu
La cuerda vibra en modos propios.
El perfil de temperatura se aplana.
Si w: R™ - R funcién dos veces derivable, se define su laplaciano como
A 0%u 0%u
U= — + o+ ——.
2 2
drd 0x?
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Unidad I: jqué aprenderemos?

El método central sera la separacién de variables: buscar soluciones
u(z,t) = X(z)T(t)

y transformar asi una EDP en dos EDO acopladas por una constante .

Temas principales de la Unidad |

@ Deduccién y clasificacién de las EDP clasicas.
@ Sturm-—Liouville: valores propios A, y funciones propias X,.
© Series de Fourier: escribir el dato inicial en la base {X,,}.

© Problemas homogéneos y no homogéneos: calor, onda y potenciales.

La cuerda de guitarra modelada por la ecuacién de onda: los A, son las
frecuencias y las X, los armdnicos.




Unidad II: Funciones de variable compleja

Una funcién holomorfa f = u + iv satisface Cauchy—Riemann, y entonces u
y v son arménicas: Au = Av = 0. Asi, todo flujo plano incompresible e
irrotacional equivale a una funcién holomorfa.

1

&

w=f(z)=z+

Ademas, el Teorema de los residuos calcula integrales reales que ningiin
método de Calculo Integral clasico resuelve. Ademas, da un método para
calcular la transformada inversa de Laplace (integrales de Bromwich).




Unidad Ill: Transformada de Fourier

Toda sefial se descompone en frecuencias: f(w) = /Rf(m)e_%imd:r.

. filtro

sefial f(z) W Flw)
B — REE.

i Por qué sirve para EDP?

La transformada convierte derivar en multiplicar:

FUNw) = 2miw f(w),  Flf*g)=Ff-4.

Una EDP en x se vuelve una EDO en ¢ para cada frecuencia w. Asi
resolveremos el calor y la onda en R (dominios no acotados, donde no hay
series de Fourier).

v
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Informacién practica

o Profesor: Pedro Montero Oficina F-250
@ Ayudante: Madeline Castro

@ Material y avisos por e-mail y en la pagina del curso.

Prerrequisitos que usaremos desde hoy

e Varias Variables: gradiente, divergencia, integrales de linea (y de
superficie), Teorema de Green.

e EDO Elementales: EDO lineales de 29° orden con coeficientes
constantes, y series de Fourier.




Evaluaciones
Fechas importantes

@ 2 Certamenes (75%): pruebas escritas de desarrollo.
Certamen 1: Sabado 26/09/2026  Certamen 2: Sabado 24/10/2026

@ 4 Controles (25 %): pruebas escritas breves de desarrollo.

Q1: 08/09/2026 Q2: 13/10/2026
Q3: 10/11/2026  Q4: 24/11/2026

@ Certamen Global: fecha por definir.

V.
Nota del semestre

NS = 0,75 - (Promedio Certamenes) + 0,25 - (Promedio Controles)

Quien se inscriba en los plazos que se informaran podra rendir el
Certamen Global. Si lo rinde, la nota obtenida en todo evento reemplaza
la peor nota de certamen y se recalcula NS.

V
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§1. i Qué es una EDP?



Definicién y notacién

Sea © ¢ R™ abierto. Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es una
ecuacién de la forma

F(z, u(z), Du(z), D?u(z),... ) =0, x e,

cuya incégnita es una funcién w : 2 — R de varias variables. El orden de la
EDP es el mayor orden de derivada que aparece.

Notacién (para n =2 o n = 3)

ou ou 0%u 9%u
Up = —, Up=—, Ugp=—s, Upy=—,
TTox T ot T 922 ™ 9zoy
Vu = (Ug, Uy, uz), AuEdiv(Vu) = ugy + Uyy + Uz

Recordar que si u € C? entonces las derivadas mixtas conmutan: g, =y,
(Teorema de Schwarz). Lo usaremos implicitamente todo el tiempo.
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La gran diferencia con las EDO

EDO trivial: y'(z) =0 = y(x) =C, con C €R constante arbitraria.

La EDP analoga: para u = u(x,y),
uy =0 = wu(x,y) =g(y), g funcién arbitraria.
De manera similar: u,, =0 < (uy)y = 0= u,(z,y) = h(z) vy, al integrar

en z,
u(z,y) = f(x) +9(y), f,g arbitrarias.

Moraleja

En una EDO lineal de orden n la solucién general depende de n
constantes; en una EDP depende de funciones arbitrarias. El espacio de
soluciones de una EDP lineal homogénea es de dimensién infinita.

Asi, para determinar una solucién hace falta mucha mas informacién: condi-
ciones iniciales y condiciones de borde.
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Vocabulario y las cuatro ecuaciones clasicas

Una EDP es lineal si u y sus derivadas aparecen linealmente (sin productos
wu,, potencias u?, etc.), y es homogénea si u = 0 es solucién.

Las que estudiaremos

e Transporte: u; +cu, =0 orden 1, lineal, homogénea.
e Calor (difusién): u; = aAu orden 2, lineal, homogénea.
e Onda: uy = *Au orden 2, lineal, homogénea.
e Laplace (potencial): Au =0 orden 2, lineal, homogénea.

La EDP u; + uuy =0 (Burgers) es no lineal; u; = auy, + sin(z) es lineal
no homogénea.

V.

La linealidad permite el principio de superposicién: si ui,us resuelven una
EDP lineal homogénea, entonces cju1+coug también. Sin él, no podriamos
usar series de Fourier.
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§2. iDe donde vienen las EDP?

Deduccién de la ecuacién del calor



Recordatorio: el Teorema de Green

Sea Q) ¢ R? abierto y acotado, con borde 92 una curva simple, cerrada y
regular a trozos, orientada positivamente (el dominio queda a la izquierda),
y sea F = (P,Q) de clase C' en un abierto que contiene a Q.

a9
T Teorema de Green

n ygﬂpdmcgdy:g(QI—Py)dA.

Este teorema reaparecera en la Unidad |I: permite demostrar el Teorema de
Cauchy—Goursat, y de ahi sale todo el calculo de residuos. J

Hoy lo usaremos en una segunda forma equivalente, adaptada a flujos:
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Teorema de la divergencia en el plano

Si 0S) esta parametrizada positivamente por v(s) = (z(s),y(s)), el vector
tangente es T = (2/(s),y’(s)) y la normal exterior es

n=(y(s),-z'(s)), esdecir nds=(dy,—dx).
Entonces, para F = (P, Q):

B Green opP 8Q
8Q];.nds_ngde Qdr ~= H(am 8y) s

Teorema de la divergencia en el plano

ngF-nds - £fdiv(F) dA.

En Fisica: el flujo neto de F que sale de Q) es igual a la produccion total de
F en su interior. Es la versién plana del Teorema de Gauss, [[,, F-ndS =
[fJe, div(F) dV para © c R®.
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La ley de Fourier

Sea Q € R? una placa delgada y u(x,y,t) su temperatura. Entonces:

(1) Ley de Fourier (1822). El calor fluye de lo caliente a lo frio, con
rapidez proporcional al gradiente de temperatura. El flujo de calor es el
campo vectorial

q=-kVu, k >0 la conductividad térmica.
q=-kVu
il
caliente frio

(2) Balance de energia. La energia térmica contenida en una subregién
wces

E,(t) = jfcpu(m,y,t) dA,

donde c es el calor especifico y p la densidad del material.
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El balance de energia

Sea w ¢ () cualquier subregién con borde regular. La energia no se crea
ni se destruye: su variacién en w se debe sélo a lo que entra por el borde
mas lo que generan las fuentes internas f:

Ley de conservacién

%ffcpudAz *jgquds +fjfd‘4
). e w

flujo que entra por Jw v
fuentes
El signo "-" es porque n es la normal exterior: si q-n > 0, el calor sale de w.
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Green + Localizacién = Ecuacién del calor

Suponiendo u regular, derivamos bajo el signo integral a la izquierda y apli-
camos el Teorema de la divergencia a la derecha, con F = q=-kVu:

jgw q-nds= £f div(q) dA = - ;[f div(kVu) dA.

Por la ley de conservacién, todo se reduce a una sola integral:

£f [cput - div(kVu) - f] dA = 0.

Argumento de localizacién

Esto vale para toda subregion w € Q2. Si el integrando g es continuo y
g(p) >0 para algin p €2, entonces g >0 en un disco w € ) centrado en p,
y ahi [[ gdA>0: contradiccién. Luego =0y

cpug = div(kVu) + f en €.
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La ecuacién del calor

Si el material es homogéneo (¢, p, k constantes), entonces div(kVu) =
k div(Vu) = k Au vy, dividiendo por cp:

Ecuacién del calor

ur = aAu+ F, o= K >0 (difusividad térmica), F := .
cp cp

Tres casos particulares importantes:
© Barra unidimensional (u = u(x,t), sin fuentes):

Uy = ©F W
@ Caso estacionario (u; = 0): aparece la ecuacién de Laplace
Au=0 (o de Poisson Au = g si hay fuentes).

© El mismo balance con q = cu (transporte por un fluido, sin difusién)
da la ecuaciéon de transporte u; + cu, = 0.
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Condiciones iniciales y de borde

La EDP por si sola tiene infinitas soluciones. El problema bien planteado

agrega una condicién inicial u(z,y,0) = up(z,y) en  (temperatura inicial)
y una condicién de borde en 0f), para todo ¢ > 0. Las tres clasicas:

© Dirichlet: u = g sobre 0). Se impone la temperatura del borde
(extremos en un bafio térmico).

© Neumann: g—ﬁ =Vu-n = g sobre 2. Se impone el flujo; en particular

g = 0 significa borde aislado (q-n = 0).
© Robin (o mixta): % +Bu=g, con B>0. Ley de enfriamiento de

Newton: el intercambio con el ambiente es proporcional a la diferencia
de temperatura.

v

Cada condicién de borde dara un problema de Sturm-Liouville
distinto, y por lo tanto una base de Fourier distinta (sin, cos, o ambas).
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Primeras soluciones (y una advertencia)

Ejemplo. Verifiquemos que, para todo n € N, la funcién
nm 2
un(z,t) = e(’E)t sin(n%z)

resuelve uy = avtiz, en (0, L) con u(0,t) = u(L,t) = 0 (Dirichlet homogéneo):
en efecto, u; = —« (%)2 Up Y QUgy = —Q (%)2 Up.

Por superposicion, toda combinacion u(z,t) = Y. by uy(z,t) es ("formal-
n>1
mente") solucién, y el dato inicial obliga a

. [nm . .

ug(x) = » bpsin| —x): juna serie de Fourier!

I |
n>1

iSe puede escribir cualquier ug asi? jLa serie converge? ;jSe puede derivar
término a término? ;De dénde salieron los sin(nmz/L)7? J
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Ejercicios

© Para cada EDP, decidir si es lineal y si es homogénea:
_ _ 2 : _ 2, _
Up = Ugy + U, Ut = C Ugy +sin(t), Wy = 0, A“u=0.

© Encontrar la solucién general de u,, = 2%y en R2.

© Sea u solucién de u; = aAu en Q € R? con condicién de Neumann
homogénea 0u/0n =0 en 0. Probar, usando Teorema de la
divergencia, que la energia total se conserva: % JlqudA=o0.

© (Cultura general) Probar que el nicleo del calor

1 =T 107
Hy(z) = T "/ (da)

resuelve u; = qug, para t >0y z € R (barra infinita).
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Resumen

@ Una EDP tiene funciones arbitrarias en su solucién general: hacen
falta condiciones iniciales y de borde.

@ Las EDP clasicas se deducen de una ley de conservaciéon mas una ley
constitutiva (por ejemplo, Fourier), usando Green (u otros teoremas
de Calculo Vectorial) y localizacién.

@ Calor, Laplace y transporte son variantes del mismo balance.

4
Préximas clases

@ Separacién de variables y problemas de Sturm—Liouville: valores y
funciones propias, ortogonalidad.

o Series de Fourier, convergencia e identidad de Parseval.

@ Calor, onda y Laplace en dominios acotados; problemas no
homogéneos.

v
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Gracias por su atencion



