L . -
L('Ex UMBRA {~_SOLEM D UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Ayudantia 10 MAT451

20 de noviembre 2025
Profesor: Pedro Montero Estudiante: Mateo Hidalgo

1 Introducciéon: G-linealizaciones

Definicion 1.1. Una G-linearizacion de L es una accion & : G x L — L tal que

1. El diagrama

GxL—25 1L

id XWJ/ WJ/
GxX 2+ X
es conmutativo

2. La accion es lineal fibra a fibra.

Un fibrado en rectas G-linearizado (o un G-fibrado en rectas) sobre una G-variedad X es un par (L,&) consistiendo
de un fibrado en rectas L sobre X y su linealizacion. Un morfismo de fibrados en rectas G-linealizado es un
morfismo G-equivariante de fibrados de lineas..

Sigue de la definicién que para cualquier g € G y cualquier x € X el mapa inducido en fibras

G2(9) : Ly = Lgg

es un isomorfismo lineal.
Podemos ver el conjunto de tales isomorfismos como un isomorfismo de fibrados en rectas:

PN "
5(9) : L — g*(L),

donde consideramos g € G como un automorfismo z — ¢ - de X. Los axiomas de la accién se traducen en las

condiciones de 1-cociclo:

7 (99') =7 (¢') 0 g™*(a(9)) : L — g'*(L) — ¢"* (9*(L)) = (99')" (L)

La coleccién de estos isomorfismos 5(g) también puede verse como un isomorfismo de fibrados:

®:pri(L) — o*(L).

La condiciéon de cociclo se traduce en una condiciéon de ® la cual puede ser expresada en diagramas conmutativos,
lo cual se omite.

Usando la definicién de linealizaciéon por medio de un isomorfismo ® es facil definir una estructura de grupo
abeliano en el conjunto de G-fibrados en rectas. Si ® : pri(L) — o*(L) y @ : prd (L) — o* (L) son dos
G-fibrados, definimos su producto tensorial como el fibrado en rectas L ® L’ con la G-linealizacién dada por el
isomorfismo natural:

PP :pry (LQL') =pr5(L)@prs (L) > c*(L®L) = d*(L)®c* (L').
Donde usamos la propiedad
f* (L®L’) = L) f* (L') .

El elemento neutro en este grupo es el fibrado trivial X x Al cuya linealizacién estd dada por el producto o x id :
G x X x Al - X x Al. Esta es llamada la trivializacién lineal. La inversa de (L, ®) es igual a (L~!,®’) con &’



definida como la inversa de la traspuesta de ®. Uno chequea que esto nuevamente satisface la condicion de cociclo.
La estructura de grupo abeliano que acabamos de definir induce una estructura de grupo en el conjuntos de clases
de isomorfismo de G-fibrados en rectas. Denotamos este grupo por PicG(X ). Viene con el morfismo natural

o : Pic%(X) — Pic(X)

el cual se define olvidando la linealizacion.
De acuerdo a un teorema de Rosenlicht, para cualquier par de variedades algebraicas irreducibles X y Y sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado k, el morfismo natural

O(X)* @ O(Y)* — O(X x Y)*

es sobreyectivo.
Para encontrar condiciones para la existencia de G-linealizaciones de una recta, debemos estudiar la imagen de
el morfismo de olvido «. Este consistes de clases de isomorfismo de fibrados en recta en X que admiten G-
linealizaciones.

Lema 1.1. Sea G un grupo algebraico afin y conexo, y sea X una G-variedad. Un fibrado en rectas L sobre X
admite una G-linealizacion si y solo si existe un isomorfismo de fibrados en rectas ® : pry(L) — o*(L).

Proof. Ya sabemos que esta condicion es necesaria, asi que mostramos que es suficiente. Asuma que tal isomorfismo
existe. El problema es que puede no satisfacer la condiciéon de cociclosee. Interpretemos ® como una colecciéon de
isomorfismos ®, : L — ¢g*(L). Donde g = e, el elemento neutro, obtenemos un isomorfismo ®. : L — L. Esta
dado por una funcion ¢ € ¢(X)*. Componiendo todos los @, con ®_ !, podemos asumir que ¢, = idy. Ahora los
isomorfismos @, y ¢'* (®,) o 4 difieren por un automorfismo de L. Denotemoslo por F' (g, g’) para tener

Pyg o F (979,) =g (®g) 0 Oy

La condicion de cociclo significa que F (g, g') = idy,. Por el momento tenemos solo que F'(e, g) = F(g,e) = id, para
cualquier g € G. Identifiquemos el automorfismo F (g, g') con una funciéon invertible en G x G x X. Por el teorema
de Rosenlicht podemos escribir F (g, g") (x) = Fi1(g9)F>(¢') F3(x). Dado que F (e,¢’,x) =1y F(g,e,x2) = 1, las
funciones F»(g)F5(x) y Fi(g)F5(x) son constantes. Asi Fs(z) es constante y por tanto Fy y Fb son constantes.
Esto implica que F' = 1. Esto prueba la afirmacion. O

Defina un morfismo ¢ : Pic(X) — Pic(G) por

§(L) = (pr3(L)®@c* (L)) | G x o,

donde z( es un punto elegido en X. Suponga que §(L) es trivial. Por el lema anterior aplicado a M = pri (L) ®
o* (L") obtenemos que M = pri(M | e x X). Pero la restriccién de o y pry a e x X son iguales. Esto implica
que M es trivial, por tanto existe un isomorfismo ® : pr¥(L) — o*(L). Por el lema, L admite una G-linealizacion.
Esto prueba

Teorema 1. Sea G un grupo algebraico afin y conexo actuando en una variedad normal X. Entonces la siguiente
sucesion es exacta

0 — Ker(a) — Pic%(X) % Pic(X) 2 Pic(G).

Corolario 1.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, la imagen de Pic®(X) en Pic(X) es de indice finito. En
particular, para cualquier fibrado en rectas L en X existe un nimero n tal que L™ admite una G-linearizacion.

Proof. Use el hecho de que para cualquier k-grupo algebraico G el grupo de Picard Pic(G) es finito. O

2 Resultado Principal

Ahora estamos listos para probar que cualquier accion algebraica en una variedad normal cuasi-proyectiva puede
ser linealizada. Sea L un fibrado en rectas G-linealizado, sea V = T'(X, L) su espacio de secciones, y sea G un
grupo algebraico afin. El grupo G acttua natural y linealmente en V' por la férmula

p(9)(s)(x) =5 (9,5 (0 (97", 2))),

0, en notaciéon simplificada

(g-s)@) =g s(g" ).



Sabemos que cualquier subespacio finito-dimensional W’ de V est4 contenido en un subespacio finito-dimensional
G-invariante W generado por traslaciones de la base de W’. Por lo que obtenemos una represetancion lineal

p:G— GL(W).

Asumamos que el sistema lineal W es libre de puntos base entonces W define un mapa regular ¢y : X — P (W*)
por la formula

ow(z) = {se W :s(x) = 0}.

Aqui identificamos un punto de P (W*) con un hiperplano en W. Notar que la igualdad s(z) = 0 no depende de
la trivializacion. La representacion (7.6) en W define una representacion en W* y la represetancion proyectiva
inducida en P (WW*). Esta dada por al formula

g- H= g_l(H)7
donde H es un hiperplano en W. Ahora

ow(g-z)={seW :s(g-x) =0}
={seW:g's(g-z)=0} ={seW: (¢ s)(z) =0}
=g (¢w(@)) = g ow ()

Esto ahora muestra que el mapa ¢y es G-equivariante.
Escogiendo una base (s, ..., S,) en W obtenemos un mapa racional G-equivariante

f:X->P" xw— (so(x),...,sn(x)).

Si el mapa racional definido por una base de W’ es un encaje, entonces este mapa también es un encaje. Ahora
sea i : X — PV un encaje de X como una subvariedad localmente cerrada del espacio proyectivo. Tomamos
L = i* (Op~(1)). Cuando n es suficientemente grande, L&" = i* (Opn(n)) admite una G-linearizacion. Sea
W' < T (X, L®") laimagen de I' (PY, O~ (n)) bajo el mapa de restriccién canénico I' (PN, Opn (n)) — ' (X, L®™).
Obviamente, W’ es un sistema lineal, libre de puntos base y finito-dimensional. Este define un encaje de X en
el espacio proyectivo el cual es la composicion de i y un mapa de Veronese v, : PV — p("i") -1 (obtenido del
mapa de Veronese vg : P (k:N “) - P (Poln (k:N +1)) escogiendo bases). Reemplazando W’ con un sistema lineal
G-invariante W como arriba, obtenemos una linealizacion de la acciéon de G en X.

Teorema 2. Sea X una variedad algebraica normal y cuasi-proyectiva, sobre el cual actia un grupo algebraico
irreducible G. Entonces existe un encaje G-equivariante X — P"  donde G actia sobre P" wvia su representacion
lineal G — GLj41.
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