TAREA 3 — VARIEDADES DIFERENCIABLES (MAT430)

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MATEO HIDALGO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

FECHA DE ENTREGA: Hasta el 19 de Junio de 2025 a las 16:05 horas.

Todas las variedades Riemannianas (M, g) seran dotadas de su conexion de Levi-Civita V. Debe elegir 4 de los 5
problemas para desarrollar.

1. Métricas Rlemannlanas (25 pts). Sea B" := {z € R, |z|? = (2")? +... + (z™)? < 1} la bola unitaria
y sea H:= {x € R", 2! > 0} el semi-plano superior. Conbldere la funcién

2z —t)

f:B"—=H, xl—>t+7” nE

donde t := (—1,0,...,0).

n 1\2
Pruebe que f es un difeomorfismo y que induce una isometria entre (B" 4%) y (H, ZE%)

2. Conexion de Levi-Civita (25 pts).

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea g := e*“g donde u € €°°(M) es una funcién suave. Demuestre
que si V es la conexion de Levi-Civita asociada a g y si X,Y € I'(T'M) entonces

VxY = VxY + Ly ()Y + %L (u)X — g(X,Y) grad, (u),

donde grad,(u) € ['(T'M) es el campo vectorial gradiente de u, obtenido como el g-dual de du € Q'(M)
(i.e., determinado por la condicion g(grad,(u), X) = (du)(X) = Zx(u) para todo X € T(TM)).

3. Geodésicas (25 pts). Considere H := {(z,y) € R?,y > 0} con la métrica de Poincaré g = % ((da)?+
(dy)?). Determine todas las geodésicas de (H, g).

Indicacion: Deberia obtener que hay dos tipos de geodésicas, las dadas por semicirculos parametrizados con
rapidez constante, es decir

{ x(t) = zo + Rtanht

y(t) = Rsecht — (para cualquier xo € R, R > 0).

Cosht
y las dadas por semirectas parametrizadas a rapidez constante, es decir

{ x(t) = 20

y(#) = yoe! (para cualquier xg € R,yo > 0).
= Yo

4. Campos de Killing (25 pts). Considere T? C R? con la métrica g = (d)? + (2 + cos())?(dyp)?.

Determine las ecuaciones de Killing para

7] 0
X = P(0.¢) 3+ Q6.9) 5 € D(TT?)

. Existen campos de Killing constantes en el toro (T?,g)?
5. Curvatura (25 pts). Considere (R", gean) y S€a G := €*%gean con u € €°°(R"). Defina 0;; := VectR(%7 %) -

T,R" plano vectorial, para todo p € R", y sea K la curvatura seccional asociada a la métrica g. Pruebe que

[?(Gij) = —e 2 | Oju + 0ju + Z (8ku)2 ,
ki,

donde O;;u = 57 aw, y Ok = Tuk Utilice lo anterior para describir explicitamente el tensor de curvatura de
Riemann R(X Y Z W) para la bola unitaria (B™, = IIwH T Sor (dzt)?).

Bonus (15 pts). Sea (M, g) variedad Riemanniana. Probar que T}, = 52+ (In \/det(gi;)).

Indicacion: Puede usar directamente, sin demostracion, la formula de Jacobi: si A : R — GL,(R), t — A(t) es
una funcion suave entonces - det(A(t)) = det(A(t)) tr(A(t)"1A'(2)).



