TAREA 2 — VARIEDADES DIFERENCIABLES (MAT430)

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MATEO HIDALGO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

FECHA DE ENTREGA: Hasta el 7 de mayo de 2025 a las 23:59 horas.

Todas las variedades diferenciables y funciones entre ellas seran de clase ¥°°. Ademas, las supondremos espacios
topologicos de Hausdorff y o-compactos.

1. Flujos de campos vectoriales (20 pts). Sea f: M — M un difeomorfismo y sea X € I'(T'M) un campo
vectorial completo con flujo (¢y : M = M )ter. Entonces:

(a) Pruebe que el pushforward f.X := (f~1)*X € I'(T M) es un campo vectorial completo y que su flujo
asociado esta dado por v, = f o, 0 f1.

(b) Sean X,Y € I'(T'M) campos vectoriales completos, con flujos (¢i)ier ¥ (¢s)ser, respectivamente. Use
el ftem (a) y el hecho que Zx(Y) = [X,Y] para deducir que:

[X,Y] =0 siy solo si ¢s o = @y 01, para todos s,t € R.
2. Teorema de Frobenius (20 pts). Considere coordenadas (z,, z,t) en R* y los campos vectoriales
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Determine una subvariedad maximal M C R* tal que 2 := (X,Y) C TR* sea una distribucién de rango 2.
Determine si & define una foliaciéon en M.

3. Formas diferenciales (20 pts). Sean w = S0 | fi da’ € QY(M), X = S XI55 € T(TM) y sea
f € €°°(M). Pruebe que Lx (w) = 3" (Xj ok 1 f; %iff) da' y que Lyxw = fLxw+df Aixw.
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4. Orientacioén (20 pts). Una superficie de Riemann es un espacio topologico de Hausdorff o-compacto S
tal que para todo punto p € S existe una vecindad abierta p € U, y un homeomorfismo ¢, : U, = V,, C C,
donde V), es un abierto del plano complejo, y donde cada vez que U, N U, # 0 se tiene que el cambio de
cartas N
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es una funcion holomorfa con inversa holomorfa. Pruebe que toda superficie de Riemann es una variedad
real de dimensién 2 orientable.

5. Teorema de Stokes (20 pts). Considere en R3\ {0} la 2-forma diferencial

1
Y= (IQ+y2+Z2)3($dyAdZ—yda:/\dz+zda:/\dy)

(a) Verifique que dw = 0.

(b) Sea i : S2 < R? la inclusion de la esfera unitaria en R?. Calcule, usando coordenadas esféricas’

integral [g, i*w y deduzca que [w] # 0 en Hig (R3\ {0}).
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Bonus (15 pts). Sea vol := dx A dy A dz la forma de volumen de R?, y sea S C R? una superficie compacta
sin borde. Asi, S encierra un abierto acotado @ C R? tal que 9Q = S. Para p € S, denotamos por v(p) al
vector normal exterior unitario de S saliendo del punto p, y definimos la 2-forma de area o € Q2(S) como
o(X,Y) :=vol(v(p),X,Y) para todos X,Y € T,S y definimos Area(S) := [ 0.

(Bl) Sea w =xdy Adz +ydz Adx + zdx A dy. Calcular dw.
(B2) Sea (V4,Vs) una base ortonormal directa? de T},S. Probar que w(Vi, Va) < ||p|lo(V4, Va).

(B3) Deducir que si r € R™? es tal que Q C B(0,7) entonces vol(Q2) < £ Area(S).

'Recuerde que en coordenadas esféricas (6, ¢) € [0, 2n[x[ZF, 5[ se tiene = = cos(p) cos(8), y = cos(y) sin(f), z = sin(e).
2Recordar que (V1,V2) es una base directa si (v(p), V1, V2) es una base directa de R3.



