TAREA 1 — VARIEDADES DIFERENCIABLES (MAT430)

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MATEO HIDALGO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

FECHA DE ENTREGA: Hasta el 16 de abril de 2025 a las 23:59 horas.

Todas las variedades diferenciables y funciones entre ellas seran de clase ¥°°. Ademas, las supondremos espacios
topologicos de Hausdorff y o-compactos.

1. Sub-variedades de R™ (20 pts). Considere la funciéon f : R?> — R dada por
fle,y) =2 + oy +y° + 1.
Determinar el conjunto  C R? de puntos p € R? tales que M := f~1(f(p)) es una subvariedad de R?.

2. Submersiones, Inmersiones e Incrustamientos (20 pts). Probar que para toda matriz invertible M €
GL,(R) se tiene que el diferencial de la aplicacion determinante det : GL,(R) — R esta dado por

(dps det)(A) = det(M) tr(M L A).

Deducir que si M € SL,,(R) = {M € GL,(R) tal que det(M) = 1} entonces rg(das det) = 1 y concluir que
SL,(R) es una variedad diferenciable de dimensién n? — 1.

3. Variedades diferenciables (20 pts). Probar que la esfera S® C R"*! como subvariedad de R"*! es
difeomorfa la S™ como variedad abstracta construida usando las proyecciones esteograficas desde N =
(1,0,...,0) e S*y S = (-1,0,...,0) € S™.

4. Fibrados vectoriales (20 pts). La banda de M&bius se define como el cociente de R? por la relacion
de equivalencia
(z,t) ~ (z + 1, —t) para todos (z,t) € R?,

y definimos por 7 : M — R/Z = S! C C, [(z,t)] = [2] = > la proyeccion en la primera coordenada.
Probar que 7 : M — S' define un fibrado vectorial de rango 1 sobre S' y que 7 no es el fibrado trivial.

Indicacion: Sea Opr : St — M la seccion nula. Analizar la topologia de M \ 05/ (St).

5. Campos vectoriales y Derivada de Lie (20 pts). Considere los campos de vectores X e Y en R? dados
por

0 0] 0 0 0

Calcular el corchete de Lie [X,Y]. Verificar que la restriccion de los campos X, YV y [X,Y] a la esfera
S? = {(z,y, 2) € R? tal que 2% + y? + 22 = 1} son campos vectoriales en SZ.

Bonus (10 pts). Probar la identidad de Jacobi, es decir, para todos X,Y,Y € I'(T'M) se tiene que

(XY, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.



