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1 Recuerdo

Definición 1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensón n. Definimos TM como

TM :“
ď

pPM

TpM “ tpp,Xq, p P M,X P TpMu

Aquí cada TpM es un R-e.v. de dimensión n, dada por clases de equivalencias de curvas.
Las aplicaciones tangentes de f :M Ñ N son funciones lineales dfp : TpM Ñ TpN

dfppXq “ rf ˝ cs

para todo X “ rcs donde c : p´ϵ, ϵq Ñ M diferenciable en 0 y cp0q “ p.

Teorema 1. Tenemos la identificación

ΓpTMq – DerpC8pMqq

X ÞÑ LX

Así, para todo Xp “ rcs P TpM tiene sentido Xpf :“ pLXfqppq “ dfpXqppq “ dfppXpq “ rf ˝ cs P TfppqR. Además,
dFppXpqf “ rF ˝ csf “ rf ˝ F ˝ cs “ Xppf ˝ F q.

Teorema 2. Si M es variedad diferenciable y U Ă M es un abierto, entonces, con extensiones de la unidad
podemos probar que la inclusión U ãÑ M induce el isomorfismo canónico dip : TpU Ñ TpM .

Teorema 3. Es claro que si pϕ,Uq es una carta suave entonces dϕp : TpU Ñ TϕppqM es un isomorfismo de inversa
dpϕ´1qp. Más generalmente tenemos la regla de la cadena dpG ˝ F qp “ dGF ppq ˝ dFp.

Si consideramos una carta local suave pU, ϕq torno a p sabemos que los vectores

¨

˝

B
Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq

, . . . , B
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq

˛

‚ forman

una base de TϕppqRn, así que las preimagenes forman una base para TpU – TpM , base que denotaremos por
¨

˝

B
Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

, . . . , B
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

˛

‚ esta es la base más usual para TpM .

De esta forma tenemos
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ pdφpq
´1

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φppq

¸

“ d
`

φ´1
˘

φppq

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φppq

¸

.

y por tanto
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

f “
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φppq

`

f ˝ φ´1
˘

“
Bf̂

Bxi
pp̂q

donde f̂ “ f ˝ ϕ´1.
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Consideremos primero F : U Ñ V , donde U Ď Rn y V Ď Rm son abiertos. Para todo p P U , determinemos
la matriz dFp : TpRn Ñ TF ppqRm en términos de las bases coordenadas estándares. Usando

`

x1, . . . , xn
˘

para
denotar coordenadas en el dominio y

`

y1, . . . , ym
˘

para denotarlas en el codominio, usamos la regla de la cadena
para calcular la acción de dFp en un vector de la base como sigue:

dFp

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¸

f “
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

pf ˝ F q “
Bf

Byj
pF ppqq

BF j

Bxi
ppq

“

˜

BF j

Bxi
ppq

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

¸

f.

Luego tenemos para F : M Ñ N suave, donde pU, ϕq es carta suave para M en p y pV, ψq carta suave para N en
F ppq, que F̂ : ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpU X F´1pV qq Ñ ψpV q suave entre abiertos euclideanos. Ahora si ϕppq “ p̂ entonces
F̂ pp̂q “ ψ´1pF ppqq y

dFp

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¸

“ dFp

˜

d
`

φ´1
˘

p̂

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p̂

¸¸

“ d
`

ψ´1
˘

pF pp̂q

˜

dF̂
pp

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p̂

¸¸

“ d
`

ψ´1
˘

pF pp̂q

¨

˝

BF̂ j

Bxi
pp̂q

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pF pp̂q

˛

‚

“
B pF j

Bxi
pp̂q

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

.

De esta forma, en las bases usuales, la matriz representante de dFp es justo la Jacobiana de F̂ .

Teorema 4. En particular cuando consideramos los mapas de transición tenemos una fórmula para hacer cambios
de coordenadas

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ d
`

φ´1
˘

φppq

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φppq

¸

“ d
`

ψ´1
˘

ψppq
˝ d

`

ψ ˝ φ´1
˘

φppq

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φppq

¸

“ d
`

ψ´1
˘

ψppq

˜

Bx̃j

Bxi
pφppqq

B

Brxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψppq

¸

“
Bx̃j

Bxi
pp̂q

B

Bx̃j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

2 Ejercicios

1. Los mapas de transición entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas en abiertos adecuados del
plano vienen dados por px, yq “ pr cospθq, r sinpθqq. Exprese

v “ 3
B

Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

´
B

Bθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

en coordenadas cartesianas en el punto p P R2zt0u cuya representación en polares es pr, θq “ p2, π{2q.

Solución: Aplicando las fórmulas de cambios de coordenadas tenemos

B

Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ cos
´π

2

¯

B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` sin
´π

2

¯

B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“
B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

,

B

Bθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ ´ 2 sin
´π

2

¯

B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` 2 cos
´π

2

¯

B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

“ ´ 2
B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

,

y por tanto

v “ 3
B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` 2
B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
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2. Sea M,N variedad diferenciables, sea F : M Ñ N mapa suave. Muestre que dFp : TpM Ñ TF ppqN es el
mapa nulo para cada p P M si y solo si F es constante en cada componente conexa de M .

Solución:

Por definición de suavidad de F , tenemos que para todo p P M existe una carta suave pU, ϕq para p y una
carta suave pV, ψq de F ppq tal que F̂ :“ ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpU X F´1pV qq Ñ ψpV q es suave.

Tenemos que

dFp “ 0 ðñ dFp

¨

˝

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

˛

‚“ 0,@i ðñ
BF̂ j

Bxi
B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

“ 0,@i ðñ F̂ es constante en ϕpU X F´1pV qq

ðñ F es constante en U X F´1pV q

como p P U XF´1pV q abierto y estos abiertos cubren M , tenemos que F es localmente constante, por tanto
es constante en cada componente conexa.

3. Considere el mapa cociente π : Rnzt0u Ñ RPn. Describa explícitamente las cartas suaves vistas en clases,
demostrando que RPn es una variedad diferenciable compacta y calcule dπp con respecto a las coordenadas
usuales, verifique que es una submersión.

Solución: Para cada i “ 1, . . . , n definimos Ûi Ă Rnzt0u el conjunto donde xi ‰ 0 y definimos Ui “ πpÛiq

claramente abierto y saturado. Definimos los mapas ϕi : Ui Ñ Rn

ϕirx
1, . . . , xn`1s “

ˆ

x1

xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
xn`1

xi

˙

el cual está bien definido, claramente es continua y de hecho es un homeomorfismo pues su inversa está dada
por

ϕ´1
i pu1, . . . , unq “ ru1, . . . , ui´1, 1, ui, . . . , uns

así RPn es localmente euclideano de dimensión n.

Queda verificar que RPn es compacta, Hausdorff y segundo numerable. Que es compacto es porque podemos
escribirlo como la imagen continua de la esfera Sn, que es Hausdorff queda de ejercicio y que es segundo
numerable sigue de que Rnzt0u es segundo numerable y π es un mapa cociente abierto. (En efecto, sea
U P CPn abierto. Debemos probar que π´1pπpUqq es abierto. Pero

π´1pπpUqq “ trx : r P Rzt0u, x P Uu “
ď

rPRzt0u

rU,

el cual es una unión de abiertos.)

Si i ą j tenemos que

ϕj ˝ ϕ´1
i pu1, . . . , unq “

ˆ

u1

uj
, . . . ,

uj´1

uj
,
uj`1

uj
, . . . ,

ui´1

uj
,
1

uj
,
ui

uj
, . . . ,

un

uj

˙

es un difeomorfismo de ϕipUi X Ujq a ϕjpUi X Ujq, por tanto esto le da un estructura suave a RPn.

Ahora, consideramos la estructura diferenciable usual para Rnzt0u (la inducida por la identidad), así que

π̂ “ ϕi ˝ π ˝ Id´1 : π´1pUiq Ñ ϕipUiq,

π̂px1, . . . , xn`1q “ ϕi ˝ πpx1, . . . , xn`1q “ ϕirx
1, . . . , xn`1s “

ˆ

x1

xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
, . . . ,

xn`1

xi

˙

esto nos da una matriz Jacobiana explícita de n` 1 columnas
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p1{xi, 0, . . . , 0q, p0, 1{xi, 0, . . . , 0q, . . . ,
´1

xi

ˆ

x1

xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
, . . . ,

xn`1

xi

˙

, . . . , p0, . . . , 0,
1

xi
q

pero n de ellas son linealmente independientes, es decir la matriz tiene rango maximal, en particular es
sobreyectiva y por tanto π es subermersión en cada abierto π´1pUiq, por tanto es submersión en todo
Rn`1zt0u.

4. Sea c P R y f : Rnzt0u Ñ R una función suave que es positivamente homogenea de grado c, es decir,
fpλxq “ λcfpxq para todo λ ą 0 y x P Rnzt0u. Probar que V f “ cf , donde V es el campo vectorial de Euler
definido por

Vp “ x1
B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` ¨ ¨ ¨ ` xn
B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

Solución:

Derivamos con respecto a λ, tenemos

∇fpλxq ¨ x “ cλc´1fpxq

∇fpxq ¨
x

λ
“ cλc´1f

´x

λ

¯

∇fpxq ¨ x “ cλcfpx{λq “ cfpxq

y además notamos que

pV fqppq “ Vppfq “ pi
Bf

Bxi

concluyendo.

3 Propuestos

1. ★✩✩ Verifique que el espacio proyectivo es Hausdorff. Para esto, note que dotando Rn`1 de un producto
interno podemos calcular ángulos y ’separar’ rectas usando conos abiertos.

2. ★✩✩ Calcule la representación en coordenadas polares de los siguientes vectores tangentes:

X “ x
B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` y
B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

Y “ x
B

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

´ y
B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

Z “ px2 ` y2q
B

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

3. ★★★ Considere las curvas:

(a)
σ : R Ñ R2

t ÞÑ pt, |t|q

(b)
σ : R Ñ R2

t ÞÑ
`

t3 ´ 4t, t2 ´ 4
˘
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(c)
σ : R Ñ R3

(d)
t ÞÑ pcos 2πt, sin 2πt, tq

(e)
σ : p1,8q Ñ R2

t ÞÑ

ˆ

1

t
cos 2πt,

1

t
sin 2πt

˙

(f)
σ : p1,8q Ñ R2

t ÞÑ

ˆ

1 ` t

2t
cos 2πt,

1 ` t

2t
sin 2πt

˙

(g)
σ : R Ñ R2

t ÞÑ

´

2 cos
´

fptq ´
π

2

¯

, sin 2
´

fptq ´
π

2

¯¯

donde fptq denota una función creciente C8 en ´8 ă t ă 8 tal que fp0q “ π, limtÑ´8 fptq “ 0 y
limtÑ8 fptq “ 2π (por instancia, fptq “ π ` 2 arctan tq.

(h)
σ : R Ñ R2

t ÞÑ

$

&

%

p1{t, sinπtq if 1 ď t ă 8

p0, t` 2q if ´ 8 ă t ď ´1

donde uno conecta de forma suave, para ´1 ď t ď 1, las dos curvas σ|p´8,´1s y σ|r1,8q con una curva
C8.

1. ¿Es σ una inmersión en (a)? (resp., en (b), (d), (g))?

2. ¿Es σ una inmersión inyectiva en (b) (resp., en (d), (g), (h), (i))?

3. ¿Es σ un embedimiento en (c)? (resp., en (e), (f), (h), (i))?
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