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1 Recuerdo

Definicién 1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensén n. Definimos T M como

TM := U T,M = {(p,X),pe M, X € T,M}
peM

Aqui cada T,M es un R-e.v. de dimension n, dada por clases de equivalencias de curvas.

Las aplicaciones tangentes de f : M — N son funciones lineales df, : T,M — T,N

dfy(X) = [foc]
para todo X = [c| donde ¢ : (—e,€) = M diferenciable en 0 y ¢(0) = p.
Teorema 1. Tenemos la identificacion

I'(TM) = Der(C*(M))
X — Zx

Asi, para todo X, = [c] € T,M tiene sentido X, f := (Zx f)(p) = df (X)(p) = dfp(Xp) = [foc] € TyyR. Ademds,
AFy(X,)f = [Foclf = [fo F o] = X,(f o F).

Teorema 2. Si M es variedad diferenciable y U < M es un abierto, entonces, con extensiones de la unidad

podemos probar que la inclusion U — M induce el isomorfismo canonico diy : T,U — T, M.

Teorema 3. Es claro que si (¢,U) es una carta suave entonces dgy, : TyU — Ty,) M es un isomorfismo de inversa

d(¢™1)p. Mds generalmente tenemos la regla de la cadena d(G o F), = dGp(,) o dF).

Si consideramos una carta local suave (U, @) torno a p sabemos que los vectores | ¢ ey ai forman
‘ #(p) #(p)
una base de Ty, R™, asi que las preimagenes forman una base para T,U = T,M, base que denotaremos por
ol 0 .
2T s BT esta es la base mds usual para T, M.
P P

De esta forma tenemos

o 1 0 B 1 0
oxt|, = (dey) (8:1:1' ¢(p)> =d(e )sa(p) <8xi 9a(p)> '
y por tanto .
0 0 _ of
oz'|, ox o(p) oz

donde f = fogpt.



Consideremos primero F : U — V', donde U € R™ y V € R™ son abiertos. Para todo p € U, determinemos
la matriz dF, : TyR" — TppR™ en términos de las bases coordenadas estdndares. Usando (zl, e ,x") para
denotar coordenadas en el dominio y (yl7 e 7ym) para denotarlas en el codominio, usamos la regla de la cadena

para calcular la accion de dF}, en un vector de la base como sigue:

a5, ( ’ )f— | (For) = SLEG T
OF7 0
= (M(p)ayj F(m) !

Luego tenemos para F : M — N suave, donde (U, ¢) es carta suave para M en p y (V,v) carta suave para N en
F(p), que F:qpoFo¢t: (U nF1(V)) - (V) suave entre abiertos euclideanos. Ahora si ¢(p) = p entonces

Fp)=4vY(F(p) y

o\ o 0 R s [0 R OF1 0
dF”(amz)_dFP(d(@ )ﬁ<6xi p)) ) p (de<axiﬁ>>_d(¢ )rw) %(p)@ﬁm
p
OFI 0
= =) o,

De esta forma, en las bases usuales, la matriz representante de dF), es justo la Jacobiana de F.

Teorema 4. En particular cuando consideramos los mapas de transicion tenemos una formula para hacer cambios

0 0
5 — @) < )
ox »(p) ox o(p)
a )
©(p)

p
=d (w_l)w(p) od(¢o SD_l)so(p) ( oxt
07 @
W)) = 5 P55

de coordenadas

=d () ) (Zi(tp(p))a;

2 Ejercicios

1. Los mapas de transiciéon entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas en abiertos adecuados del

plano vienen dados por (x,y) = (rcos(#),rsin(6)). Exprese

en coordenadas cartesianas en el punto p € R*\{0} cuya representacioén en polares es (r,0) = (2,7/2).

Solucion: Aplicando las formulas de cambios de coordenadas tenemos

aarp—cos(ﬂ)(i —l—sm(W) (jy i
8—60 :—2sin< ) ’ +2cos '
P
y por tanto
0 0




2. Sea M, N variedad diferenciables, sea F' : M — N mapa suave. Muestre que dF), : T,M — Tpq,) N es el

mapa nulo para cada p e M siy solo si F' es constante en cada componente conexa de M.
Solucién:

Por definicion de suavidad de F', tenemos que para todo p € M existe una carta suave (U, ¢) para p y una
carta suave (V,1) de F(p) tal que F := ¢ oFo¢ =t :¢(U n F1(V)) = (V) es suave.

Tenemos que

59 )
% — j g . i = 0,Vi —= I es constante en ¢(U n F~1(V))

P F(p)

dF, = 0 <= dF,

<= F es constante en U n F~ (V)

como p € U n F~1(V) abierto y estos abiertos cubren M, tenemos que F es localmente constante, por tanto

es constante en cada componente conexa.

3. Considere el mapa cociente 7 : R™\{0} — RP". Describa explicitamente las cartas suaves vistas en clases,
demostrando que RIP"™ es una variedad diferenciable compacta y calcule dm, con respecto a las coordenadas

usuales, verifique que es una submersion.

Solucién: Para cada i = 1,...,n definimos U; R™\{0} el conjunto donde x* # 0 y definimos U; = W(Ul)

claramente abierto y saturado. Definimos los mapas ¢; : U; — R"

I,Cl xi—l xi+1 xn+1>
)

bi[xt, ... 2" = ( o

xt’ xt 7oyt gt

el cual esta bien definido, claramente es continua y de hecho es un homeomorfismo pues su inversa esta dada
por

—1 1 n 1 i—1 i n
o (uy .. u)y=Ju,...,u" Lt o u]
asi RP™ es localmente euclideano de dimensién n.

Queda verificar que RP™ es compacta, Hausdorff y segundo numerable. Que es compacto es porque podemos
escribirlo como la imagen continua de la esfera S™, que es Hausdorfl queda de ejercicio y que es segundo
numerable sigue de que R™\{0} es segundo numerable y 7 es un mapa cociente abierto. (En efecto, sea
U € CP" abierto. Debemos probar que 7~ !(7(U)) es abierto. Pero

7 (w(U)) = {rz:re R\{0},z e U} = U rU,

reR\{0}
el cual es una union de abiertos.)
Si ¢ > j tenemos que
= 1 " ul ,ujfl u]+1 uzfl 1 uz un
¢]O¢)z (u,...,u): Ty ey —, U T Ty Ty esey T
ul ul u’ w Cuw W ul

es un difeomorfismo de ¢;(U; n Uj) a ¢;(U; n Uj), por tanto esto le da un estructura suave a RP”.

Ahora, consideramos la estructura diferenciable usual para R™\{0} (la inducida por la identidad), asi que

T =¢;omo d—: Wﬁl(Ui) — ¢, (Uy),

1 i—1 i+1 n+1
. x x x x
7T(ac1,...7x”+1)=¢io7r(331,...,sc"+1)=¢i[3317...,$"+1]=(. T T T )

esto nos da una matriz Jacobiana explicita de n + 1 columnas



. . -1 1‘1 xz—l JfH_l xn-ﬂ—l 1
1/2*,0,...,0),(0,1/2*,0,...,0),...,— | —,... . — ... . .oy (0y...,0, =
(V0,000 0.1/, 00 1 (T S o ) 000 5)

pero n de ellas son linealmente independientes, es decir la matriz tiene rango maximal, en particular es

sobreyectiva y por tanto 7 es subermersién en cada abierto m—(U;), por tanto es submersién en todo
Rn+1\{0}

4. Sea c € Ry f: R"\{0} — R una funciéon suave que es positivamente homogenea de grado ¢, es decir,
f(Az) = A f(x) para todo A > 0y z € R"\{0}. Probar que V f = ¢f, donde V es el campo vectorial de Euler
definido por

0

n
ot

p

1
Vo=@ a1

p
Solucion:

Derivamos con respecto a A, tenemos

ViAz) -z =X f(2)
x 1, (T
Vi@ 5= (3)
V() -z =X fz/X) = cf(x)
y ademés notamos que

of
oxt

V) =Volf) =pi

concluyendo.

Propuestos

1. %3y Verifique que el espacio proyectivo es Hausdorff. Para esto, note que dotando R"*! de un producto

interno podemos calcular angulos y ’separar’ rectas usando conos abiertos.

2. %v¢vr Calcule la representacion en coordenadas polares de los siguientes vectores tangentes:

0 0
X = p— -
x@x * y@y
P P
0 0
YV = o2 | —y—
xé’y Yoz
p p
0
Z _ 2 2y Y
(@ +y7) =
p
3. %% % Considere las curvas:
(a)
o:R - R?
t (2, t])
(b)
o:R - R?

t (85 —4t,t* —4)



(h)

o:R—R3
t — (cos 27t, sin 27t t)

o:(1,0) > R?

1 1
t— <t cos 27t n sin 27rt>

o:(1,0) —» R?
1

tH( +1

2t

c:R—R?

1+¢
cos 27t St sin 27715)
2t

™

t— (2005 (f(t) - g) ,sin 2 (f(t) - 5))

donde f(t) denota una funcion creciente C* en —o0 < ¢t < o tal que f(0) = m,lim;, o f(t) =0y

lim; o f(t) = 27 (por instancia, f(t) = m + 2arctant).

o:R - R?
(1/t,sinmt) fl<t<oo

t—

0,t+2) if —o<t<-—1
donde uno conecta de forma suave, para —1 < t < 1, las dos curvas 0'|(7
C*.
(Es o una inmersion en (a)? (resp., en (b), (d), (g))?
(Es o una inmersion inyectiva en (b) (resp., en (d), (g), (h), (i))?

(Es ¢ un embedimiento en (c)? (resp., en (e), (f), (h), (1))?

0,—1]

Y 01,00 cON una curva
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