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33.6 FIBRADO TANGENTE,
COTANGENTE Y NORMAL
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CONSTRUCCION DE Q. Y Tx

Construccion: Sea X variedad suave irreducible de dim(X) = n, ie,
dimg (7, X) = dim(X) = n para todo x € X. Construyamos Tx fibrado
vectorial tal que (T'x )y :=Tx, 2T, X = (mg/m2)V:

Para todo x € X se define Qﬁ(z =Tx, 2 m,/m2.

Sea {U;};es cubrimiento abierto de X y para i € I sean ut,...,ul, € Ox(U;)
coordenadas locales, i.e., funciones regulares tales que sus diferenciales
dgul,...,dgu;, forman una base de Q}(m para todo x € U;.

En @ # U; nU; consideramos J;;(z) € GL,(k) que permite pasar de la
base {d,u},...,dyu}} a {dyul,... dyul} para todo punto z € U;nU;. En
particular, dichas matrices (jacobianas) verifican la condicién de cociclo

Jij ik = Jir en U;nU;jn Uy, (regla de la cadena)

y definen Q% fibrado vectorial, con Q}M = espacio cotangente en x € X.
Asi, Tx = (2%)" cumple Tx , = T,, X para todo z € X.
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FIBRADOS TANGENTE Y COTANGENTE

Sea X variedad suave irreducible, el fibrado de rango dim(X') dado por:
@ Tx esllamado el fibrado tangente de X.
Q ) esllamado el fibrado cotangente de X.

Para @ # U € X abierto las secciones de H*(U, Tx|r/) y H(U, QL |r7) son
llamadas campos de vectores y 1-formas diferenciales en U, resp.

Ejemplo importante: Mas generalmente, si p € {1,...,n} el fibrado de
p-formas diferenciales en X se define mediante Q% = APQY..

Luego, si uq,...,u, € Ox(U) son coordenadas locales en U € X, entonces
s e HY(U, O \U) es de la forma

s(@)= D firdp(®) dottgy A Adgug, con fy b () € Ox (U).

1<g1<<gp<n

En particular, rg(Q%.) = ( ) donde n = dim(X).



EL DIFERENCIAL df : Tx — f*Ty, Tf Y Q}

La construccién de T'x es functorial:

Si f: X - Y morfismo regular entre variedades suaves irreducibles, entonces
dof : T X — Tf(x)Ydéf(f*Ty)x induce un morfismo de fibrados en X

df : Tx — f*Ty llamado la diferencial de f.

Asi, f: X - Y morfismo suave si df : Tx - f*Ty sobreyectivo, i.e.,

d
0—>TX/Y—>TX—f»f*Ty—>O

es exacta, donde T'x/y défo := ker(df) es el fibrado tangente relativo y
cumple que (Tf)mdéf(TX/y)z =T, (f1(f(x))) para todo x € X.

El fibrado cotangente relativo Q} d:efﬁﬁf/y = (T'xy)" de un morfismo

suave f: X - Y cumple Oﬁf*Q%fHQ&—»Qﬁ{/Y_’O‘
v




EJEMPLOS

© Si X e Y variedades suaves irreducibles, T'x,y = pry T'x @ pry Ty .
Q Tyn 2 A" x k™ es el fibrado trivial de rango n: identificando Ty~ con

su haz de secciones y considerando coordenadas globales x4, ..., z,
de A", los campos de vectores 6%1, ey % e HO(A™, Ty») dados por
0 of

2 Opngp — k, fr— (p) para todo pe A"

generan HO(U, Tyn|r7) para todo abierto U € A™. Asi, Tyn = o

La siguiente definicién proviene de la Geometria Diferencial.

en términos de haces de secciones.

Una variedad suave irreducible X es paralelizable si T'x =~ X x fdim(X) og
el fibrado trivial, i.e., T'x

~ ﬁ;‘z dim(X)




GRUPOS ALGEBRAICOS

Sea G un grupo algebraico irreducible. Entonces, G es paralelizable. J

Prueba (Mumford): G es suave (al ser un espacio homogéneo). Sea e € G
neutro y g:=T.G. Para g € G consideramos el morfismo regular

L,:G— G, h+~— gh con diferencial d.L,: g — T,G
Veamos que ¢ : Gxg — Tg, (g,v) — (deL,)(v) isomorfismo de fibrados:
Sea E := G x g trivial y F := T, con haces respectivos & y .%, entonces
0pt By = & JmpEy = Fp 2 Fy/my.Z, isomorfismo de k-e.v. (G suave).

El Lema de Nakayama implica que ¢, : & — %, isomorfismo de tallos
VreG. Asi, ¢: & — % isomorfismo de haces, i.e., To 2 G x g trivial. [

Caso particular: G* (™, +) 2 A”, G*, = ((k*)", x ), GLyn(k), SLn(k),
PGL,,(k), etc. son paralelizables. Si A es una variedad abeliana (i.e.,

grupo algebraico irreducible proyectivo), entonces Ty trivial.
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ESPACIO PROYECTIVO

Sucesion exacta de Euler

Sea V = k™! un k-e.v. y P(V) = P". Entonces, hay una sucesién exacta
de fibrados vectoriales en P(V'), llamada la sucesién exacta de Euler

0 — Opvy — V & Opgyy (1) —> Ty — 0,
o equivalentemente 0 — Qﬁm(v) — V ® Opyy(=1) —> Opyy — 0.
Aqui, Op(yy es el fibrado en rectas trivial y V ® Op(y)(1) = Opn (1)®(+1),

Prueba: En V = A™! con coord. zg,...,Zn, 8%0, ...,82 son generadores

de Tyn+1. Sin embargo si f,g e O(A™) homogéneos de grado d, entonces

(como ggf y 89 homogéneos de grado d —1) la férmula de Leibniz implica

aii(i)(m:%%(i)(x) iail( )()
)

y luego 57~ no esta bien definido en P", pero w%a si lo esta.




ESPACIO PROYECTIVO

Sea x = [£] e P(V). Como Op(yy(=1)[g “¢, tenemos Opevy (Ve LV =
{¢w £~k lineal} dual de £ = k. Construyamos @ : V' ® Op(y)(1) = Tp(vy:

Para v e V 'y ¢ € Opy(1) g L0V, sea (v ® ) = Oveyp € Tp(v), la
aplicacién lineal Opgy,(f) = go(:n)%(m) para todo germen f € Op(y (4, la
cual es independiente del vector 2 € £\ {0} escogido.
® sobreyectivo: En Uy = {z¢ # 0} notar que g =z =1y los % = % con
v = e; generan Ty, = Tan via ®. Andlogamente para cada U; = {z; # 0}.

:= ker(®) € Pic(P(V')) es trivial: Sea s := }I'je; ® e seccién global

nunca nula, con ®(s)=' ¥ oxza =0 por la férmula de Euler (Clase 12):

le —deg (f)- fE0- f=0 para todo f——eﬁp(v)[]

T

Asi, s € HO(IP’(V),L) seccion global nunca nula, i.e., L 2 Op(yy trivial. [
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FIBRADO NORMAL Y CONORMAL

Sea ¢ :Y < X sub-variedad suave irreducible de X (que también lo es). Asi,

para todo y € Y el diferencial
def def

dyt: TyY > T, X'= (V' Tx)y = (Txly)y

es inyectivo, i.e., dv: Ty < Tx|y es un sub-fibrado vectorial.

El fibrado normal de Y en X es el cociente 45 x = (Tx|y)/Ty, donde
rg( My /x) = dim(X) - dim(Y") = codimy (V). J




FIBRADO NORMAL Y CONORMAL

Como Ny x = coker(dv) ¥ (Tx|y )/Ty, hay una sucesién exacta en Y:

0—>TYLTX|Y—»</VY/X—>0

o equivalentemente se tiene la sucesién exacta dual

v 1 s
0 — M)x — Qxly —> Qy — 0,

donde Jlg,V/X es el fibrado conormal de Y en X.

Veremos que el fibrado normal es especialmente facil de comprender en el
caso de sub-variedades definidas por secciones de un fibrado vectorial.
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CASO V(s) coN s e H' (X, E)

Construccion: Sea E — X fibrado de rg(E) =y s e H(X, E) « {0}. En
una trivializacién E|y 2 U x A" escogemos secciones (eq,...,e,) tales que
(e1(z),...,e.(x)) base de E, = k" para todo = € U, y escribimos

,

s =Y fie; donde f; € Ox(U) funcién regular.

i=1
Luego V(s) £ {z € X tal que s(z) = 0} ¢ X esta dado localmente por
V(s)|lu=V(f1,-..,fr). Asi, para x € V(s) definimos la aplicacién k-lineal
des: T, X — E,
mediante d;s := ¥i_; d, fi - e;(x) (localmente en U), donde d, f; : T, X —
Tfi(x)Al ~ k, la cual es independiente de los f; y e; siempre que x € V (s).
Decimos que s: X — E es transversal a la seccién nula si
dys: Ty X - E, es sobreyectiva para todo = € V(s).

En particular, rg(E) < dim(X) = n en tal caso.
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CASO V(s) coN s e H' (X, E)

Sea E — X fibrado de rg(E) =r <ny s e H'(X, E) ~ {0}. Entonces:
© s es transversal a la seccién nula < V() € X sub-variedad suave de
dim(V'(s)) =n—r. Mas alin, en tal caso Ay () x = Ely (o).

Q (car(k) = 0): Sea M c H(X, F) globalmente generado®. Entonces,
para s € M seccion general la sub-variedad V' (s) € X es suave.

“i.e., la aplicacién ev, : M - E,, s — s(x) sobreyectiva para todo z € X
o

Prueba: Para (1), sea V(s)|y =V (f1,...,fr) como antesy sea s: X - FE
con dys: Ty X - Ey, v Y0 dyfi(v)-e;i(x) sobreyectiva Va € V(). Asi,
los d f; son li. y Juy = f1,...,ur = fr,Urs1,...,u, coord. locales en U.
Luego, V(f1,-.., fr) es suave de dimensién n —r.
Si Y :=V(s) suave de dimensién dim(Y') = n —r, entonces

dimy T,)Y = n —r para todo y € Y, donde T,)Y" = ker(dys).
Luego, el teorema del rango implica que d, s es sobreyectiva para todo y € Y.
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CASO V(s) coN s e H' (X, E)

Asi, en el caso (1) tenemos isomorfismos canénicos
E, =Im(dys) 2 T,Y /ker(dys) = T, X /T,Y = (M x )y para todo y €,

i.e., My x 2 Ely. Elitem (2) se tiene por suavidad genérica (Ejercicio). [

Ejemplo importante

Sea E:=L1 & ®L, con L; e Pic(X) y s5; e H'(X, L;) ~ {0} tales que
Y :=V(s1,...,8:) € X suave irreducible de codimx (YY) =r,

entonces Ay x 2 (L1 @@ L)y = Lily ® - ® L,|y. En particular, si
r=1eY =V(s) es una hipersuperficie suave entonces

e/Vy/X = L|Y, donde L ﬁX(Y)

V.

Es comiin el abuso de notacién “Y'|y" para referirse a Ox (Y)|y € Pic(Y). J
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83.7 DIVISOR CANONICO Y
DIMENSION DE KODAIRA
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EL FIBRADO CANONICO wx 2 Ox(Kx)

El fibrado en rectas candnico de X variedad suave irreducible es
wy = det(Q%) 2 AL
Un divisor canénico es cualquier Kx € Div(X) 2 WDiv(X) tal que
wx 2 Ox(Kx) en Pic(X).

El dual wy = Ox(-Kx) es el fibrado anti-canénico, y —Kx es llamado
un divisor anti-canénico.

v

Q Como Tyn 2, = O, wyn = Opn y Kpn =0 es un divisor candnico.

@ Si G grupo algebraico irreducible (e.g. variedad abeliana), wg = 0.

© La sucesion de Euler 0 — Qb, —> Opn(-1)®") —s Gpn — 0

implica que det(Fpn (~1)®D) = det(Q5,.) ® det(Tpn), ice.,
wpn 2 Opn(-n—1) en Pic(P") 2 Z

y Kpn = —(n+1)H un divisor canénico, con H = P! hiperplano.
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FORMULA DE ADJUNCION

Férmula de Adjuncién

Sea E — X fibrado de rg(E) =r<ny s € H'(X, E) {0} tal que
Y :=V(s) ¢ X sub-variedad suave de dim(Y") = n —r. Entonces,

wy 2wxly ®det(Ay/x) 2 (wx ®det(E))|y.
Luego, si Y ¢ X hipersuperficie y L = Ox(Y) en Pic(X), entonces
wy 2 (wx ® L)|y en Pic(Y),
ie., Ky = (Kx +Y)|y en Div(Y) = WDiv(Y).

.

Prueba: Como s transversal a la seccién nula, 45/ x = Ely. La sucesion
O—></1§/\//X—>Q§(|y——»ﬂ%/—>0

implica que tenemos que

det(Q|y) = det(A5) ) ® det(2}) = det (A x)" @ wy,

e, wy 2wxly ®det(Ay/x). O
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HIPERSUPERFICIES DE P

Si X ¢ P" proyectiva irreducible, definimos Ox (d) := Opn(d)|x en Pic(X).J

Ejemplo importante: Sea X ¢ IP" una hipersuperficie suave irreducible de
grado d. Por la férmula de adjuncién tenemos que

wx 2 (wpn ® Opn(X))|x 2 (Opn(-n—1) ® Opn(d))|x = Ox(d-n -1).

Inductivamente (Ejercicio), si X = X4, 4. C P" interseccién completa
suave irreducible dada por V (fi,..., fr) con deg(f;) = d;, entonces

T
wX;ﬁX(—n—1+Zdi).
i=1
E.g. si C cP? curva suave de grado d entonces wcdéfﬁlc = Oc(d-3).

Si C posee estructura de grupo (i.e., es una variedad abeliana) entonces
d =3. El Teorema de Abel-Jacobi implica que si d = 3 entonces C' posee
estructura de grupo abeliano. Decimos que C es una curva eliptica.

17 /20




LOS BLOQUES DE LA GEOMETRIA ALGEBRAICA

La positividad de K x permite distinguir 3 tipos importantes de variedades.

Sea X variedad proyectiva suave irreducible. Decimos que X es una
Q@ Variedad de Fano si wy = 0x(-Kx) es amplio.
@ Variedad de Calabi-Yau? si wx = Ox es trivial.

© Variedad canénicamente polarizada si wy = Ox(Kx) es amplio.

?Es comiin relajar la definicién de variedad de Calabi-Yau pidiendo simplemente que
K x sea numéricamente trivial, i.e., Kx - C =0 para toda curva irreducible C' c X.

4

Ejemplo: Sea X = X4, 4, =V (f1,...,fr) € P" interseccién completa
suave irreducible con deg(f;) = d;. Por la férmula de adjuncién:

© X variedad de Fano < 7_; d; < n.
@ X variedad de Calabi-Yau < Y7 d;=n+ 1.
© X variedad candnicamente polarizada < Yi_; d; > n + 2.

Ejercicio: Si X Fanoysi Y € |- K| suave irreducible, Y es Calabi-Yau.
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PLURIGENEROS

Sea X variedad proyectiva suave irreducible. Para m € N*!, el m-ésimo
plurigénero de X estd dado por

P (X) = dimy, HO (X, w¥™) = dimy HO(X, Ox (mKx)).

Decimos que p,(X) = Py (X) = dimy, HO(X,wy) = dim H(X, Ox (Kx))

es el género geométrico de X.

Para una curva algebraica C' escribimos ¢g(C') := py(C), y decimos que
g(C) = dim; H(C, we) = dimy, H(C, QL) es el género de C.

Si k =C, la Teoria de Hodge implica que el género g(C') es la cantidad
de “agujeros’ de C' como superficie real compacta orientable.

>

i:—w,(/;)(,%D/F @T:C/A
9(C)=0 9(C) >2 9(C) =1
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PLURIGENEROS

Sea X variedad proyectiva suave irreducible de dim(X) >1y L = 0x (D)
amplio, entonces H(X, O'x (-mD)) = 0 para todo m > 1. J

Prueba: Sea mg € N*! con M := Ox(moD) muy amplio y sea ¢y : X —
P". Por definicién, ppem : X = P* 2% PN es |a composicién con el
incrustamiento de Veronese. Asi, Ox(mmyD) es muy amplio.

Por otra parte, si existiera s € H(X, @x (-mD)) no-nula, entonces s®™0 ¢
HO(X, Ox (-mmgD)) ~ {0} y Ox(mmgD) seria trivial, contradiccién. [

Ejemplos: Sea X variedad proyectiva suave irreducible.
© Si X Fano, P,,,(X) =0 para todo m > 1 pues Ox(—Kx) amplio.
@ Si X Calabi-Yau, P,,,(X) =1 para todo m > 1 pues Ox(Kx) 2 Ox.
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