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�3.6 Fibrado tangente,

cotangente y normal
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Construcci�on de Ω1
X y TX

Construcci�on: Sea X variedad suave irreducible de dim(X) = n, i.e.,

dimk(TxX) = dim(X) = n para todo x ∈ X. Construyamos TX �brado

vectorial tal que (TX)x ∶= TX,x ≅ TxX ≅ (mx/m
2
x)
∨:

Para todo x ∈X se de�ne Ω1
X,x ∶= T

∨
X,x ≅ mx/m

2
x.

Sea {Ui}i∈I cubrimiento abierto de X y para i ∈ I sean ui1, . . . , u
i
n ∈ OX(Ui)

coordenadas locales, i.e., funciones regulares tales que sus diferenciales

dxu
i
1, . . . , dxu

i
n forman una base de Ω1

X,x para todo x ∈ Ui.

En ∅ ≠ Ui ∩ Uj consideramos Jij(x) ∈ GLn(k) que permite pasar de la

base {dxu
j
1, . . . , dxu

j
n} a {dxu

i
1, . . . , dxu

i
n} para todo punto x ∈ Ui ∩Uj . En

particular, dichas matrices (jacobianas) veri�can la condici�on de cociclo

JijJjk = Jik en Ui ∩Uj ∩Uk (regla de la cadena)

y de�nen Ω1
X �brado vectorial, con Ω1

X,x ≅ espacio cotangente en x ∈ X.

As��, TX ∶= (Ω
1
X)
∨ cumple TX,x ≅ TxX para todo x ∈X.
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Fibrados tangente y cotangente

Sea X variedad suave irreducible, el �brado de rango dim(X) dado por:

1 TX es llamado el �brado tangente de X.

2 Ω1
X es llamado el �brado cotangente de X.

Para ∅ ≠ U ⊆X abierto las secciones de H0(U,TX ∣U) y H0(U,Ω1
X ∣U) son

llamadas campos de vectores y 1-formas diferenciales en U , resp.

Ejemplo importante: M�as generalmente, si p ∈ {1, . . . , n} el �brado de

p-formas diferenciales en X se de�ne mediante Ωp
X ∶= Λ

pΩ1
X .

Luego, si u1, . . . , un ∈ OX(U) son coordenadas locales en U ⊆ X, entonces

s ∈ H0(U,Ωp
X ∣U) es de la forma

s(x) = ∑
1≤j1<⋯<jp≤n

fj1,...,jp(x) dxuj1 ∧⋯ ∧ dxujp con fj1,...,jp(x) ∈ OX(U).

En particular, rg(Ωp
X) = (

n
p
) donde n = dim(X).
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El diferencial df ∶ TX → f∗TY , Tf y Ω1
f

La construcci�on de TX es functorial:

Si f ∶X → Y mor�smo regular entre variedades suaves irreducibles, entonces

dxf ∶ TxX → Tf(x)Y
def

= (f∗TY )x induce un mor�smo de �brados en X

df ∶ TX Ð→ f∗TY llamado la diferencial de f .

As��, f ∶X → Y mor�smo suave si df ∶ TX ↠ f∗TY sobreyectivo, i.e.,

0Ð→ TX/Y Ð→ TX
df
ÐÐ→→ f∗TY Ð→ 0

es exacta, donde TX/Y
def

= Tf ∶= ker(df) es el �brado tangente relativo y

cumple que (Tf)x
def

= (TX/Y )x ≅ Tx(f
−1(f(x))) para todo x ∈X.

El �brado cotangente relativo Ω1
f

def

= Ω1
X/Y ∶= (TX/Y )∨ de un mor�smo

suave f ∶X → Y cumple 0Ð→ f∗Ω1
Y Ð→ Ω1

X Ð→→ Ω1
X/Y Ð→ 0.
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Ejemplos

1 Si X e Y variedades suaves irreducibles, TX×Y ≅ pr∗X TX ⊕ pr∗Y TY .

2 TAn ≅ An × kn es el �brado trivial de rango n: identi�cando TAn con

su haz de secciones y considerando coordenadas globales x1, . . . , xn
de An, los campos de vectores ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
∈ H0(An, TAn) dados por

∂

∂xi
∶ OAn,p Ð→ k, f z→

∂f

∂xi
(p) para todo p ∈ An

generan H0(U,TAn ∣U) para todo abierto U ⊆ An. As��, TAn ≅ O⊕nAn .

La siguiente de�nici�on proviene de la Geometr��a Diferencial.

Una variedad suave irreducible X es paralelizable si TX ≅X × k
dim(X) es

el �brado trivial, i.e., TX ≅ O
⊕dim(X)
X en t�erminos de haces de secciones.
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Grupos algebraicos

Sea G un grupo algebraico irreducible. Entonces, G es paralelizable.

Prueba (Mumford): G es suave (al ser un espacio homog�eneo). Sea e ∈ G
neutro y g ∶= TeG. Para g ∈ G consideramos el mor�smo regular

Lg ∶ GÐ→ G, hz→ gh con diferencial deLg ∶ gÐ→ TgG

Veamos que φ ∶ G×g
∼
ÐÐ→ TG, (g, v) z→ (deLg)(v) isomor�smo de �brados:

Sea E ∶= G × g trivial y F ∶= TG, con haces respectivos E y F , entonces

φx ∶ Ex ≅ Ex/mxEx
∼
Ð→ Fx ≅Fx/mxFx isomor�smo de k-e.v. (G suave).

El Lema de Nakayama implica que φx ∶ Ex
∼
ÐÐ→Fx isomor�smo de tallos

∀x ∈ G. As��, φ ∶ E
∼
Ð→F isomor�smo de haces, i.e., TG ≅ G × g trivial.

Caso particular: Gn
a

def

= (kn, + ) ≅ An, Gn
m

def

= ((k∗)n, × ), GLn(k), SLn(k),
PGLn(k), etc. son paralelizables. Si A es una variedad abeliana (i.e.,

grupo algebraico irreducible proyectivo), entonces TA ≅ O
⊕dim(A)
A trivial.
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Espacio proyectivo

Sucesi�on exacta de Euler

Sea V ≅ kn+1 un k-e.v. y P(V ) ≅ Pn. Entonces, hay una sucesi�on exacta

de �brados vectoriales en P(V ), llamada la sucesi�on exacta de Euler

0Ð→ OP(V ) Ð→ V ⊗OP(V )(1) Ð→→ TP(V ) Ð→ 0,

o equivalentemente 0Ð→ Ω1
P(V ) Ð→ V ⊗OP(V )(−1) Ð→→ OP(V ) Ð→ 0.

Aqu��, OP(V ) es el �brado en rectas trivial y V ⊗OP(V )(1) ≅ OPn(1)⊕(n+1).

Prueba: En V ≅ An+1 con coord. x0, . . . , xn,
∂

∂x0
, . . . , ∂

∂xn
son generadores

de TAn+1 . Sin embargo, si f, g ∈ O(An+1) homog�eneos de grado d, entonces
(como ∂f

∂xi
y ∂g

∂xi
homog�eneos de grado d− 1) la f�ormula de Leibniz implica

∂

∂xi
(
f

g
) (λx) =

λd+d−1

λ2d

∂

∂xi
(
f

g
) (x) =

1

λ

∂

∂xi
(
f

g
) (x)

y luego ∂
∂xi

no est�a bien de�nido en Pn, pero xi
∂
∂xi

s�� lo est�a.
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Espacio proyectivo

Sea x = [ℓ] ∈ P(V ). Como OP(V )(−1)[ℓ]
def

= ℓ, tenemos OP(V )(1)[ℓ]
def

= ℓ∨ =
{φ ∶ ℓ→ k lineal} dual de ℓ ≅ k. Construyamos Φ ∶ V ⊗OP(V )(1) → TP(V ):

Para v ∈ V y φ ∈ OP(V )(1)[ℓ]
def

= ℓ∨, sea Φ(v ⊗ φ) ∶= ∂v⊗φ ∈ TP(V ),[ℓ] la

aplicaci�on lineal ∂v⊗φ(f) ∶= φ(x)∂f∂v (x) para todo germen f ∈ OP(V ),[ℓ], la
cual es independiente del vector x ∈ ℓ ∖ {0} escogido.

Φ sobreyectivo: En U0 = {x0 ≠ 0} notar que φ0 = x0 = 1 y los ∂
∂v =

∂
∂xi

con

v = ei generan TU0 ≅ TAn via Φ. An�alogamente para cada Ui ≅ {xi ≠ 0}.

L ∶= ker(Φ) ∈ Pic(P(V )) es trivial: Sea s ∶= ∑n
i=0 ei ⊗ e∗i secci�on global

nunca nula, con Φ(s)
def

= ∑
n
i=0 xi

∂
∂xi
= 0 por la f�ormula de Euler (Clase 12):

n

∑
i=0

xi
∂f

∂xi
= deg(f) ⋅ f

def

= 0 ⋅ f = 0 para todo f =
loc

gd
hd
∈ OP(V ),[ℓ].

As��, s ∈ H0(P(V ), L) secci�on global nunca nula, i.e., L ≅ OP(V ) trivial.
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Fibrado normal y conormal

Sea ι ∶ Y ↪X sub-variedad suave irreducible de X (que tambi�en lo es). As��,

para todo y ∈ Y el diferencial

dyι ∶ TyY ÐÐÐ→ TyX
def

= (ι∗TX)y
def

= (TX ∣Y )y

es inyectivo, i.e., dι ∶ TY ↪ TX ∣Y es un sub-�brado vectorial.

El �brado normal de Y en X es el cociente NY /X ∶= (TX ∣Y )/TY , donde

rg(NY /X) = dim(X) − dim(Y )
def

= codimX(Y ).

X

TY,y ↪ TX,y

Y

(NY /X)y
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Fibrado normal y conormal

Como NY /X ∶= coker(dι)
def

= (TX ∣Y )/TY , hay una sucesi�on exacta en Y :

0Ð→ TY
dι
ÐÐ→ TX ∣Y Ð→→NY /X Ð→ 0

o equivalentemente se tiene la sucesi�on exacta dual

0Ð→N ∨
Y /X Ð→ Ω1

X ∣Y

tdι
ÐÐ→→ Ω1

Y Ð→ 0,

donde N ∨
Y /X es el �brado conormal de Y en X.

Veremos que el �brado normal es especialmente f�acil de comprender en el

caso de sub-variedades de�nidas por secciones de un �brado vectorial.
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Caso V (s) con s ∈ H0
(X,E)

Construcci�on: Sea E →X �brado de rg(E) = r y s ∈ H0(X,E) ∖ {0}. En
una trivializaci�on E∣U ≅ U × Ar escogemos secciones (e1, . . . , er) tales que

(e1(x), . . . , er(x)) base de Ex ≅ k
r para todo x ∈ U , y escribimos

s =
r

∑
i=1

fiei donde fi ∈ OX(U) funci�on regular.

Luego V (s)
def

= {x ∈ X tal que s(x) = 0} ⊆ X est�a dado localmente por

V (s)∣U = V (f1, . . . , fr). As��, para x ∈ V (s) de�nimos la aplicaci�on k-lineal

dxs ∶ TxX Ð→ Ex

mediante dxs ∶= ∑
r
i=1 dxfi ⋅ ei(x) (localmente en U), donde dxfi ∶ TxX →

Tfi(x)A
1 ≅ k, la cual es independiente de los fi y ei siempre que x ∈ V (s).

Decimos que s ∶X → E es transversal a la secci�on nula si

dxs ∶ TxX ↠ Ex es sobreyectiva para todo x ∈ V (s).

En particular, rg(E) ≤ dim(X) = n en tal caso.
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Caso V (s) con s ∈ H0
(X,E)

Sea E →X �brado de rg(E) = r ≤ n y s ∈ H0(X,E) ∖ {0}. Entonces:

1 s es transversal a la secci�on nula ⇔ V (s) ⊆X sub-variedad suave de

dim(V (s)) = n − r. M�as a�un, en tal caso NV (s)/X ≅ E∣V (s).
2 (car(k) = 0): Sea M ⊆ H0(X,E) globalmente generadoa. Entonces,

para s ∈M secci�on general la sub-variedad V (s) ⊆X es suave.

ai.e., la aplicaci�on evx ∶M ↠ Ex, sz→ s(x) sobreyectiva para todo x ∈X

Prueba: Para (1), sea V (s)∣U = V (f1, . . . , fr) como antes y sea s ∶ X → E
con dxs ∶ TxX ↠ Ex, v ↦ ∑

r
i=1 dxfi(v) ⋅ei(x) sobreyectiva ∀x ∈ V (s). As��,

los dxfi son l.i. y ∃u1 = f1, . . . , ur = fr, ur+1, . . . , un coord. locales en U .

Luego, V (f1, . . . , fr) es suave de dimensi�on n − r.

Si Y ∶= V (s) suave de dimensi�on dim(Y ) = n − r, entonces

dimk TyY = n − r para todo y ∈ Y, donde TyY ≅ ker(dys).

Luego, el teorema del rango implica que dys es sobreyectiva para todo y ∈ Y .
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Caso V (s) con s ∈ H0
(X,E)

As��, en el caso (1) tenemos isomor�smos can�onicos

Ey = Im(dys) ≅ TyY /ker(dys) ≅ TyX/TyY
def

= (NY /X)y para todo y ∈ Y,

i.e., NY /X ≅ E∣Y . El ��tem (2) se tiene por suavidad gen�erica (Ejercicio).

Ejemplo importante

Sea E ∶= L1 ⊕⋯⊕Lr con Li ∈ Pic(X) y si ∈ H
0(X,Li) ∖ {0} tales que

Y ∶= V (s1, . . . , sr) ⊆X suave irreducible de codimX(Y ) = r,

entonces NY /X ≅ (L1 ⊕⋯⊕Lr)∣Y ≅ L1∣Y ⊕⋯⊕Lr ∣Y . En particular, si

r = 1 e Y = V (s) es una hipersuper�cie suave entonces

NY /X ≅ L∣Y , donde L ≅ OX(Y ).

Es com�un el abuso de notaci�on �Y ∣Y � para referirse a OX(Y )∣Y ∈ Pic(Y ).
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�3.7 Divisor can�onico y

dimensi�on de Kodaira
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El fibrado can�onico ωX ≅ OX(KX)

El �brado en rectas can�onico de X variedad suave irreducible es

ωX ∶= det(Ω
1
X) ≅ Λ

dim(X)Ω1
X .

Un divisor can�onico es cualquier KX ∈ Div(X) ≅WDiv(X) tal que

ωX ≅ OX(KX) en Pic(X).

El dual ω∨X ≅ OX(−KX) es el �brado anti-can�onico, y −KX es llamado

un divisor anti-can�onico.

1 Como TAn ≅ Ω1
An ≅ O⊕nAn , ωAn ≅ OAn y KAn = 0 es un divisor can�onico.

2 Si G grupo algebraico irreducible (e.g. variedad abeliana), ωG ≅ OG.

3 La sucesi�on de Euler 0Ð→ Ω1
Pn Ð→ OPn(−1)⊕(n+1) Ð→→ OPn Ð→ 0

implica que det(OPn(−1)⊕(n+1)) ≅ det(Ω1
Pn) ⊗ det(OPn), i.e.,

ωPn ≅ OPn(−n − 1) en Pic(Pn
) ≅ Z

y KPn = −(n + 1)H un divisor can�onico, con H ≅ Pn−1 hiperplano.
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F�ormula de Adjunci�on

F�ormula de Adjunci�on

Sea E →X �brado de rg(E) = r ≤ n y s ∈ H0(X,E) ∖ {0} tal que
Y ∶= V (s) ⊆X sub-variedad suave de dim(Y ) = n − r. Entonces,

ωY ≅ ωX ∣Y ⊗ det(NY /X) ≅ (ωX ⊗ det(E))∣Y .

Luego, si Y ⊆X hipersuper�cie y L ≅ OX(Y ) en Pic(X), entonces

ωY ≅ (ωX ⊗L)∣Y en Pic(Y ),

i.e., KY = (KX + Y )∣Y en Div(Y ) ≅WDiv(Y ).

Prueba: Como s transversal a la secci�on nula, NY /X ≅ E∣Y . La sucesi�on

0Ð→N ∨
Y /X Ð→ Ω1

X ∣Y Ð→→ Ω1
Y Ð→ 0

implica que tenemos que

ωX ∣Y
def

= det(Ω1
X ∣Y ) ≅ det(N

∨
Y /X) ⊗ det(Ω1

Y )
def

= det(NY /X)∨ ⊗ ωY ,

i.e., ωY ≅ ωX ∣Y ⊗ det(NY /X).
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Hipersuperficies de Pn

Si X ⊆ Pn proyectiva irreducible, de�nimos OX(d) ∶= OPn(d)∣X en Pic(X).

Ejemplo importante: Sea X ⊆ Pn una hipersuper�cie suave irreducible de

grado d. Por la f�ormula de adjunci�on tenemos que

ωX ≅ (ωPn ⊗OPn(X))∣X ≅ (OPn(−n − 1) ⊗OPn(d))∣X
def

= OX(d − n − 1).

Inductivamente (Ejercicio), si X = Xd1,...,dr ⊆ Pn intersecci�on completa

suave irreducible dada por V (f1, . . . , fr) con deg(fi) = di, entonces

ωX ≅ OX (−n − 1 +
r

∑
i=1

di) .

E.g. si C ⊆ P2 curva suave de grado d entonces ωC
def

= Ω1
C ≅ OC(d − 3).

Si C posee estructura de grupo (i.e., es una variedad abeliana) entonces

d = 3. El Teorema de Abel-Jacobi implica que si d = 3 entonces C posee

estructura de grupo abeliano. Decimos que C es una curva el��ptica.
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Los bloques de la Geometr��a Algebraica

La positividad de KX permite distinguir 3 tipos importantes de variedades.

Sea X variedad proyectiva suave irreducible. Decimos que X es una

1 Variedad de Fano si ω∨X ≅ OX(−KX) es amplio.

2 Variedad de Calabi-Yaua si ωX ≅ OX es trivial.

3 Variedad can�onicamente polarizada si ωX ≅ OX(KX) es amplio.

aEs com�un relajar la de�nici�on de variedad de Calabi-Yau pidiendo simplemente que

KX sea num�ericamente trivial, i.e., KX ⋅C = 0 para toda curva irreducible C ⊆X.

Ejemplo: Sea X = Xd1,...,dr = V (f1, . . . , fr) ⊆ Pn intersecci�on completa

suave irreducible con deg(fi) = di. Por la f�ormula de adjunci�on:

1 X variedad de Fano ⇔∑r
i=1 di ≤ n.

2 X variedad de Calabi-Yau ⇔∑r
i=1 di = n + 1.

3 X variedad can�onicamente polarizada ⇔∑r
i=1 di ≥ n + 2.

Ejercicio: Si X Fano y si Y ∈ ∣ −KX ∣ suave irreducible, Y es Calabi-Yau.
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Plurig�eneros

Sea X variedad proyectiva suave irreducible. Para m ∈ N≥1, el m-�esimo

plurig�enero de X est�a dado por

Pm(X) ∶= dimkH
0
(X,ω⊗mX )

def

= dimkH
0
(X,OX(mKX)).

Decimos que pg(X) ∶= P1(X)
def

= dimkH
0(X,ωX)

def

= dimkH
0(X,OX(KX))

es el g�enero geom�etrico de X.

Para una curva algebraica C escribimos g(C) ∶= pg(C), y decimos que

g(C) ∶= dimkH
0
(C,ωC)

def

= dimkH
0
(C,Ω1

C) es el g�enero de C.

Si k = C, la Teor��a de Hodge implica que el g�enero g(C) es la cantidad

de �agujeros� de C como super�cie real compacta orientable.

S2
≅ P1
(C)

g(C) = 0

T ≅ C/Λ

g(C) = 1g(C) ≥ 2

C ≅ D/Γ
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Plurig�eneros

Sea X variedad proyectiva suave irreducible de dim(X) ≥ 1 y L ≅ OX(D)
amplio, entonces H0(X,OX(−mD)) = 0 para todo m ≥ 1.

Prueba: Sea m0 ∈ N≥1 con M ∶= OX(m0D) muy amplio y sea φM ∶ X ↪

Pn. Por de�nici�on, φM⊗m ∶ X ↪ Pn νm
Ð→ PN es la composici�on con el

incrustamiento de Veronese. As��, OX(mm0D) es muy amplio.

Por otra parte, si existiera s ∈ H0(X,OX(−mD)) no-nula, entonces s⊗m0 ∈

H0(X,OX(−mm0D)) ∖ {0} y OX(mm0D) ser��a trivial, contradicci�on.

Ejemplos: Sea X variedad proyectiva suave irreducible.

1 Si X Fano, Pm(X) = 0 para todo m ≥ 1 pues OX(−KX) amplio.

2 Si X Calabi-Yau, Pm(X) = 1 para todo m ≥ 1 pues OX(KX) ≅ OX .
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