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33.4 DIVISORES DE WEIL Y
DIVISORES DE CARTIER
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CALCULO EXPLICITO DE Pic(X)

Dado que CI(X) = Pic(X) para X suave e irreducible, calculamos:
© Sea U € A" un abierto no-vacio. Entonces, Pic(U) = {0} es trivial®
@ Si H cP" hiperplano, entonces Pic(P") = CI(P") 2 Z[H] = Z.
Si d e N*! entonces s € H*(P", Opn(d)) ~ {0} define Y := V(s) < P"
de grado d. Asi, Opn(Y) 2 Opn(d) y Pic(P") = (Opn (H) = Opn(1)).
Mas aun, el sistema lineal
[Y|<{E > 0 divisor efectivo tal que E ~ Y} 2 PHY(P", Opn (d))

parametriza hipersuperficies de grado d en P™.

'El Teorema de Quillen-Suslin (1976) sefiala que todo fibrado vectorial (de rango
arbitrario) en A™ es trivial. Por este resultado Quillen obtuvo la medalla Fields en 1978.
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CALCULO EXPLICITO DE Pic(X)

© Sea X variedad suave e irreducible y Z ¢ X subvariedad suave e
irreducible tal que codimx(Z) >2. Seae: X :=Blz(X) - X el
blow-up de Z ¢ X, con divisor excepcional E£'¢1(Z). Entonces,

Pic(X) @ Z - Pic(X), (L,m) — "L ® Ox(mE)
es sobreyectivo. Veamos que es inyectivo, i.e., paraNtodo m e N1 se
tiene que O (mE) no es trivial en Pic(X) = C1(X):

Si 3g € k(X)* tal que div(g) = mE en WDiv(X), e* : k(X) = k(X)
permite considerar G := (¢*)71(g) € k(X)* que por definicién cumple
que div(G) =0 en WDiv(X). Asi, G funcién regular que no se anula,
y luego ¢='e*(G) = G o e también, i.e., m = 0. En resumen, tenemos

Pic(X) = ¢* Pic(X) @ Z[ 0% (E)] 2 Pic(X) & Z.

En particular, tenemos que Pic(Bl,, . (P?)) = Z"*1,

Hecho: Si S c P? ciibica suave, S = Bl,, . ,,(P?) y luego Pic(S) 2 Z. )
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CALCULO EXPLICITO DE Pic(X)

Q Sea S =P!xP! con coord. ([wo,71],[¥0,¥1]) ¥ Li :=pr} Opi(1) con
HO(S, Ll) = VeCtk(CL‘o,CL‘l) y HO(S, Lg) = Vectk(yo,yl).
Asi, L™ £ 0 en Pic(S) Vm > 1 (pues H(S, O5) = k). Ademss, si
s; € HO(S, L;) ~ {0} entonces V(s1) = {p} x Pt y V(s3) = P* x {q}
son rectas que generan CI(.S) 2 Pic(S). Asi, hay un isomorfismo
72 5 Pic(P x P1), (a,b) = Opiypi(a,b) Epr Opi(a) ® prj Opi (b)

De manera analoga se calcula (Ejercicio) que Pic(P" x P™) = Z2.



CALCULO EXPLICITO DE Pic(X)

© Sea X variedad proyectiva suave e irreducible racional, i.e.,
3@ + U € X abierto tal que U 2 V para cierto V ¢ A" abierto.

Supongamos que D := X \ U es una hipersuperficie irreducible.
Entonces, la sucesion exacta

Z[Ox(D)] —— Pic(X) => Pic(U) 2 {0} — 0
implica que Pic(X) esta generado por Ox (D).

Dado que X es proyectiva, existe L € Pic(X) muy amplio y luego
L®™ + 0 en Pic(X) para todo m e N*! Asj,

Pic(X) = Z[Ox(D)] 2 Z

grupo ciclico infinito generado por Ox (D). En particular, deducimos
que Ox (D) es un fibrado en rectas amplio.



Aut(P") = PGL,11 (k)

Sea f:P" — P" un automorfismo de P", i.e., un morfismo birregular.

Por un lado, f induce f* : Pic(P") — Pic(P"), L —> f*L automorfismo
del grupo Pic(P") 2 Z. Luego, f*Opn(1) = Opn(£1) generador de Pic(P™).
Por otro lado, f induce un isomorfismo de k-espacios vectoriales

L(f): H'(P", Opn (1)) 2 k""" — HO(P", £ Opn (1)),
Como H°(P", Opn(~1)) = {0}, necesariamente f*Opn(1) = Opn(1).

Dado que f estd determinado por L = f*Opn(1) = Opn(1) (ver Clase 16),
tenemos que f = ¢ es lineal. Asi, obtenemos un morfismo sobreyectivo
GLp+1(k) > Aut(P™) con kernel dado por {A1,,41, A€ k*}, i.e.,

Aut(P") 2 PGLo.1 (k).

6/21



TEOREMA DE ABEL-JACOBI

Sea C' curva algebraica proyectiva suave irreducible. Un divisor de Weil es
T
D =Y np;
i=1
donde n; € Z y donde p; € C es un punto. Definimos el grado de D como
T
deg(D) =Y n; € Z.
i=1
Si C" es otra curva algebraica proyectiva suave irreducible y f : C - ('
morfismo regular sobreyectivo (i.e., dominante), definimos el grado de f
deg(f) = [k(C) : k(C")]= dimy,(cry k(C) < +00
como el grado de la extensién de cuerpos [*: k(C") = k(C).

Hecho (ver HARTSHORNE, CHAPTER II, PROPOSITION 6.9)
Si f:C - C' como antes, para todo D € WDiv(C") = Div(C") se tiene
deg(f*D) = deg(f) deg(D).




TEOREMA DE ABEL-JACOBI

Sea C' curva proyectiva suave irreducible y D = div(f) € PDiv(C') divisor
principal. Entonces, deg(D) = 0. En particular, deg induce un morfismo

deg : Pic(C) 2 Div(C)/PDiv(C) - Z
L=~ 0c(D)—> deg(L) :=deg(D)
con kernel Pic’(C) := ker(deg), i.e., hay una sucesién exacta de grupos

0 —> Pic%(C) = Pic(C) &% 7 — 0

v

Prueba: Sea f:C -> k= A' = Uy c P! una funcién racional no-nula, y sea
F:C - P! xw[1,f(2)] la aplicacién racional inducida. Como C' suave y
P! proyectiva, F' es un morfismo regular. Veamos que deg(div(f)) = 0:

Si f constante div(f) = 0. Si f no-constante entonces F es sobreyectiva

(pues es dominante y cerrada). Si probamos que div(f) = F*(0 - c0) con

0:=[1,0] y 00 :=[0,1], el Hecho anterior permite concluir que
deg(div(f)) = deg(F") - deg(0 - o0) = deg(F) -0 = 0.
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TEOREMA DE ABEL-JACOBI

Basta chequear que div(f) = F*(0 - o0) con 0:=[1,0] y oo :=[0,1]:

Sean A =2 U; = {z; 0} c P! con i € {0,1}. El divisor de Cartier 0%'[1,0]
en P! esta definido por la familia admisible {(££,00), (1,U1)}, y por ende
F*0 esté definido por {(f, F~1(Up)), (1, F~*(U1))}.

Similar: F*oo esta dado por {(1, F~Y(Up)), (%,F‘l(Ul))}. Asi, F*(0—o0)
esta dado por {(f, F1(Up)), (f, F~Y(U1))}, i.e., F*(0-o00) =div(f). O

Cultura general

El grupo Pic’(C) = Jac(C)" es el dual de la variedad jacobiana Jac(C)
de la curva C, una variedad abeliana candénicamente asociada a C.
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TEOREMA DE ABEL-JACOBI

Teorema de Abel-Jacobi

Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irreducible. Entonces,
@ deg: Pic(C) — Z es un isomorfismo si y sélo si C' = P!
Q Si C ¢ Py pgeC fijo, la aplicacién de Abel-Jacobi
¢:C = Pic’(C), p— Oc(p—-po) es inyectiva.

Prueba: Si deg es inyectivo y p, g € C' distintos, entonces deg(0c(p—q)) =0
implica que p ~ ¢, i.e,, 3f : C -> k con div(f) = p—q. Tal como antes,
F:C - P! verifica F*0=py F*oo = q. Asi, el Hecho anterior implica
deg(F*0) = deg(F') deg(0), i.e., deg(F) =1,
N— ~——
deg(p)=1 =l

ie., k(C) 2 k(PY), ie., C ~pir PL. Asi, C = P! (curvas proyectivas suaves).

Para (2), notar que si Oc(p—po) 2 Oc(q —po) entonces Oc(p—q) 2 Oc,
i.e., p~qy tendriamos que C = P! por la demostracién de (1). O
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POSITIVIDAD EN CURVAS ALGEBRAICAS

Sea C curva proyectiva suave irreducible y L 2 0 (D) € Pic(C'). Entonces,

|D|€"{E > 0 divisor efectivo tal que D ~ E} 2 PH(C, L).
Luego, si o, : C -> P(H(C, L)V) = |D|" entonces si L es:
© globalmente generado, entonces dimj H’(C, L) > 1. Luego, existe
E >0 tal que E ~ D, y por ende deg(L) % deg(D) = deg(E) > 0.

@ muy amplio, entonces dimy, HO(C,L) > 2. Luego, existe £ >0
def

no-nulo tal que E ~ D, y por ende deg(L) =deg(D) = deg(FE) > 0.
© amplio, entonces deg(L) > 0. En efecto, dado que

deg(L®™) = mdeg(L) para todo m € Z,

basta considerar mg € N>! tal que L®™0 sea muy amplio.

M3s adelante probaremos que todo L € Pic(C') con deg(L) >0 es amplio. J
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INTERSECCION DE UNA CURVA Y UN DIVISOR

Sea X variedad proyectiva irreducible. Dado D € Div(X) un divisor de
Cartier y C' € X curva suave irreducible, su niimero de interseccion es

D-C:= deg(ﬁX(D)\C) €.

Si C curva irreducible no necesariamente suave y v : C¥ — C' su normal-
izacién, se define? D - C := deg(v*(Ox(D)|c)) € Z. En particular,

Si Dy ~ Dy entonces Dy -C = D5 - C para toda curva irreducible C ¢ X.

Sea X variedad proyectiva irreducible. Decimos que D1, D3 € Div(X) son
numéricamente equivalentes si

Dy -C = D5 -C para toda curva irreducible C ¢ X,

y escribimos D1 = Do (o bien Dy ~pum D2). El grupo abeliano cociente
NS(X) :=Div(X)/ = es el grupo de Néron-Severi de X.

v

2Bien definido pues C” es proyectiva en este caso, algo que probaremos mas adelante.
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EL GRUPO DE NERON-SEVERI

A diferencia de Pic(X), el grupo de Néron-Severi es mucho mas tratable.

Teorema (Néron 1952, Severi 1934)

Sea X variedad algebraica proyectiva irreducible. Entonces, el grupo
abeliano NS(X) es finitamente generado. En particular,

NS(X)=Z T,

donde T es el grupo finito de torsién y donde r £ rg(NS(X)) =: p(X) es el
nimero de Picard de X.

v

Por ejemplo, tenemos que:
@ Si C curva proyectiva suave irreducible, NS(C') 2 Z y luego p(C) = 1.
Q p(P")=1.
© p(P" xP™) =2.
Q p(Blz(X)) = p(X) +1.
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DIVISORES NEF

Si X variedad proyectiva irreducible y L = Ox (D) € Pic(X) es amplio,
entonces L|c es amplio para toda curva irreducible C ¢ X.
Usando métodos de cohomologia, probaremos que como v : C¥ — C es
finito entonces v* L es amplio en C¥. Luego,

Si Ox (D) es amplio, D - C > 0 para toda curva irreducible C ¢ X.

Lo anterior motiva la siguiente definicién en geometria birracional.

Cultura general

Sea X variedad proyectiva irreducible. Decimos que L = Ox (D) € Pic(X)

f si?
€s net si D -C >0 para toda curva irreducible C ¢ X.

?Aqui, nef es la abreviacion de numerically eventually free.
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§3.5 SUB-FIBRADOS Y FIBRADOS
COCIENTES


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.5
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KERNEL E IMAGEN EN Vect(X)

Recuerdo: Sean E 5 X y F 5 X fibrados vectoriales de rg(E) = r y
rg(F') = s. Un morfismo de fibrados vectoriales es un morfismo regular
f:E— Ftalque go f=p,ie,
B, =2 k" F, = k®
Bloy ") " Fly

Yy foi By 2 k" > F, 2 k® es k-lineal Vo € X. En este caso, definimos

ker(f):= | ker(fz) € E, Im(f):=J Im(fy) cF

reX reX

Estas subvariedades pueden no ser fibrados vectoriales (Ejercicio).
En términos categoéricos, Vect(X) no es una categoria abeliana. J
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MORFISMOS DE RANGO CONSTANTE

Sea f: E — F morfismo de fibrados vectoriales en X tal que

rg(f) :=rg(fs) es constante para todo z € X.

Entonces, ker(f) e Im(f) son fibrados vectoriales en X.

Caso particular importante: Sea f: E — F morfismo de fibrados tal que

© f esinyectivo: En tal caso, Im(f) = E es un fibrado vectorial, y
decimos que E es un sub-fibrado de F, y escribimos

00— F A F o simplemente F' c F.
@ f es sobreyectivo: En tal caso, ker(f) sub-fibrado vectorial de E, y

escribimos F i» F—0.
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SUB-FIBRADOS Y FIBRADOS COCIENTES

Sit: E < F sub-fibrado y si trivializamos E y F' simultaneamente obtenemos
matrices de transicién de I’ dadas por matrices por bloques

con a;; matriz de transicién de . La condicién g;;g;i = gir, se reduce a:
© aj;jaji, = a, la condicién de cociclo de E.
Q a;;bji, + bijcji = bix, una condicién mixta.
© cijcji = cik, una nueva condicién de cociclo que define un fibrado
vectorial @ de rango rg(Q) =rg(F) —rg(E).
El fibrado vectorial ) es el fibrado cociente @) := F'//E. Mas atin, hay una
proyeccién natural m: F' — () sobreyectiva que cumple ker(7) = E.
Asi, hay una sucesién exacta (S) de fibrados vectoriales en X

0—E—F-"5Q—0. (S)

17 /21



FIBRADOS DETERMINANTES Y PULLBACK

La escritura de g;; implica que det(g;;) = det(a;;) det(c;;) y luego
det(F') = det(F) ® det(Q) en Pic(X).

De manera similar, si L € Pic(X) tiene funciones de transicién h;; entonces
(en una trivializacién comdn) las matrices de transicion de F'® L son

y luego obtenemos una sucesién exacta (S) ® L dada por
0—FE®L—>FQL—»>QL—0.
Ejercicio atil: Dada 0 — E —— F —» Q —> 0 (S). Probar que
© La sucesién dual (SY) siguiente es exacta:
o_>Qv_”>FVi»EV—>0
@ Para todo ¢ : Y — X regular, el pullback ¢*(S) es exacta en Y:
0—¢"E— ¢"F —¢p"Q —0
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FIBRADO COCIENTE TAUTOLOGICO EN Gr(r, V')

Sea V k" unk-ev. yl<r<n-1. En G = Gr(r,V) se tiene el sub-
def

fibrado tautolégico S ¢ Vi, donde Viz'= G x V es el fibrado trivial y donde
SEL([A],v) € Gr(r,V) x V tal que v € A} 1 Gr(r, V)

con rg(S) =r. Lo anterior permite definir el fibrado cociente tautolégico
Q:=Vg/S, derg(Q) =n—-ry con Qa) = V/A. Hay una sucesién exacta

0—S—Vg—Q—0.
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FIBRADOS GLOBALMENTE GENERADOS

Construccién: Sea E — X fibrado de rg(E) =7 y sea V ¢ H'(X, E) tal
que dimg (V') = n > r. Entonces, podemos definir una aplicacién racional

oy : X ->Gr(n-rV), 2+ K, :={seV tal que s(z) =0g,}
donde O, € £, = k" impone “tipicamente” r condiciones independientes.
Mas formalmente, oy es regular en z € X si y sélo si la aplicacién
evy:V — E,, s+— s(x)
verifica dimy (ker(ev,)) =n -7, i.e., rg(ev,) =, i.e., cuando

0— K, défker(evx) — sy, FE, — 0 es exacta.

Decimos que V es globalmente generado si
ev, : V - E, sobreyectiva Vz € X, i.e., oy : X > Gr(n—r,V) regular.

Decimos que E es globalmente generado si dim;, H(X, E) es finita y
H°(X, F) es globalmente generado.
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RELACION CON SUCESIONES EXACTAS

Sea V ¢ H(X, E) globalmente generado con ¢y : X — Gr(n—-r,V).
Consideremos la sucesién exacta tautolégica en G = Gr(n -7, V') dada por

0— S Vo @ — 0, donde rg(Q) =r.

El pullback de esta sucesién por ¢y nos da una sucesion exacta en X

def

0 — ¢ S=K =ker(ev) —— go{/VGdéfVX — py;Q — 0,

y en particular tenemos que 7, Q = E.

Si E=LePic(X)yVcHY(X,L) sistema lineal globalmente generado, lo
anterior da una demostracién alternativa del hecho que ¢}, Opyvy(1) = L.
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