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�3.3 Sistemas lineales y

amplitud
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Recuerdos

Un �brado en rectas p ∶ L→X es una �braci�on, localmente trivial en

un cubrimiento X = ⋃i∈I Ui, de k-e.v. p−1(x) def= Lx de dimensi�on 1.

L est�a determinado por funciones de transici�on {gij ∶ Ui ∩Uj → k∗}.
El producto tensorial permite de�nir el grupo de Picard Pic(X).
Una secci�on de L es un mor�smo regular s ∶X → L tal que s(x) ∈ Lx

para todo x ∈X, i.e., {si ∈ OX(Ui)} tales que si = gijsj en Ui ∩Uj .

El conjunto de secci�ones H0(X,L) es un k-espacio vectorial.

Ejemplo importante: El �brado tautol�ogico OPn(−1) de Pn cumple

OPn(−1)[ℓ] ≅ ℓ y gij(x) = xi/xj .
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Aplicaci�on asociada a L ∈ Pic(X)

Sean s0, . . . , sn ∈ H0(X,L) ∖ {0} con sj de�nida por sj,i ∈ OX(Ui) en Ui.

As��, para cada x ∈ Ui de�nimos la aplicaci�on racional

φL ∶X ⇢ Pn, xz→ [s0,i(x), . . . , sn,i(x)]

φL es independiente del abierto pues al pasar del abierto Ui a Uj cada

coordenada de φL(x) se multiplica por el mismo factor no-nulo gji(x).
Luego, escribimos s��mplemente

φL ∶X ⇢ Pn, xz→ [s0(x), . . . , sn(x)],
bien de�nida fuera del cerrado Z = {x ∈X tal que si(x) = 0 ∀i ∈ {0,1, . . . , n}} ⊆
X.

Caso particular importante: Si las secciones s0, . . . , sn no tienen ceros

comunes (i.e., Z = ∅), entonces
φL ∶X Ð→ Pn es un mor�smo regular.
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φ∗LOPn(1) ≅ L y morfismos a Pn

En el caso en que φL es regular, se tiene φ∗LOPn(1) ≅ L. En efecto:

Si Ui
def= {xi ≠ 0} ⊆ Pn, φ∗LOPn(−1) se trivializa en los abiertos

Xi ∶= φ−1L (Ui) def= {x ∈X tal que si(x) ≠ 0},
Dado que φL(x) = [ s0(x)sj(x) , . . . ,

sn(x)
sj(x) ] para todo x ∈ Xj , las funciones de

transici�on hij de φ∗LOPn(−1) para pasar de Xj a Xi est�an dadas por

hij(x) = sj(x)
si(x)

def= sj(x)
gij(x)sj(x) =

1

gij(x)
def= gji(x), i.e., φ∗LOPn(−1) ≅ L∨.

Rec��procamente: Dado f ∶ X Ð→ Pn, x z→ [f0(x), . . . , fn(x)] regular,
consideramos L ∶= f∗OPn(1), junto con la aplicaci�on k-lineal

Γ(f) ∶ H0(Pn,OPn(1)) Ð→ H0(X,L), xi z→ Γ(f)(xi) =∶ si
Luego, f = φL ya que sj(x) def= (xj ○ f)(x) def= fj(x) para todo j ∈ {0, . . . , n}.

4 / 16



{
f ∶X Ð→ Pn

mor�smo regular
} ↔ {

L ∈ Pic(X) junto con secciones
s0, . . . , sn ∈ H

0
(X,L) sin ceros comunes

}

f z→ L ∶= f∗OPn(1) y si ∶= Γ(f)(xi)

f ∶= φL ←Ð [ (L, (s0, . . . , sn))
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Sistemas lineales

Sea L ∈ Pic(X). Un sistema lineal M en X es un sub-espacio vectorial

M ⊆ H0(X,L) de dimensi�on �nita. En particular, si dimkH
0(X,L) < +∞

decimos que el sistema lineal H0(X,L) es un sistema lineal completo.

Dado M ⊆ H0(X,L) sistema lineal, escribimos

∣M ∣ ∶= P(M∨) def= {hiperplanos en M}.
el espacio proyectivo dual de M . As��, se tiene an�alogamente

φM ∶X ⇢ ∣M ∣ def= P(M∨), xz→Mx ∶= {s ∈M tal que s(x) = 0Lx}
y φM de�nida en x ∈X (i.e., Mx ⊆M hiperplano)⇔∃s ∈M con s(x) ≠ 0.
Si s0, . . . , sn base de M y s = ∑n

i=0 λisi, entonces Mx ∈ ∣M ∣ est�a dado por

λ0s0(x) +⋯ + λnsn(x) = 0
y corresponde al punto [s0(x), . . . , sn(x)] ∈ ∣M ∣ def= P(M∨) ≅ Pn, i.e.,

φM ∶X ⇢ ∣M ∣ ≅ Pn, xz→ [s0(x), . . . , sn(x)] en coordenadas.
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Sistemas lineales globalmente generados

Sea M ⊆ H0(X,L) sistema lineal. El lugar de base de M es

Bs(M) ∶= {x ∈X tal que s(x) = 0 para todo s ∈M}.

Decimos que M es libre de puntos de base (o globalmente generado1)

si Bs(M) = ∅, i.e., φM ∶X Ð→ ∣M ∣ def= P(M∨) es un mor�smo regular.

Equivalentemente, dado que dimk Lx = 1, el mor�smo de evaluaci�on

ev ∶X ×M ↠ L, (x, s) z→ s(x) es sobreyectivo.
En particular, tenemos una biyecci�on

{ f ∶X Ð→ Pn

mor�smo regular
} ↔ { L ∈ Pic(X) junto con M ⊆ H0(X,L) sistema

lineal de dimk(M) = n + 1 sin puntos de base
}

1En ingl�es, base point free o bien globally generated.
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Ejemplos

1 Si dimk(M) = 2 (i.e., ∣M ∣ ≅ P1) decimos que f ∶X ⇢ ∣M ∣ ≅ P1 es un pincel de
hipersuper�cies en X.

2 Las inclusiones M ⊆ N ⊆ H0
(X,L) inducen aplicaciones racionales

X
φN //

φM
""

P(N∨)

π

��

P(M∨
)

donde π es la proyecci�on lineal inducida por N∨ ↠M∨. Si s0, . . . , sn base de N
con s0, . . . , sm base de M , π([s0, . . . , sn]) = [s0, . . . , sm].

3 Sea X = Pn y L = OPn(d) con d ≥ 1. Como H0
(Pn,OPn(d)) ≅ k[x0, . . . , xn]d,

φL
def
= νd ∶ Pn

↪ PN es el incrustamiento de Veronese. As��, OPn(d) es globalmente

generado.

4 En P2, si M ∶= Vectk⟨yz, xz, xy⟩ ⊆ H
0
(P2,OP2(2)) entonces

φM ∶ P2
⇢ P2, [x, y, z] z→ [yz, xz, xy] es la involuci�on de Cremona.

Si f ∶X ↪ Pn incrustamiento cerrado, denotamos OX(1) ∶= f
∗OPn(1)

def
= OPn(1)∣X ,

abuso de notaci�on pues depende de f .
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Nakayama e Incrustamientos cerrados

Hecho (Lema de Nakayama)

Sea (A,m) anillo local con A/m ≅ k y M un A-m�od. �nitamente generado. Si
u1, . . . , um ∈M son tales que [u1], . . . , [um] generan el k-e.v. M/mM , entonces
u1, . . . , um generan M como A-m�odulo.
As��, si A noetheriano y M = m, generadores de m se identi�can en m/m2.

Teorema
Sea f ∶X Ð→ Y mor�smo �nito. Supongamos que:

1 f separa puntos, i.e., f es inyectivo.

2 f separa tangentes, i.e., dxf ∶ TxX ↪ Tf(x)Y inyectivo ∀x ∈X.

Entonces, f es un incrustamiento cerrado (i.e., X ≅ f(X) ↪ Y cerrado).

Ejercicio (cf. Apunte): basta ver que f∗ ∶ O(Y ) → O(X) es isomor�smo. Por (2),
f∗ ∶ my/m

2
y ↠ mx/m

2
x es sobreyectiva y Nakayama da mx = ⟨f

∗
(my)⟩; como f �nito,

Nakayama (otra vez) da que 1 genera OX,x sobre OY,y, i.e., f∗ es isomor�smo en los
tallos.
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Incrustamientos cerrados

Usando t�ecnicas de cohomolog��a, m�as adelante probaremos:

Teorema de Grauert-Grothendieck

Si f ∶X → Y regular cuyas �bras f−1(y) son conjuntos �nitos (e.g. f inyectivo) y X
variedad proyectiva, entonces f es un mor�smo �nito.

Sea X variedad proyectiva y M ⊆ H0
(X,L) sistema lineal. Entonces,

φM ∶X ↪ ∣M ∣ ≅ P(M∨
) es un incrustamiento cerrado si y s�olo si

1 M separa puntos, i.e., ∀x ≠ y en X existe s ∈M tal que s(x) = 0 y s(y) ≠ 0. En
particular, M es libre de puntos de base.

2 M separa tangentes, i.e., ∀x ∈X y todo v ∈ TxX existe s ∈M tal que s(x) = 0 y
(dxs)(v) ≠ 0.

Ejercicio (cf. Apunte): (1) da φM regular inyectivo y luego �nito (Grauert-Grothendieck),
por lo que basta ver que (2) equivale a dxφM inyectiva. Si s0, . . . , sn es base de M con

s0(x0) ≠ 0 y si(x0) = 0 para i > 0, en Xs0 se tiene φM(x) = (
s1(x)

s0(x)
, . . . , sn(x)

s0(x)
) y Leibniz

da (dx0φM)(v) = (
(dx0

s1)(v)

s0(x0)
, . . . ,

(dx0
sn)(v)

s0(x0)
), donde cada (dx0si)(v) est�a bien de�nido

pues si,α = gαβsi,β y si(x0) = 0.
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Teorema de Bertini

Teorema de Bertini general (car(k) = 0)

Sea X suave e irreducible, y M ⊆ H0(X,L) sistema lineal libre de puntos

de base. Entonces, para s ∈M secci�on general la variedad

V (s) ∶= {x ∈X tal que s(x) = 0} ⊆X es suave.

Prueba: Sea I ∶= {(s, x) ∈M×X tal que s(x) = 0} la variedad de incidencia.

Como M es libre de puntos de base, pr−12 (x) def= Mx ∈ ∣M ∣ ≅ Pn es un

hiperplano ≅ Pn−1 ∀x ∈X.

Si L es localmente trivial en X = ⋃λ∈ΛUλ, entonces pr
−1
2 (Uλ) ≅ Uλ × Pn−1

∀λ ∈ Λ (Ejercicio), i.e., I es suave. Luego, suavidad gen�erica aplicada a

pr1 ∶ I →M da que pr−11 (s) def= V (s) es suave si s ∈M ≅ An+1 general.

Considerando f ∶X ↪ Pn y L ∶= f∗OPn(1), se deduce el Teorema de

Bertini cl�asico (ver Clase 13) a partir de lo anterior (Ejercicio).
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Positividad en Geometr��a Algebraica

Las siguientes nociones son fundamentales en Geometr��a Algebraica.

Sea X variedad algebraica y L ∈ Pic(X) tal que dimkH
0(X,L) < +∞, con

φL ∶X ⇢ P(H0(X,L)∨)
la aplicaci�on racional asociada. Decimos que L es:

1 globalmente generado si φL es un mor�smo regular, i.e.,

Bs(L) ∶= {x ∈X tal que s(x) = 0 para todo s ∈ H0(X,L)} es vac��o.
2 semi-amplio si L⊗m es globalmente generado para cierto m ∈ N≥1.
3 muy amplio si φL ∶X ↪ P(H0(X,L)∨) es un incrustamiento cerrado,

i.e., si L separa puntos y tangentes.

4 amplio si L⊗m es muy amplio para cierto m ∈ N≥1.
As��, X es proyectiva ⇔ Existe L ∈ Pic(X) �brado en rectas amplio.
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Positividad en Geometr��a Algebraica

La siguiente de�nici�on fue introducida por Shigeru Iitaka en 1970.

Sea X variedad algebraica y L ∈ Pic(X) tal quea dimkH
0(X,L⊗m) < +∞

para todo m ∈ N≥1. De�nimos la dimensi�on de Iitaka de L mediante

κ(L) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
m∈N≥1

dim (φL⊗m(X)) si ∃m0 ∈ N≥1 con H0(X,L⊗m0) ≠ {0}
−∞ si H0(X,L⊗m) = {0} para todo m ∈ N≥1

Luego, κ(L) ∈ {−∞,0,1, . . . ,dim(X)}.
aM�as adelante veremos que esto es autom�atico si X es proyectiva.

As��, κ(L) mide la m�axima dimensi�on que puede tener la imagen φL⊗m(X).

Decimos que el �brado en rectas L es big si tiene dimensi�on de Iitaka

maximal, i.e., si κ(L) = dim(X).
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Positividad en Geometr��a Algebraica

Sea X variedad algebraica y L ∈ Pic(X) tal que dimkH
0(X,L⊗m) < +∞

para todo m ∈ N≥1. Entonces se tienen las implicancias (Ejercicio):

L globalmente generado +3 L semi-amplio +3 κ(L) ≥ 0

L muy amplio

KS

+3 L amplio

KS

+3 L big

KS

Hecho (Zariski, 1962)

Sea X una variedad algebraica proyectiva normal, y sea L ∈ Pic(X) un
�brado en rectas tal que el lugar de base Bs(L) es un conjunto �nito.

Entonces, L es semi-amplio.

13 / 16



�3.4 Divisores de Weil y

Divisores de Cartier
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Divisores de Weil

Recordemos que si X es una variedad irreducible normal entonces

codimX Sing(X) ≥ 2 (�)

Si Y ⊆X hipersuper�cie irreducible entoncesXreg∩Y ≠ ∅, i.e., ∃y ∈ Y punto

suave en X. As��, ∃y ∈ U ⊆X abierto af��n y u ∈ O(U) ∖ {0} irreducible con

I(Y ∩U) = ⟨u⟩, i.e., u es una ecuaci�on local de Y.

Como k(X) ≅ k(U) ≅ Fr(O(U)), toda f ∶X ⇢ k racional no-nula cumple

f = g

h
= uag′

ubh′
= um g′

h′
, donde m ∶= a − b ∈ Z y donde g′, h′ ∉ I(Y ∩U).

M�as a�un, m ≥ 0 si f ∈ OX,y es regular en y ∈X.

De�nimos la multiplicidad de f ∈ k(X) ∖ {0} a lo largo de Y como dicho

νY (f) ∶=m ∈ Z. Adem�as, decimos que:

1 f tiene un cero a lo largo de Y si νY (f) > 0.
2 f tiene un polo a lo largo de Y si νY (f) < 0.
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Divisores de Weil

De�nici�on (Divisor de Weil)

Sea X variedad irreducible normal. Un divisor de Weil es una expresi�on

D = ∑
�nita

nY ⋅ Y, donde nY ∈ Z y donde Y ⊆X hipersuper�cie irreducible,

i.e., es una suma formal obtenida como combinaci�on lineal entera de

hipersuper�cies irreducibles de X.

Denotamos por WDiv(X) al grupo abeliano de divisores de Weil en X.

Si f ∈ k(X)∗ hay �nitas hipersuper�cies irreducibles Y ⊆X con νY (f) ≠ 0.
En efecto, si U = Dom(f) ⊆X y Z ∶=X ∖U , entonces para toda Y ⊆X:

1 Si Y ⊆ Z, Y es una de las �nitas componentes irreducibles de Z.

2 Si Y ∩U ≠ ∅, νY (f) ≥ 0 por de�nici�on. Adem�as, νY (f) > 0 implica

Y ⊆ V (f), y este �ultimo tiene �nitas componentes irreducibles.
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Divisores de Weil

Ejemplo fundamental: Sea X variedad irreducible normal y f ∈ k(X)∗.
De�nimos el divisor de Weil asociado a f mediante

div(f) ∶= ∑
Y ⊆X

hip. irred.

νY (f) ⋅ Y def= div(f)+ − div(f)−,

donde div(f)+ (resp. div(f)−) es el divisor de ceros (resp. polos) de f .

Notar que si f, g ∈ k(X)∗, entonces div(fg) def= div(f) + div(g).
Luego, obtenemos un mor�smo de grupos abelianos

div ∶ k(X)∗ Ð→WDiv(X), f z→ div(f)
cuya imagen

PWDiv(X) ∶= {D ∈WDiv(X), ∃f ∈ k(X)∗ tal que D = div(f)}
es el sub-grupo (normal) de divisores de Weil principales de X.
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