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33.3 SISTEMAS LINEALES Y
AMPLITUD
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RECUERDOS

@ Un fibrado en rectas p: L — X es una fibracién, localmente trivial en
un cubrimiento X = ;e U;, de k-e.v. pfl(x)défL:B de dimensién 1.

@ L estd determinado por funciones de transicién {g;; : U;nU; - k*}.

@ El producto tensorial permite definir el grupo de Picard Pic(X).

@ Una seccién de L es un morfismo regular s: X — L tal que s(z) € L,
para todo z € X, i.e., {s; € Ox(U,)} tales que s; = gi;s; en U; nUj.

@ El conjunto de secciénes H’(X, L) es un k-espacio vectorial.
e Ejemplo importante: El fibrado tautolégico &pn(—1) de P™ cumple
ﬁpn(—l)[q = f) Yy gij(:E) = QZZ/QZJ
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APLICACION ASOCIADA A L € Pic(X)

Sean sg,...,5, € H (X, L)\ {0} con s; definida por s;; € Ox(U;) en U;.
Asi, para cada x € U; definimos la aplicacién racional

oL X - Pn, €T —> [3077;(1‘), .. .,Sn,i(.’I})]

@1, es independiente del abierto pues al pasar del abierto U; a U; cada
coordenada de ¢, () se multiplica por el mismo factor no-nulo g;;(x). J

Luego, escribimos simplemente
or: X ->P" x— [so(x),...,sn(x)],

bien definida fuera del cerrado Z = {x € X tal que s;(x) =0Vie{0,1,...,n}}
X.

Caso particular importante: Si las secciones sg,...,s, no tienen ceros
comunes (i.e., Z = &), entonces

or : X — P" es un morfismo regular.
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@5 Op(1) 2 L Y MORFISMOS A P7

En el caso en que ¢, es regular, se tiene ¢; Opn (1) = L. En efecto:
Si U; = {x; 0} < P, @} Opn (1) se trivializa en los abiertos
X; = o7 (Uy) €{z € X tal que s;(z) %0},
_ [s0(=@) sn(x) , :
Dado que ¢ (z) = [si(x),..., Sj(x)] para todo z € X, las funciones de
transicion h;; de 7 Opn(-1) para pasar de X; a X; estan dadas por

$j(7) st 8j(2) I g .
hij(x) = L=< : = =gji(x), i.e., prLOpn(-1) 2 L.
Y si(z)  gij(z)s;(z)  gij(2) 7 r
Reciprocamente: Dado f: X — P, x > [fo(z),..., fn(x)] regular,
consideramos L := f*Opn (1), junto con la aplicacién k-lineal

D(f): HOP", Opn(1)) — HO(X, L), 2; > D(f) (1) =

Luego, f = ¢, ya que s;(z) = (z;0 f)(z) = f;(z) para todo j € {0,...,n}.



f: X —DPn - L € Pic(X) junto con secciones
morfismo regular 50,8, € H'(X, L) sin ceros comunes
fr=L:=f"Op(1) y si:=D(f)(z:)
f =@ (L7 (807"'78n))



SISTEMAS LINEALES

Sea L € Pic(X). Un sistema lineal M en X es un sub-espacio vectorial
M cH(X, L) de dimension finita. En particular, si dim;, H'(X, L) < +oo
decimos que el sistema lineal H’(X, L) es un sistema lineal completo.

Dado M c H°(X, L) sistema lineal, escribimos
|M|:= P(M")~ {hiperplanos en M}.
el espacio proyectivo dual de M. Asi, se tiene andlogamente
or X - |[M|EP(MY), x— M, = {seM tal que s(z) =0r,}
y o definida en z € X (i.e., M, € M hiperplano) < 3s € M con s(zx) # 0.

Si 80,...,8, base de My s =Y \;s;, entonces M, € |M| estd dado por
Aoso(z) + -+ Apsn(z) =0

y corresponde al punto [so(2), ..., sn(2)] € |M|EP(MY) 2 P", ie.,
on s X > |[M| 2P, x— [so(z),...,sn(z)] en coordenadas.




SISTEMAS LINEALES GLOBALMENTE GENERADOS

Sea M c H°(X, L) sistema lineal. El lugar de base de M es
Bs(M) :={x € X tal que s(x) =0 para todo s € M}.
Decimos que M es libre de puntos de base (o globalmente generado?)
siBs(M) =g, i.e., oar: X — |M|EP(MY) es un morfismo regular.
Equivalentemente, dado que dimy L, = 1, el morfismo de evaluacién
ev: X x M - L, (x,s) — s(x) es sobreyectivo.
En particular, tenemos una biyeccién

f: X —P" . | LePic(X) junto con M ¢ H°(X, L) sistema
morfismo regular lineal de dimy (M) =n + 1 sin puntos de base

YEn inglés, base point free o bien globally generated.
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EJEMPLOS

Q Si dimi(M) =2 (ie.
hipersuperficies en X.

M| = P") decimos que f: X -> |M|=P' es un pincel de

@ Las inclusiones M ¢ N ¢ H°(X, L) inducen aplicaciones racionales
PN

X -2 P(vY)
A [

N

N |7
M N\
N
P(MY)
donde 7 es la proyeccién lineal inducida por NY - M. Si so,...,s, base de N
con So,...,Sm base de M, w([so,...,8n]) =[S05--,Sm]-

@ Sea X =P"y L =0pn(d) con d>1. Como H*(P", Opn (d)) = k[0, - .., Zn]a,
chd:efud :P™ < PV es el incrustamiento de Veronese. Asi, Opn(d) es globalmente
generado.

@ En P?, si M := Vecty(yz, xz, zy) € H°(P?, Op2(2)) entonces
o P2 > P2 [z,y, 2] — [yz,22,2y] es la involucién de Cremona.

Si f: X < P" incrustamiento cerrado, denotamos Ox (1) := f*ﬁpn(l)dzefﬁpn(l)\x,
abuso de notacién pues depende de f.




NAKAYAMA E INCRUSTAMIENTOS CERRADOS

Hecho (Lema de Nakayama)

Sea (A, m) anillo local con A/m =k y M un A-méd. finitamente generado. Si
Ui, ..., Um € M son tales que [u1],...,[um] generan el k-e.v. M/mM, entonces
Ui, ..., Uy generan M como A-médulo.

Asi, si A noetheriano y M = m, generadores de m se identifican en m/m?.

Teorema

Sea f: X — Y morfismo finito. Supongamos que:

© / separa puntos, i.e., f es inyectivo.
© [ separa tangentes, ie., d.f:T.X < Tj,)Y inyectivo Vo € X.

Entonces, f es un incrustamiento cerrado (i.e., X 2 f(X) = Y cerrado).

Ejercicio (cf. Apunte): basta ver que f* : 0(Y) — O(X) es isomorfismo. Por (2),
f*:my/m2 - m,/m> es sobreyectiva y Nakayama da m, = (f*(my)); como f finito,
Nakayama (otra vez) da que 1 genera Ox , sobre Oy, i.e., f* es isomorfismo en los
tallos. O
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INCRUSTAMIENTOS CERRADOS

Usando técnicas de cohomologia, mas adelante probaremos:

Teorema de Grauert-Grothendieck

Si f: X - Y regular cuyas fibras f~*(y) son conjuntos finitos (e.g. f inyectivo) y X
variedad proyectiva, entonces f es un morfismo finito.

.

Sea X variedad proyectiva y M ¢ H°(X, L) sistema lineal. Entonces,
om X = |[M|=P(M") es un incrustamiento cerrado si y sélo si

© M separa puntos, i.e., Vx +y en X existe s € M tal que s(z) =0y s(y) #0. En
particular, M es libre de puntos de base.

@ M separa tangentes, i.e., Vz € X y todo v e T, X existe s € M tal que s(z) =0y
(dzs)(v) # 0.

<
Ejercicio (cf. Apunte): (1) da pas regular inyectivo y luego finito (Grauert-Grothendieck),
por lo que basta ver que (2) equivale a dzpa inyectiva. Si so,..., s, es base de M con
so(zo) #0y s;(z0) =0 para i >0, en X, se tiene par(z) = (:,2877 ZE((;C))) y Leibniz
da (degpn)(v) = <(d:g(5;3§U),..., (dzg(s:o);v)), donde cada (dz,si)(v) estd bien definido
PUES Si,a = gapSi,p Y Si(xo) = 0. O
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TEOREMA DE BERTINI

Teorema de Bertini general (car(k) = 0)

Sea X suave e irreducible, y M ¢ H°(X, L) sistema lineal libre de puntos
de base. Entonces, para s € M seccién general la variedad

V(s):={x e X tal que s(z) =0} ¢ X es suave.

Prueba: Sea I := {(s,x) € MxX tal que s(x) =0} la variedad de incidencia.
Como M es libre de puntos de base, pry'(z) = M, e |M| = P" es un
hiperplano 2 P! Vz e X.

Si L es localmente trivial en X = Uyea Uy, entonces pryt(Uy) = Uy x P!
VA € A (Ejercicio), i.e., I es suave. Luego, suavidad genérica aplicada a
pry: [ - M da que pr{l(s)défV(s) es suave si s € M = A" general. [

Considerando f: X - P" y L:= f*Opn(1), se deduce el Teorema de
Bertini clasico (ver Clase 13) a partir de lo anterior (Ejercicio). J
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POSITIVIDAD EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Las siguientes nociones son fundamentales en Geometria Algebraica.

Sea X variedad algebraica y L € Pic(X) tal que dimy, HY(X, L) < +00, con
oL X - P(H (X, L))
la aplicacion racional asociada. Decimos que L es:
© globalmente generado si ¢y, es un morfismo regular, i.e.,
Bs(L) = {z € X tal que s(x) = 0 para todo s € H’(X, L)} es vacio.
@ semi-amplio si L& es globalmente generado para cierto m e N>,

© muy amplio si ¢, : X - P(H°(X, L)Y) es un incrustamiento cerrado,
i.e., si L separa puntos y tangentes.

Q amplio si L®™ es muy amplio para cierto m € N1,

Asi, X es proyectiva < Existe L € Pic(X) fibrado en rectas amplio.
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POSITIVIDAD EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

La siguiente definicién fue introducida por Shigeru litaka en 1970.

Sea X variedad algebraica y L € Pic(X) tal que? dimy, HY(X, L®™) < +oo
para todo m € N, Definimos la dimensién de litaka de I mediante

max dim (gomm (X)) si 3mg e N2! con HO(X, L&™) 2 {0}
H(L) =4 meN21
—00 si HO(X, L®™) = {0} para todo m e N*!

Luego, k(L) € {-00,0,1,...,dim(X)}.

?M4s adelante veremos que esto es automatico si X es proyectiva.
v

Asi, k(L) mide la méxima dimensién que puede tener la imagen @rem (X).

Decimos que el fibrado en rectas L es big si tiene dimension de litaka
maximal, i.e., si k(L) = dim(X). J
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POSITIVIDAD EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Sea X variedad algebraica y L € Pic(X) tal que dim;, H*(X, L®™) < +o0
para todo m € N*!. Entonces se tienen las implicancias (Ejercicio):

L globalmente generado =——=> L semi-amplio ——=> k(L) >0

W ﬂ ﬂ

L muy amplio =———= L amplio ———= L big

Hecho (Zariski, 1962)

Sea X una variedad algebraica proyectiva normal, y sea L € Pic(X) un
fibrado en rectas tal que el lugar de base Bs(L) es un conjunto finito.

Entonces, L es semi-amplio.
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33.4 DIVISORES DE WEIL Y
DIVISORES DE CARTIER
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DIVISORES DE WEIL

Recordemos que si X es una variedad irreducible normal entonces
codimx Sing(X) > 2 (1)
SiY ¢ X hipersuperficie irreducible entonces X;.,NY # &, i.e., Iy € Y punto
suave en X. Asi, Jy € U ¢ X abierto afiny u e &(U) ~ {0} irreducible con
Z(Y nU) =(u), i.e., u es una ecuacién local de Y.

Como k(X)zk(U)2Fr(0(U)), toda f: X -> k racional no-nula cumple
!

f— b;gl,= z_dondem—a beZy donde g',h" ¢ Z(Y nU).
'LL

Maés atin, m >0 si f € Ox,, es regular en y e X.

Definimos la multiplicidad de f € k(X)) \ {0} a lo largo de Y como dicho
vy (f) :==m € Z. Ademds, decimos que:

Q f tiene un cero a lo largo de Y si vy (f) > 0.
@ f tiene un polo a lo largo de Y si vy (f) <O0.
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DIVISORES DE WEIL

Definicién (Divisor de Weil)

Sea X variedad irreducible normal. Un divisor de Weil es una expresién

D= ) ny-Y, donde ny € Zy donde Y ¢ X hipersuperficie irreducible,
finita
i.e., es una suma formal obtenida como combinacién lineal entera de
hipersuperficies irreducibles de X.

Denotamos por WDiv(X) al grupo abeliano de divisores de Weil en X.

V

Si fek(X)* hay finitas hipersuperficies irreducibles Y ¢ X con vy (f) # 0.

En efecto, si U = Dom(f) € X y Z := X \ U, entonces para toda Y ¢ X:
@ SiY cZ, Y es una de las finitas componentes irreducibles de Z.
Q SiYnU=g, vy(f) 20 por definicién. Ademas, vy (f) > 0 implica
Y c V(f), y este tltimo tiene finitas componentes irreducibles. O

15/ 16



DIVISORES DE WEIL

Ejemplo fundamental: Sea X variedad irreducible normal y f e k(X)*.
Definimos el divisor de Weil asociado a f mediante

div(f) = > w(f) Y Ediv(f). - div(f)-,
YcX
hip. irred.

donde div(f), (resp. div(f)-) es el divisor de ceros (resp. polos) de f.

Notar que si f,g € k(X)*, entonces div(fg) = div(f) + div(g). J

Luego, obtenemos un morfismo de grupos abelianos
div: k(X)* — WDiv(X), f+— div(f)
cuya imagen
PWDiv(X) :={D e WDiv(X), 3f € k(X)" tal que D =div(f)}

es el sub-grupo (normal) de divisores de Weil principales de X.
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