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33.1 FIBRADOS VECTORIALES Y
GRUPO DE PICARD

LoS FIBRADOS VECTORIALES Y DIVISORES CONECTAN VARIEDADES

ABSTRACTAS Y VARIEDADES CLASICAS (CEROS DE POLINOMIOS).
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FIBRADOS VECTORIALES

Sea X variedad algebraica. Un fibrado vectorial de rango r € N*! en X
es una variedad E con p: E - X regular sobreyectivo tal que:

@ Paratodo 2z ¢ X, p'(x) := E, 2 k" es un k-e.v. de dim(E,) =r.
@ Para todo x € X, existe x € U € X abierto afin y un isomorfismo
Oy :p Y(U) = E|y — U x A" (trivializacién de E sobre U)
tal que el diagrama siguiente conmuta

B,z A" {a} xAr = A"
UxA" .

p|\ /o \ :

y k" — E,, v— 07} (2,v) es un isomorfismo lineal para todo z € U.
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EJEMPLOS

Caso particular importante

Un fibrado en rectas?® en X es un fibrado vectorial L 2> X de rango 1.

“En inglés, line bundle.

© Sea V un k-e.v. de dimg (V') = r. El fibrado vectorial
Vx=XxVaXxA 2L X
es llamado el fibrado trivial de rango r en X.
@ Sea V un k-ev. de dimg (V) =n+1,sea X =P(V) 2 P" su

proyectivizacién. Dentro de Vx défIP’(V) x V', consideramos

L:={([{],v) eP(V) x V, v e} =25 P(V), ([£],v) — [4],

donde [¢] e P(V') es el punto del espacio proyectivo correspondiente a
la recta vectorial £ V. En particular, p~*([£])='¢ = A! es una recta.
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EJEMPLOS (FIBRADOS TAUTOLOGICOS)

Para trivializar L 2 P(V) consideremos coord. [zo,...,%,] en P" = P(V)
y t una coord. en £ = A'. Asi, en U; = {z; # 0} tenemos la trivializacion
1 87
Uix A" —p~(U;)
i— i tx tx
([@,...,xz 1,1,$H1,...,$—n],t) — ([mo,...,xn],(—o,...,t,..., n))

genera una recta /¢ vector en /

El fibrado anterior serd denotado por &p(y)(=1) o por Opn(-1), y es
llamado el fibrado en rectas tautolégico de P(V') 2 P". En particular,

Opvy(=1) » P(V) cumple Op(yy(=1)[4 2 ¢ para todo [£] e P(V).

De manera anéloga, el fibrado tautolégico de rango r en Gr(r,V) es
S :={([A],v) € Gr(r, V) x V tal que v e A} ——- Gr(r, V)




PULLBACK Y RESTRICCION

Construccidn:

Sea E & X un fibrado vectorial y sea f : ¥ — X un morfismo regular.
Entonces, se define el pullback de E por f como

F*E:={(y,2) €Y x E tal que f(y) =p(2)} —> Y,
un fibrado vectorial en Y, con rg(f*FE) =rg(E) y (f*E)ydéfEf(y).
En particular, si f : Y = X incrustamiento cerrado (i.e., Y € X subvariedad),

def . 0z
entonces f*E= Ely es la restriccion de F a Y.

En términos categoricos, f*F es el producto fibrado del diagrama

ffE——FE

|, b

Y — X




LA CATEGORIA Vect(X)

Sean E 5 X y F % X fibrados vectoriales de rg(E) =ryrg(F)=s. Un
morfismo de fibrados vectoriales es un morfismo regular f : £ — F tal

que quZp, 1.€., E;,;Ekr Ez:gks
Ely, " T Flu

ey

y para todo x € X, la aplicacién f, : B, 2 k" — F, 2 k° es k-lineal. Asi,
obtenemos la categoria Vect(X) de fibrados vectoriales en X.

Ejemplo fundamental: Todo morfismo f : X x k" — X x k* entre los
fibrados triviales cumple f(z,v) = (z,g(x)v), g(z) € Mgy, (k) Vo e X.

Notar que si s = 7 y si g(xg) es invertible para cierto xy € X, entonces
g(x) € GL,.(k) para todo z € U, con U una vecindad abierta de xy.
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MATRICES DE TRANSICION

Sea p: E — X fibrado vectorial y X = U, U; cubrimiento abierto tal que
cada Uj trivializa E, i.e., E|y, < p~'(U;) 6-» U; x A”. En cada U;nUj # &
Ely;nu; =p WU, nU;) =: Eyj

ej‘Ez'j w
= 00 9;1 =

(Ul n Uj) x A"

(Uz ﬂUj) x A"

(z,v) (2, gij (x)v)
donde g;j(x) € GL, (k) Yx € U;nUj, son llamadas matrices de transicién.
B =y

E, 2 k"

0; 0071 .
i ©Uj - Ely,

—_
en E” = E|Uint




LA CONDICION DE COCICLO

Las matrices de transicién verifican que g;;(z) =1, para todo z € U; y en la
triple interseccién U; nU; n Uy, # @ se verifica la condicién de cociclo

9ij9ik = gik en U; nU; n Uy,
Esta condicién es muy importante pues implica que (médulo isomorfismo?)

E esta completamente determinado por un cubrimiento abierto y por las
matrices de transicion:

Construimos E usando el atlas algebraico? obtenido al pegar los U; x A"
usando los isomorfismos siguientes como cambio de carta para todo i,j € [

(U;nU;) x A" — (U;nU;) x A"
(z,v) — (2, 9i(z)v)
def

Ejercicio: Sea Vx = X x A". Verificar que g;;(x) =1, Vi,j € I son matrices
de transicién para Vx. En particular, g;;(z) =1 para kx := X x Al.

Las matrices no son tnicas: dependen del cubrimiento abierto y las trivializaciones.
2La condicién de cociclo implica que de hecho es un atlas algebraico (ver Clase 6).
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FUNCIONES DE TRANSICION

Todo L % X fibrado en rectas (i.e., rg(L) = 1) estad determinado (médulo
isomorfismo) por funciones de transicién g;;(x) € k* para todo x € U;nU;.

Si 0% es el haz de funciones regulares que no se anulan, g;; € ﬁj}(UiﬂUj).J

Ejemplo: Para el fibrado tautolégico Opn(—1) de P", tenemos que
9]71(33,75) = (ac,(t;—f,,f—]”)) y 0{1(30,3) = (x, (f—f,...,‘ﬁ”—;)),

de donde obtenemos (igualando coordenadas) el diagrama conmutativo

(z,8) (z, 2t) = (2, 9)

En particular, deducimos que g;;(x) = 7+ para todo x € U; n Uj.
J




OPERACIONES CON FIBRADOS VECTORIALES

Sean E > X y F 5 X fibrados vectoriales de rg(E) = r y rg(F) = s,
dados por matrices de transicion g;;(z) € GL.(k) y hij(x) € GLs(k) en un
cubrimiento abierto comiin. Definimos, mediante matrices de transicién:

Q@ EoF,conrg(Ea F)=r+s, mediante

gij(x) 0
( 0 e € GL,s(k).

Q@ EQ®F, conrg(E® F) =rs, mediante g;;(z) ® hj(z) € GL,s(k).

© El dual EY, con rg(EY) =1, mediante g;; := (‘gi; 1) (x) € GL,.(k).

© Hom(E,F):=E'®F, con rg(Hom(E, F)) =rs.

© Para deN, S?E, con 1g(SF) = (”2_1), mediante S%g;; ().

Q Parade{0,...,7}, AYE, con rg(AE) = (2) mediante A%g;; ().
@ El determinante det : GL,.(k) — k* determina un fibrado en rectas

det(E) = A"E, con funciones de transicion det(g;;(x)).
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EL GRUPO DE PICARD

Caso particular importante: Sean L - X y M — X fibrados en recta,
dados por funciones de transicién g;; y h;j, respectivamente. Entonces:

© Las funciones k;; := g;jhij = hijgi; definen el fibrado en rectas
LeMz=~M® L.
@ EI fibrado en rectas trivial kx X x Al con kij =1, verifica
kx®LzL®kx=zL.
© El dual LY, con givjdéfl/gij, verifca L LY 2LV L = kx.
El grupo de Picard de una variedad algebraica X es el grupo abeliano
Pic(X) := {Fibrados en rectas en X}/ 2. J

Ejemplo importante: Sea d € Z. En P" definimos el fibrado en rectas

d
5

Opn(d) mediante las funciones de transicién g;;(x) = (—J) .
T

En particular, ﬁpn(l)d:efﬁpn(—l)v con g;j = zj

Ty
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33.2 SECCIONES Y HACES
LOCALMENTE LIBRES
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SECCIONES DE UN FIBRADO

Sea E 2 X fibrado de rango r. Una seccién de E es un morfismo regular
s: X > E, x— s(x) con pos=Idy, i.e, s(z) € E, 2 k" para todo = € X.

E,=A"

El conjunto de secciones globales de F, dado por
I'(X,E):=H(X,E):={s: X > E seccién de E > X},
es un I'(X, Ox)-médulo: si s,t e H'(X,E) y A e T'(X, Ox) = Ox(X)
(s+t)(z):=s(z)+t(z) y (As)(z):=A(z)s().

En particular, H(X, E) es un k-espacio vectorial.




SECCIONES VIA MATRICES DE TRANSICION

En términos de matrices de transicién, tenemos el diagrama conmutativo

Iyl (U) ————— U x A

\ %OSM

donde o;(z) = (z,s;(x)) para todo x € U;, con
si(z) = (sig(z),...,sir(x)) € Ox(U;)®".
Mas alin, en la interseccién U; nU; tenemos que

(@, 55(2)) —— s(z) — (, 5:(2))

9i5 ()

de donde deducimos que s;(x) = gi;(x)s;(z) para todo z € U; nUj.




EJEMPLOS

La relacién fundamental s;(z) = g;;(x)s;(x) implica que:

© Si L~ X x Al fibrado en rectas trivial en X, con gij = 1, entonces
HY(X,L) 2T (X, Ox) se identifica a las secciones globales de &x.

@ De manera similar, si E 2 X x A" entonces H'(X, E) 2 T'(X, 0x)®".

Las secciones de fibrados en rectas generalizan el concepto de funcién
regular. En general, pueden haber muchas mds secciones que funciones.

Ejercicio: Sea f:Y — X regulary E 2, X un fibrado vectorial. Probar que

L(f):HY(X,E) — H(Y, f*E), s — T(f)(s), N
donde (T'(f)(s))(y) = (y,s(f(y))) para todo y € Y, estd bien definida y
es k-lineal.
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HO(PH, ﬂ]}b‘n (d)) ~ k‘[x'o, ... ,fUn,](l

\d
Sea deZ y sea Opn(d) — P" definido por g;;(z) = (”Z—J) .

Sea s; € Opn(U;) regular en U; = {x; + 0} = A™, el abierto estandar con

coordenadas 7¢,... Tl Tl I Asi s = xpii donde P; polinomio
1 1 1 1 .
K
homogéneo de grado m;. Luego, s; = g;;5; en U; nU; si y sélamente si
353 J
dp.
P by FI
e g ma 1.e., PZ$ —Pja;. .
i pdg ™ v J
7 ]
Luego, si d > 0 entonces P := ng—mi polinomio homogéneo de grado d tal
que s; = x% para todo i € {0,...,n}. Asi, hay un isomorfismo
1

~ P
k[zo,...,xn]a = H'(P", Opn(d)), P — {Sz‘ = _d}
1=0,...,n

i
entre polinomios homogéneos de grado d y las secciones globales de Opn (d).

Del mismo modo, HY(P", Gpn(d)) = {0} si d < 0 (Ejercicio).



SECCIONES DE DISTINTOS FIBRADOS Y KUNNETH

Sean £ - X y F —» X fibrados dados por matrices de transicion g;; y
hi;, respectivamente. Dadas s € HO(X,E) y t e H'(X, F) definidas por
Si = gi;S; Y ti = h;jtj, entonces

def

si ®t; = (9ij57) ® (hijt;) = (95 ® hij)(s; ®1;),
por lo que obtenemos una seccién s®t € H'(X, E® F).
En general (s,t) —» s ®t no es inyectiva ni sobreyectiva. E.g. si X =P",
E=0pn(1)y F = 0Opn(-1), entonces E® F = kx. En particular,
HY(X,E®F)=2T(P",0pm) 2k +H*(X,E) ®, H (X, F) = {0}.

Ejercicio* (férmula de Kiinneth): Probar que
H(X,E) e, H'(Y,F) 2 H' (X xY,Er F),
con E® F :=priy (E) ® prj (F) el producto tensorial exterior de E'y F'.
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CRITERIO DE TRIVIALIDAD PARA L € Pic(X)

Sea L € Pic(X). Entonces, L es trivial (i.e., L = X x A') si y sélo si
3s e HY(X, L) que no se anula nunca, i.e., s(z) #0en L, 2k Ve X. J

En efecto, en tal caso podemos trivializar L globalmente usando s:

(z,t) ———— ts(x)

XxAl\ /

Caso particular importante: Sea X variedad irreducible con I'( X, Ox) 2 k
(e.g. proyectiva). En tal caso, si L — X es un fibrado en rectas tal que
Q@ 35 HY(X, L)\ {0} (i.e., 3zo € X tal que s(zp) #0).
Q 3tcHY(X,LY)~ {0} (i.e., Iz1 € X tal que t(x1) % 0).
Entonces, L = kx es el fibrado en rectas trivial.
En efecto, H'(X,L) ®, H'(X,LY) — H(X,L® LY) = T(X,0x) = k

define o(z) = s(z) ® t(2) € s(x)t(x) seccién constante nunca nula. O
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HAZ DE SECCIONES

.. P : : .
Construccién: Sea F — X un fibrado vectorial de rango 7. Definimos el
haz de secciones de E asociando a cada U ¢ X abierto no-vacio

def

EU) :=H"(U, Ely) = {s: U - E|y morfismo regular tal que po s =Idy}.

Como &(U) es un T(U, Gy ) € 0x (U)-médulo, el haz & es un &x-médulo.
Mas atn, las trivializaciones
0;: BEly, —> U; x A"

inducen isomorfismos de p,-médulos &y, = ﬁm, i.e., & es un Ox-médulo
localmente libre de rango r (ver Clase 3).

En particular, si L — X es un fibrado en rectas, entonces su haz de secciones
% es un haz invertible (i.e., un &x-mdédulo localmente libre de rango 1).

Ejemplo importante: Si L = kx “ X x Al es el fibrado en rectas trivial,
entonces por definicién £ = 0.
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EN TODO LO QUE SIGUE DEL CURSO,
Ox DENOTA EL HAZ DE FUNCIONES
REGULARES O BIEN EL FIBRADO EN
RECTAS TRIVIAL X x Al
(DEPENDIENDO DEL CONTEXTO).



FIBRADOS VERSUS HACES LOCALMENTE LIBRES

Sea X variedad algebraica conexa (e.g. irreducible). Entonces la aplicacion
E — & define (médulo isomorfismo) una equivalencia entre Vect(X) y la
categoria de 0'x-mddulos localmente libres de rango finito.

En efecto, dado & un O'x-médulo localmente libre de rango r, y un cubrim-
iento abierto X = Ujc; U; tal que @; : &ly, — O es un isomorfismo de
Oy,-médulos, entonces en U; nU; # & tenemos

So—l
@}%U = (OF )|UmU —— &,y —>(ﬁ Nuinv; = ﬁﬁjwj

\_/

9ij

donde las g,] gologoj € GL,(Ouy;nu,) verifican claramente la condicién de
cociclo g9k = gir en Uy nU; n Uy

Asi, podemos definir un fibrado £ — X a partir de las matrices de transicién
gij(x), y por construccién el haz de secciones de E es isomorfo a &. Ol
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TALLOS DE & VERSUS FIBRAS DE FE

Sea E — X un fibrado vectorial, y sea & el haz de secciones asociado.

Para z € X, sea m, &, C &, el submédulo de gérmenes de secciones que se
anulan en x € X. Entonces, tenemos una aplicacién k-lineal sobreyectiva

evy i &y > Ep, s — s(x)
con ker(evx)défmmgx, de donde deducimos que
&My = B, para todo z € X.
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