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RECUERDOS DE ALGEBRA CONMUTATIVA

Si ¢ : A — B morfismo de anillos, = € B es entero sobre A (resp. a ¢) si:

n-1 4+ e+ Sp(an_l)x + gp(an) = O, i.e.,

@ A[z] < B es un A-médulo finitamente generado.

© 3 relacién ménica 2" + p(aq)x

Asi, si z,y € B enteros sobre A entonces x +y, xy también (por 2). Luego,
A:={be B, b es entero sobre A} ¢ B es una A-algebra,

llamada la clausura integral de A en B. Decimos que A es integralmente
cerrado en B si A=p(A) (i.e., “A=A" si p inyectivo). Explicitamente,

Todo b € B entero sobre A verifica b = ¢(a) para cierto a € A.
(a) Sea B una A-dlgebray C una B-dlgebra (e.g. AcBcC). SizeC:

(i) Si x e C es entero sobre A, entonces z € C' es entero sobre B.
(i) Si B es A-médulo f. g. y = € C entero sobre B, x € C' entero sobre A.

(b) Tenemos que (A) = 4.
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RECUERDOS DE ALGEBRA CONMUTATIVA

Ejemplos:
@ El anillo Z es integralmente cerrado en Q.

@ Mas generalmente, si K es un cuerpo de nimeros (i.e., una extensién
finita Q) entonces Z := O es el anillo de enteros del cuerpo K.

© En la curva nodal
X ={(z,y) € A? tal que y? = 22 + 23},

la funcién racional t := £ € k(X) es entera sobre &(X), ya que
24 4 2. pero t ¢ O(X).
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VARIEDADES NORMALES

Definicién (Zariski, 1939)

Sea A dominio entero y Fr(A) su cuerpo de fracciones. La clausura
integral A en Fr(A) es llamada la normalizacién de A, denotada A”.

Diremos que A es un anillo normal si A= A", i.e,, todo x € Fr(A) entero
sobre A pertenece a A.

La definicidén anterior se geometriza naturalmente:

Sea X variedad algebraica irreducible. Decimos que z € X es un punto
normal si el anillo local O, es normal (i.e., si Ox , es integralmente
cerrado en k(X)). Decimos que X es normal si todo x € X es normal.




VARIEDADES NORMALES: CASO AFIN

Sea X variedad algebraica afin e irreducible. Entonces, J

X es normal < 0(X) es integralmente cerrado en k(X).

(<) Sea u € k(X) tal que para cierto x € X existen a; € Ox , con
"+ au™ 4+ a, =0 en k(X).
Sia; = % con p;,qi € O(X) y ¢i(x) # 0, entonces v := ugy---g, €s entero

sobre (X)), y asi v € 0(X). Luego, u™' o € Oxz ya que qi(x) #0 Vi.

(=) Sea u € k(X) tal que existen a; € (X)) con

n-1

u + a4+ +ay, =0.

Como a; € Ox, Vx € X, tenemos que u € Ox , Vo € X. En otras palabras,

def

U € Ngex Ox,z = O(X) es regular. O

Ejemplo: La curva nodal X = {(z,y) € A%, 4? = 22 + 23} no es normal,
pues t := £ € k(X) es entero pero no regular.



LEMA DE GAUSS

Sea X una variedad algebraica irreducible. Entonces, J

Si & € X,cz €s un punto suave, entonces = € X es normal.

En efecto, basta asumir X afin y consider u € k(X) 2 Fr(0(X)) tal que

n—1

u'+au" + e+ a, =0

con a; € Ox 5. Dado que Ox, es un anillo factorial (Nagata), podemos
escribir u = g conp.qe Ox  relativamente primos. Luego,

Pl +ap" g+ -+ ang" =0

por lo que g divide a p”, y luego ¢ es una unidad (dado que p y ¢ son
relativamente primos), i.e., ¢(z) # 0. Asi, udéfg pertenece a Oy ;. O
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RECIPROCO DEBIL DE TEOREMA DE KRULL

Sea X variedad irreducible normal y sea Y € X sub-variedad cerrada de
codimensién pura 1. Entonces, existe U € X abierto afincon UnY # g y
f:U — k regular tal que Z(UNY) = (f).

Notar que no podemos considerar U := X, y aplicar el resultado en el caso
suave (consecuencia de Nagata), pues podria ocurrir que Y € Xgjp,.

Supongamos X afin e Y = V(p) irreducible, donde p ¢ (X)) ideal primo.
Sea g € p no-nulo, con Y €V (g) y luego Y =V (g) (Krull). Entonces,

Z(Y)=/{g). ie., Z(Y) € (g) cZ(Y) (Nullstellensatz)
para cierto £ € N*! minimal. Veamos que localmente ¢ = 1:

Supongamos £ > 2 y sean uy,...,us1 € Z(Y') tales que h := uy---up_q ¢ (g)
pero ah € (g) para todo a € Z(Y'). Asi, la funcién racional u := % ¢ 0(X)
no es regular, pero uZ(Y') c 0(X).



RECIPROCO DEBIL DE TEOREMA DE KRULL

Notar que wZ(Y) ¢ Z(Y), pues en caso contrario existirian generadores
Pi,.-.,pN € Z(Y) de Z(Y') tales que up; = ij\il a;jpj con a;j € O(X).
Matricialmente, esto iltimo equivale a

p1
(uIN—(aij)m)( : ) =0, de donde deducimos det(uIN —(aij)@j) =0.
PN

Esta ecuacién ménica implica u € €(X) (X normal), lo cual es imposible.

Luego, existe f € Z(Y) tal que s:= fu¢ Z(Y), i.e, Y ¢ V(s) € X. Asi, el
abierto siguiente intersecta Y

U :={z e X tal que s(z) # 0}
y se tiene fIZ(YV)E s WI(Y)cOU), ie, ZUNY) = (f). O
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codimx Sing(X') > 2 (SUAVIDAD EN CODIM 1)

Sea X variedad irreducible normal. Entonces, codimy Sing(X) > 2. |

Supongamos que Y < Sing(X) componente irreducible de codimensién 1.
Luego, podemos suponer X afiny Z(Y') = (f). Asi, para y € Y tenemos

Oxy » Oyy = ﬁX,y/(f)

mx,y » My, =mx,/(f)

Sea y € Y, suave, y supongamos que y € Sing(X). Notar que si my,,

estd generado por vi,...,v,-1 (coord. locales en Y) entonces my , estd
generado por vy, ...,v,-1, f. En particular,
o 9 2 def ..
dimg (7, X) = dimg (mx , /m% ) < n'=dim, (X),
i.e., y €Y essuave en X, una contradiccién. OJ
Si C curva algebraica irreducible, entonces C' es suave < C' es normal. J
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NORMALIZACION

Sea X variedad afin irreducible, y consideramos la clausura integral

O(X)<SAck(X) con A:=0(X).
Aqui, A es una k-algebra finitamente generada y reducida. Definimos
X" := Specm(A), que cumple O(X") = A.
La inclusiéon 0(X) ¢ 0(X") induce v : X¥ — X regular sobreyectivo, la
normalizacion de X. Las propiedades de la clausura integral implican:

@ X" esnormaly v: XY — X es un isomorfismo en una vecindad de
cada punto normal z € X (cf. resolucién de singularidades).

@ v: X” - X morfismo finito y birracional, pues Fr(A) = k(X).
© Sig:Y — X finito y birracional con Y irreducible, £(X) 2 k(Y) y
OX)cOo(Y)<ck(Y)=k(X),
con O(Y') entero sobre G(X), y asi O(Y) € O(X)= 0(X"), de
donde se obtiene G: X” — Y. En resumen, se tiene:
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NORMALIZACION

Para todo ¢g: Y — X finito birracional con Y irreducible,
31'g: XY > Y tal que goG=v, i.e., g factoriza a la normalizacion.

y— 2 X%
NG /
XV
Q Si h:Z — X dominante con Z afin irreducible normal, entonces
ue 0(X") es entero sobre 0(X) c k(X) c k(Z) (via h™).

O(X)e— O(X")— k(X)L k(2)

o(2)

Como O(X) c O(Z) via h*, a posteriori u es entero sobre 0(Z) y,
como O(Z) es integralmente cerrado, u € 0(Z2), i.e., O(X")<c 0(2),
de donde se obtiene h: Z — X”. En resumen, se tiene:
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NORMALIZACION

Parg\todo h:7Z - X dominantE con Z afin irreducible normal,
A'h:Z - XY tal que h=voh, i.e., h se factoriza por la normalizacion.

z—M . x

N

Todo lo implica que X" es Ginica (salvo isomorfismo) para X afin. En efecto,
sivi: X{ - X yury: XJ - X son dos normalizaciones de X, entonces
existe un isomorfismo ¢ : X — X2” tal que el diagrama siguiente conmuta

Toda variedad irreducible X posee una dnica normalizacién v : X¥ - X,
obtenida al considerar un atlas afin de X y pegar las normalizaciones.
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TEOREMA PRINCIPAL DE ZARISKI

Teorema Principal de Zariski (1943)

Sean X e Y variedades irreducibles y f: X — Y morfismo birracional.
Sea z € X tal que y = f(x) es un punto normal en Y. Entonces:

@ / es un isomorfismo entre vecindades afines de 7€ X ey €Y, o bien
@ 3 hipersuperficie irreducible x € E ¢ X tal que codimy (f(E)) > 2.

En particular, en el caso (2) se tiene dim, f~'(y) > 1.

A

Si f: X - Y morfismo birracional donde el conjunto de puntos
Z = {x € X tal que dim,(f'(f(x))) >1}

no es una hipersuperficie, entonces f(Z) C Y estd contenido en el lugar de
puntos no-normales de Y (!). E.g. si dim(X) =dim(Y) =3y f no es un
isomorfismo en C ¢ X curva irred., entonces f(C) = {yo} no es normal.
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TEOREMA PRINCIPAL DE ZARISKI

Prueba cuando y € Y;¢s: Podemos suponer X e Y afines, y sean uy,...,un €
0(X) generadores (definiendo X ¢ AY). Recordemos el diagrama

o)L o(x)

ﬁY,y(L) ﬁX,x

L,

k(Y) —= k(X)

Podemos ver las u; como funciones racionales y w; = f*(v;) = f* (%) para
ai,b; € O(Y). Mas aun, dado que y € Y es un punto suave tenemos que
Oy, es factorial (Nagata), y luego asumimos a; y b; relativamente primos.
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TEOREMA PRINCIPAL DE ZARISKI

Caso (1). Si b;(y) # 0 para todo i, obtenemos una inclusién
01 O Yoty = O(V) —L G(X) ooy = O(U),
donde V = {y € Y tal que (by---by)(y) # 0} y donde U X f~1(V).
En este caso tenemos que U = V. En efecto, podemos escribir
o S (ai) _ fr(ai) Tz £7(5)
) fr(brby)

por lo que u; estd en la imagen de f*, i.e., ¢ es sobreyectivo.
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TEOREMA PRINCIPAL DE ZARISKI

Caso (2). Supongamos bi(y) = 0. En el anillo factorial Oy, escribimos
b1 = c1dy con ¢ irreducible y tal que ¢1(y) = 0.

En Oy, a1 = a—%, y ¢ = E,i, con al(y)c (y) # 0. Si nos restringimos a
los abiertos afines donde af 0, ¢/ #0, f*(af) =0, f*(cf) # 0 podemos
suponer que aj,c1 € O(Y)y [~ (al) f*(c1) € O(X) regulares.
Consideremos la hipersuperficie E := V(f*(c1)) € X y notar que x € E pues
F(e) (@)= er(f(2) = er(y) = 0. Restringiéndose a una comp. irreducible
de F que pase por x podemos suponer E irreducible.

def

Notar que f*(a1) € f*(b))uy = f*(c1)f*(di)us, y luego a; se anula en
f(E). Finalmente, dado que aj y ¢; son relativamente primos entre si en
Oyy (i.e., determinan ecuaciones locales independientes), tenemos que

f(E)gV(a)gY
y luego codimy (f(E)) > 2. O
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TEOREMA DE CONEXIDAD DE ZARISKI

En 1957, Zariski extiende parte del resultado anterior.

Teorema de Conexidad de Zariski

Sean X e Y variedades irreducibles y f: X — Y morfismo dominante. Si
X es proyectiva y las fibras generales de f son conexas, entonces:

Para todo punto normal y € Y, la fibra f~1(y) es conexa.

En el caso en que f es birracional, las fibras generales son singletons (luego
conexos). Luego, fibras sobre puntos normales consisten en:

© Singletons (caso (1)), o bien
@ Sub-variedades con comp. irreducibles de dimensién > 1 (caso (2)).
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FACTORIZACION DE STEIN

Otra consecuencia muy util para factorizar morfismos regulares f: X - Y
desde X proyectiva normal en f': X — Y’ con Y’ proyectiva normal:

Teorema (Factorizacién de Stein, 1956)

Sean X e Y proyectivas irreducibles y f: X — Y regular. Entonces,

rxy Ly

con Y’ proyectiva irreducible, f': X — Y tiene fibras conexasy

g:Y' =Y morfismo finito. Mas atin, si X es normal entonces Y’ es
normal.

V

En particular, todo morfismo regular no-constante entre curvas algebraicas
irreducibles proyectivas f : X — Y se factoriza en un morfismo biyectivo
f"+ X > Yy un morfismo finito g: Y' =Y.

Si car(k) =p >0, el morfismo biyectivo f’ puede no ser un isomorfismo.
Por ejemplo, f': P! - P, [z,y] ~ [P, y"]. J
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