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Espacio tangente de Zariski

Sea X variedad algebraica y x ∈ X. Recordemos que el tallo OX,x de

g�ermenes de funciones regulares es una k-�algebra con �unico ideal maximal

mx = {f ∈ OX,x tal que f(x) = 0} con OX,x/mx ≅ k.

De�nici�on (vector tangente)

Un vector tangente en x es una aplicaci�on k-lineal D ∶ OX,x Ð→ k que

cumple la regla de Leibniz

D(fg) = f(x)D(g) + g(x)D(f) para todos, f, g ∈ OX,x.

El espacio tangente de Zariski en x ∈X es el k-e.v. dado por

TxX ∶= {D ∶ OX,x Ð→ k vector tangente en x ∈X}.
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El isomorfismo TxX ≅ (mx/m2
x)∨

Para todo x ∈X hay un isomor�smo can�onico de k-e.v.

TxX ≅ (mx/m2
x)∨.

En particular, dimk(TxX) < ∞.

Prueba: Sea D ∶ OX,x → k un vector tangente. Notar que D(1) =D(1 ⋅1) =
D(1) +D(1) = 0 y as�� D(λ) = λD(1) = 0 ∀λ ∈ k. Notar que si f, g ∈ mx

entonces D(fg) = 0 (Leibniz), i.e., m2
x ⊆ ker(D∣mx) de donde obtenemos

D ∶ mx/m2
x Ð→ k, [f] z→D(f) en (mx/m2

x)∨.
Veamos que φ ∶ TxX Ð→ (mx/m2

x)∨, D z→D es un isomor�smo:

Inyectividad: Todo f ∈ OX,x se escribe como f = f(x) + f0 con f0 ∈ mx.

φ(D) def=D = 0 implica D(f) def=D(f(x))+D(f0) = 0, pues f(x) ∈ k y D = 0.
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El isomorfismo TxX ≅ (mx/m2
x)∨

Sobreyectividad: Sea ∇ ∶ mx/m2
x → k lineal. Para f ∈ OX,x escribimos

f0 ∶= f − f(x) ∈ mx y de�nimos D(f) ∶= ∇([f0]), donde [f0] ∈ mx/m2
x.

As��, para todos f, g ∈ OX,x:

0 = ∇([f0g0]) def=D(f0g0) def= ∇([fg − f(x)g − g(x)f + f(x)g(x))
=D(fg) − f(x)D(g) − g(x)D(f),

i.e., D ∈ TxX y adem�as φ(D) def= ∇.
Finitud: Como OX,x es un anillo noetheriano1, mx es un ideal �nitamente

generado por ciertos u1, . . . , uN ∈ mx, por lo que sus imagenes en el cociente

[u1], . . . , [uN ] ∈ mx/m2
x son generadoras como k ≅ OX,x/mx-m�odulo.

Por de�nici�on (Ejercicio) si X e Y son variedades algebraicas, x ∈X e

y ∈ Y entonces T(x,y)(X × Y ) ≅ TxX ⊕ TyY .

1Si x ∈ U ⊆X vecindad abierta, OX,x es la localizaci�on en mx del anillo noetheriano

O(U), y luego noetheriano tambi�en.
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Diferencial y Matriz Jacobiana

De�nici�on (diferencial)

Sea f ∶X Ð→ Y mor�smo regular y x ∈X. Entonces, el mor�smo de k-�algebras
f∗ ∶ OY,f(x) → OX,x, uz→ u ○ f induce una aplicaci�on k-lineal

dxf ∶ TxX z→ Tf(x)Y, D z→D ○ f∗

llamada el diferencial de f en x ∈X.

Ejemplo: Sea p = (p1, . . . , pn) ∈ An con ideal mp = ⟨X1 − p1, . . . ,Xn − pn⟩.
1 TpAn ≅ kn con base can�onica Di(f) = ∂f

∂Xi
(p). As�� toda D ∈ TpAn est�a

dada por f z→ a1
∂f
∂X1
(p) +⋯ + an ∂f

∂Xn
(p) para ciertos ai ∈ k.

2 Si f ∶ An → Am, x↦ (f1(x), . . . , fm(x)) regular, entonces la matriz de
dpf ∶ TpAn ≅ kn Ð→ Tf(p)Am ≅ km resp. a la base anterior es

Jf(p) ∶= (
∂fi
∂Xj
(p))

1≤i≤m
1≤j≤n

∈Mm×n(k) la matriz jacobiana de f .

Advertencia: las ∂
∂Xi

se de�nen imponiendo las reglas usuales de c�alculo (e.g.
∂

∂Xi
(Xn

i )∶=nXn−1
i , ∂

∂Xi
(Xj)∶=0 si i ≠ j).
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El isomorfismo TxX ≅ ker(dxf)

Sea X ⊆ An af��n con I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩ ⊆ O(An), y sea x ∈X. Entonces

TxX ≅ ker(dxf) donde f ∶ An → Am, p↦ (f1(p), . . . , fm(p)).

Prueba: O(X) ≅ O(An)/I(X) implica OX,x ≅ OAn,x/⟨f1, . . . , fm⟩ y as�� un

vector tangente de X en x se identi�ca con un vector tangente de An en x
que se anula en ⟨f1, . . . , fm⟩, i.e.,
TxX ≅ {D ∈ TxAn ≅ kn tal que D(fi) = 0 para todo i} def= ker(dxf).

Ejemplo (cuspide): Sea C = {(x, y) ∈ A2, y2 = x3} con I(C) = ⟨Y 2−X3⟩.

x

y

dimk(TpC) = {
1 si p ≠ (0,0)
2 si p = (0,0)

Si f(x, y) = y2 − x3 y p = (a, b) ∈ C, entonces dpf = (−3a2 2b).
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Semi-continuidad superior de dimk(TxX)

Sea X una variedad algebraica. Entonces, la funci�on

X Ð→ N, xz→ dimk(TxX) es semi-continua superior,

i.e., {x ∈X tal que dimk(TxX) ≥ r} es cerrado para todo r ∈ N.
En particular, dimk(TxX) es minimal es un abierto de X.

Prueba: La a�rmaci�on es local, por lo que asumimos X ⊆ An af��n con

I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩. El resultado anterior y el teorema del rango implican

dimk(TxX) = n − rg
⎛
⎜
⎝
( ∂fi
∂Xj
(x))

1≤i≤m
1≤j≤n

⎞
⎟
⎠

def= n − rg(Jf(x)) para todo x ∈X.

La funci�on x ↦ rg(Jf(x)) es semi-continua inferior pues rg(Jf(x)) ≥ s
⇔∃ sub-determinante s × s no-nulo (condici�on abierta Zariski).

¿Cu�al es el valor minimal de dimk(TxX)?
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Reducci�on al caso de hipersuperficies

Hecho (Teorema del elemento primitivo)

Sea K ⊆ L extensi�on algebraica separable, i.e., ∀a ∈ L el polinomio minimal
Pa ∈K[X] no posee ra��ces m�ultiples en K (e.g. si car(K) = 0). Si adem�as es
�nita, ∃f ∈ L tal que L =K(f). M�as a�un, si k alg. cerrado y k ⊆K generada por
�nitos elementos, ∃ base de trascendencia B ⊆K con k(B) ⊆K separable.

Sea X variedad algebraica irreducible de dimensi�on n. Entonces, X es birracional
a una hipersuper�cie V (f) ⊆ An+1 con f ∈ O(An+1) irreducible.

Prueba: El enunciado es birracional, as�� que asumimosX af��n. Como tr.degk(k(X)) =
n, hay x1, . . . , xn ∈ k(X) base de trascendencia con k(An) ≅ k(x1, . . . , xn) ⊆ k(X)
�nita y separable. Luego, ∃u ∈ k(X) (elemento primitivo) con k(X) = k(An)(u),
y despejando denominadores en su polinomio minimal obtenemos f ∈ O(An+1)
irreducible con

k(X) ≅ k(An)[T ]/⟨f⟩, i.e., k(X) ≅ k(Z) con Z ∶= V (f) ⊆ An+1.

Toda curva algebraica irreducible es birracional (pero no necesariamente isomorfa)
a una curva plana, i.e., una curva irreducible en A2 o P2.
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Existencia de puntos suaves

Teorema

Sea X una variedad algebraica. Entonces, para todo x ∈X se tiene que

dimx(X) ≤ dimk(TxX).
M�as a�un, la igualdad se satisface en un abierto denso de X.

Prueba: (Caso X irreducible, dim(X) = n): Como el valor minimal de

x ↦ dimk(TxX) es un invariante birracional, asumimos X = V (f) ⊆ An+1

hipersuper�cie irreducible. As��,

dim(TxX) = dimk(kerdxf) = n + 1 − rg (
∂f

∂X1
(x) ⋯ ∂f

∂Xn+1
(x)) = n,

excepto si ∂f
∂Xi
(x) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n + 1} y ∀x ∈X. En tal caso:

Consideremos el ideal jacobiano J ∶= ⟨ ∂f
∂X1

, . . . , ∂f
∂Xn+1

⟩ ⊆ O(An+1).
Notar que si X = V (f) ⊆ V (J), entonces J ⊆

√
J ⊆ ⟨f⟩ (Nullstellensatz).
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Existencia de puntos suaves

As��, f debe dividir a ∂f
∂Xi
∀i, i.e., todas las derivadas parciales de f son ≡ 0.

Si car(k) = 0, entonces f constante. Si car(k) = p > 0, entonces f es un

polinomio en las variables Xp
1 , . . . ,X

p
n+1, i.e., usando multi-��ndices

f = ∑amXpm
m = ∑ bpmXpm

m = (∑ bmXm)p =∶ gp,
lo cual contradice el hecho que f es irreducible.

(Caso X general): Sean X = X1 ∪ ⋯ ∪Xm componentes irreducibles. Si

x ∈ X1 ∪ ⋯ ∪Xk entonces dim(Xi) ≤ dimk(TxXi) ≤ dim(TxX) ∀i, y por

ende dimx(X) ≤ dim(TxX).
M�as a�un, en cada Xi hay un abierto denso Ui ⊆ Xi donde se veri�ca que

dim(Xi) = dimk(TxXi). En particular, en el abierto denso U ∶= ⋃m
i=1Ui se

tiene que dimx(X) = dimk(TxX) para todo x ∈ U .
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Puntos suaves y Puntos singulares

La siguiente es una de las de�niciones fundamentales del curso:

De�nici�on

Sea X una variedad algebraica. Decimos que x ∈X
1 Es un punto suave si dimx(X) = dimk(TxX).
2 Es un punto singular si dimx(X) < dimk(TxX).

Denotamos por Xreg ⊆X al abierto denso formado por los puntos suaves

de X, y denotamos por Xsing ⊊X (o por Sing(X)) al cerrado propio

formado por los puntos singulares de X. Finalmente, decimos que:

3 X es una variedad algebraica suave si Xsing = ∅.
4 X es una variedad algebraica singular si Xsing ≠ ∅.
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Ejemplos

1 Como T(x,y)(X × Y ) ≅ TxX ⊕ TyY , (x, y) ∈X × Y es suave si y s�olo

si x ∈X e y ∈ Y son puntos suaves. En particular,

(X × Y )sing = (Xsing × Y ) ∪ (X × Ysing).

2 Si X = V (f) ⊆ An hipersuper�cie, Xsing ⊆X ⊆ An est�a dado por

f(x) = ∂f

∂X1
(x) = ⋯ = ∂f

∂Xn
(x) = 0 en An.

Notar que si f = f1⋯fr polinomios irreducibles, entonces (Leibniz)

implica que todo x ∈ V (fi) ∩ V (fj), con i ≠ j, es singular.
3 Si X = V (f) ⊆ Pn hipersuper�cie, Xsing ⊆X ⊆ Pn est�a dado por

f(x) = ∂f

∂X0
(x) = ⋯ = ∂f

∂Xn
(x) = 0 en Pn.
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Ejemplos

Si car(k) no divide d = gr(f), entonces Xsing est�a dado por

∂f

∂X0
(x) = ⋯ = ∂f

∂Xn
(x) = 0 en Pn.

En efecto, si x ∈X con (por ej.) x0 ≠ 0, i.e., x ∈ U0
def= {x0 ≠ 0} ≅ An ⊆ Pn y

X ∩ U0 = V (g) con g(x1, . . . , xn) = f(1, x1, . . . , xn), entonces x ∈ Xsing si

y s�olo si ∂g
∂Xi
(x) = ∂f

∂Xi
(x) = 0 ∀i. Como f homog�eneo de grado d

d ⋅ f(x) =
n

∑
i=0

Xi
∂f

∂Xi
(x) (f�ormula de Euler)

implica que si f(x) = ∂f
∂X1
(x) = ⋯ = ∂f

∂Xn
(x) = 0, entonces ∂f

∂X0
(x) = 0.

Rec��procamente, si car(k) no divide a d, entonces las ecuaciones ∂f
∂Xi
(x) = 0

para todo i ∈ {0, . . . , n} implican que f(x) = 0.
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Criterio Jacobiano

Sea X ⊆ An af��n con I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩. El criterio jacobiano establece

x ∈X es suave si y s�olo si rg(Jf(x)) = n − dimx(X) def= codimx(X).
Aqu��, Jf(x) = ( ∂fi

∂Xj
(x))

i,j
es la matr��z jacobiana. En efecto, se tiene que

dimk(TxX) = n − rg(Jf(x)) ≥ dimx(X)
para todo x ∈X. En particular:

1 Si X ⊆ Pn es una variedad proyectiva con I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩ ideal
homog�eneo, x ∈X es suave si y s�olo si rg(Jf(x)) = n − dimx(X).

2 Si X subvariedad cerrada de An o Pn con ideal I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩,
entonces n−m ≤ dimx(X) (n○ ecuaciones). As��, si X es intersecci�on
completa de dimensi�on d = n −m en An o Pn el criterio jacobiano es:

x ∈X suave ⇔ rg(Jf(x)) =m, con m = n○ ecuaciones de X.
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Espacios homog�eneos

Sea G un grupo algebraico. Una variedad X es espacio homog�eneo re-

specto a G si existe una acci�on regular G×X →X transitiva. En este caso,

X es una variedad suave (Ejercicio).

Hint: Sea x0 ∈Xreg ≠ ∅ punto suave. Si x ∈X arbitrario, entonces (gracias

la acci�on transitiva de G) ∃ x0 ∈ U y x ∈ U abiertos con U0 ≅ U .

Caso particular importante: SiX = G, entonces G es homog�eneo respecto

a s�� mismo, y en particular es suave. Como consecuencia:

Toda variedad abeliana es suave y los grupos algebraicos de matrices

(e.g. GLn(k), PGLn(k), SLn(k), etc.) son suaves.

La grassmanniana Gr(m,n) es suave, pues es homog�enea respecto a

la acci�on natural de GLn(k).
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Teorema de Nagata y Auslander-Buchsbaum

Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m, y k = A/m. Entonces,

dimKrull(A) ≤ dimk(m/m2) (por Lema de Nakayama).

Decimos que (A,m) es un anillo regular si dimKrull(A) = dimk(m/m2).
As��, si X es una variedad algebraica

Si x ∈X punto suave, entonces (OX,x,mx) es un anillo regular.

Teorema (Nagata 1958, Auslander-Buchsbaum 1959)

Todo (A,m) anillo regular es un DFU (o anillo factorial).

As��, si x ∈X punto suave entonces OX,x es un DFU y luegoX es localmente
irreducible: x ∈X pertenece a una �unica componente irreducible de X.

Si Q = {(x, y, z) ∈ A3, x2 + y2 + z2 = 0} cono sobre una c�onica en P2 y

p = (0,0,0) entonces OQ,p no es factorial (Ejercicio).
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Puntos suaves =
loc

Intersecci�on completa

Sea X variedad algebraica y x ∈X punto suave con dimx(X) =m.

Entonces, ∃x ∈ U ⊆X vecindad af��n y un isomor�smo

φ ∶ U ⊆X ∼ÐÐ→ V ⊆ Y, x↦ φ(x) =∶ y

con V ⊆ Y = V (f1, . . . , fn−m) ⊆ An af��n y rg (( ∂fi
∂Xj
(y))

i,j
) = n −m en y.

Prueba: Basta considerar X ⊆ An af��n con I(X) = ⟨f1, . . . , fr⟩. As��, el

criterio jacobiano implica rg (( ∂fi
∂Xj
(x))

i,j
) = n −m, i.e., ∃ una sub-matriz

(n −m) × (n −m) de dicho rango. Si, por ejemplo, los f1, . . . , fm−n tienen

matriz jacobiana de rango n−m en x ∈X de�nimos Y ∶= V (f1, . . . , fm−n).
Por construcci�on, Y es suave en una vecindad de x ∈ X, dimx(Y ) = m, y

contiene a X que es de la misma dimensi�on. Como X e Y son localmente

irreducibles en x ∈X, ellas coinciden en una vecindad de dicho punto.
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Rec��proco del Teorema de Krull

Otro resultado importante es un rec��proco local al Teorema de Krull: hiper-

super�cies en variedades suaves est�an de�nidas localmente por una ecuaci�on.

Hecho (variedades de codimensi�on 1 son localmente V (f))
Sea X variedad algebraica irreducible e Y ⊆X subvariedad cerrada de

codimensi�on pura 1. Sea y ∈ Y tal que y ∈Xreg es un punto suave en X.

Entonces, ∃y ∈ U ⊆X abierto af��n y f ∶ U → k regular con I(U ∩ Y ) = ⟨f⟩.

Esto es falso en variedades singulares. Si X = {(x, y, z) ∈ A3, z2 = xy} ⊆ A3

p ∈ L ≅ A1

Aqu��, X es singular en p = (0,0,0) y contiene L = {x = z = 0} ≅ A1. Dicha

recta no est�a de�nida por una �unica ecuaci�on en OX,p (Ejercicio).
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Geometr��a birracional de curvas

Una consecuencia importante del hecho anterior es:

Sea f ∶X ⇢ Y aplicaci�on racional, donde X variedad algebraica

irreducible suave e Y variedad proyectiva. Entonces, el cerrado

Z ∶=X ∖Dom(f) def= Exc(f) (i.e., donde f no est�a de�nida)

es de codimX(Z) ≥ 2. As��, si dim(X) = 1 entonces f ∶X → Y es regular.

Prueba: Localmente podemos escribir

f(x) =
loc

[f0(x), . . . , fN(x)] ∈ Y ⊆ PN .

Si los fi ≡ 0 en alguna componente irreducible W ⊆ Z de codimensi�on 1,

consideramos z ∈W y {u = 0} ecuaci�on local de W en z. Entonces, fi = ugi
en k(X) y as�� [f0, . . . , fN ] = [g0, . . . , gN ] est�a bien de�nida en z ∈W .

Si X e Y son curvas algebraicas proyectivas suaves e irreducibles,
X ∼bir Y son birracionales si y s�olo si X ≅ Y son isomorfas.
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