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Resumen: dimensi�on y morfismos finitos

Si X variedad algebraica irreducible, su dimensi�on y su dimensi�on de

Krull son

dim(X) ∶= tr.degk(k(X)) y dimKrull(X) ∶=max{d ∈ N},
donde el m�aximo es sobre las cadenas X0 ⊊X1 ⊊ ⋯ ⊊Xd ⊆X de cerrados

irreducibles.

Por otra parte, f ∶ X → Y es un mor�smo �nito si existe un cubrimiento

de Y por abiertos a�nes Vi tales que Ui ∶= f−1(Vi) es af��n y O(Ui) es un

O(Vi)-m�odulo �nitamente generado. Vimos que:

1 La condici�on anterior se cumple para todo abierto af��n V ⊆ Y , y la

composici�on de mor�smos �nitos es �nita.

2 Toda �bra f−1(y) ⊆X es un conjunto �nito, y la imagen Im(f) ⊆ Y
es cerrada.

Hoy: veremos que dim(X) = dimKrull(X), gracias a la normalizaci�on de

Noether.
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�2.11 Dimensi�on y morfismos

finitos
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Proyecciones lineales

Notamos que si p ∈ An, el blow-up ε ∶ Blp(An) Ð→ An no es un mor�smo

�nito, pues E = ε−1(p) ≅ Pn−1 tiene cardinal in�nito. Por otra parte:

Sea X ⊊ Pn cerrado propio y p ∈ Pn tal que p ∉X. Dado un hiperplano

H ≅ Pn−1 con p ∉H, la proyecci�on de p a H como el mor�smo

πp ∶X Ð→H ≅ Pn−1, x↦ πp(x)
con πp(x) ∈H la intersecci�on de la recta ℓp,x ∶= ⟨p, x⟩ ≅ P1, que pasa por p
y x, con el hiperplano H (i.e., ℓp,x ∩H = {πp(x)}).

H ≅ Pn−1
p

x

X

ℓp,x ≅ P1

πp(x)

πp(X) ⊆H

Podemos asumir p = [1,0, . . . ,0] ∈ Pn yH = {x0 = 0}, i.e, πp([x0, . . . , xn]) =
[0, x1, . . . , xn], y πp(X) ⊆ Pn−1 es indep. de H (m�odulo cambio de coord).
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Proyecciones lineales

Con la notaci�on anterior, πp ∶X →H ≅ Pn−1 mor�smo �nito

En efecto, como X = V (f1, . . . , fr) def= V (f1) ∩ ⋯V (fr) ⊆ Pn, basta suponer

que X = V (f) hipersuper�cie con f ∈ k[X0, . . . ,Xn] homog�eneo de grado

d. Asumimos p = [1,0, . . . ,0] y H = {x0 = 0}. Como f(p) ≠ 0, f se escribe

f = xd0 +
d

∑
i=1

gi(x1, . . . , xn)xd−i0 .

En Un = {xn ≠ 0} ≅ An con coord. y0, . . . , yn−1, π
−1(H ∩Un) def=X ∩Un y

πp∣Un ∶X ∩Un z→H ∩Un ≅ An−1, (y0, . . . , yn−1) z→ (0, y1, . . . , yn−1).
Notar que O(X ∩Un) entero sobre O(H ∩Un) ≅ k[y1, . . . , yn−1] pues

yd0 +
d

∑
i=1

aiy
d−i
0 = 0 donde ai ∶= gi(y1, . . . , yn−1,1) ∈ O(H ∩Un)

implica que y0 entero sobre O(H ∩ Un). Reemplazando Un por Ui con

i ∈ {0, . . . , n}, conclu��mos que πp ∶X →H mor�smo �nito.
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Normalizaci�on de Noether

Teorema (Emmy Noether, 1926)

Para toda X variedad algebraica af��n existe un mor�smo �nito sobreyectivo

f ∶X ↠ Ad para cierto d ∈ N.

Prueba: Sea X ⊆ An. Si X = An el resultado es trivial, y luego consideramos

X ⊊ An ≅ U0 = {x0 ≠ 0} ⊆ Pn cerrado propio. Sea X ⊆ Pn la clausura

proyectiva de X, con X ≅X ∩U0.

Luego, si p ∉ U0 con p ∉X y H ≅ Pn−1 un hiperplano tal que p ∉H, entonces

πp ∶X z→ Pn−1 ≅H es �nito y luego πp∣X ∶X Ð→ An−1 tambi�en.

Si πp∣X es sobreyectiva obtenemos el resultado. Sino, podemos continuar

proyectando hasta obtener X ↠ Ad �nito y sobreyectivo.

La demostraci�on implica que si X ⊊ An cerrado propio, entonces existe

f ∶X ↠ Ad mor�smo �nito sobreyectivo, y adem�as se puede asumir d < n.
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Going-up y Going-down

Noether: para toda X ⊆ An variedad algebraica af��n existe un mor�smo

�nito sobreyectivo

f ∶X ↠ Ad para cierto d ∈ N, con d < n si X ⊊ An cerrado propio.

Lema de Going-up y Going-down (Cohen-Seidenberg, 1946)

Sea f ∶X → Y mor�smo �nito sobreyectivo. Entonces,

1 ∀Y ′ ⊆ Y cerrado irred., ∃X ′ ⊆X cerrado irred. tal que f(X ′) = Y ′.
2 Si X ′,X ′′ ⊆X cerrados irreducibles distintos con f(X ′) = f(X ′′),

entonces X ′ y X ′′ no son comparables (i.e., X ′ /⊆X ′′ y X ′′ /⊆X ′).

Prueba: En (1), escribimos f−1(Y ′) = X1 ∪ ⋯ ∪Xm con Xi cerrado irred.

Luego, Y ′ = f(X1) ∪ ⋯ ∪ f(Xm) con f(Xi) cerrado pues f �nito. Como

Y ′ irreducible, Y ′ = f(Xi) para cierto Xi =∶X ′.
En (2), Ejercicio (cf. Apunte): si X ′ ⊊X ′′ y x ∈X ′′∖X ′, se toma u regular

en una vecindad af��n con u(x) ≠ 0 y u ≡ 0 en X ′. Una relaci�on de dependen-

cia entera de u sobre O(f(X ′′)) de grado minimal da la contradicci�on.
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Dimensi�on y Morfismos finitos

Si f ∶X → Y mor�smo �nito sobreyectivo entre variedades irreducibles:

1 dim(X) = dim(Y ), y adem�as

2 dimKrull(X) = dimKrull(Y ).

Prueba: En (1): asumimos X e Y a�nes, pues la dimensi�on es invariante

birracional. Luego, O(X) entero sobre O(Y ) via f∗ ∶ O(Y ) Ð→ O(X), de
donde k(X) extensi�on algebraica de k(Y ). En particular,

tr.degk(k(X)) = tr.degk(k(Y )), i.e., dim(X) = dim(Y ).
En (2): si X0 ⊊ ⋯ ⊊ Xd cerrados irreducibles en X, consideramos Y0 ⊆ ⋯ ⊆
Yd en Y , donde Yi ∶= f(Xi) irreducible y cerrado pues f mor�smo �nito.

Por Cohen-Seidenberg: Yi ≠ Yi+1 y luego dimKrull(Y ) ≥ dimKrull(X).
Si Y0 ⊊ ⋯ ⊊ Yd cerrados irreducibles en Y , Cohen-Seidenberg permite hallar

X0 ⊊ ⋯ ⊊Xd cerrados irreducibles en X: dimKrull(X) ≥ dimKrull(Y ).
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Comparando dimensiones

Teorema

Sea X variedad algebraica irreducible. Entonces, dim(X) = dimKrull(X).

Prueba: Podemos asumir X ⊆ An, y procedemos por inducci�on en n:

Si X ⊊ An cerrado propio ∃f ∶ X ↠ Am mor�smo �nito sobreyectivo con

m < n (normalizaci�on de Noether). Luego, mezclando el resultado anterior

y la hip�otesis de inducci�on obtenemos:

dimKrull(X) = dimKrull(Am) = dim(Am) = dim(X).
Si X = An entonces dim(An) = n y dimKrull(An) ≥ n. Sean X0 ⊊ ⋯ ⊊
Xd = An cerrados irreducibles y notar que dimKrull(Xd−1) ≥ d − 1. Como

Xd−1 ⊊ An existe f ∶Xd−1↠ Am mor�smo �nito sobreyectivo con m < n.
Luego, d − 1 ≤ dimKrull(Xd−1) = dimKrull(Am) = m ≤ n − 1, de donde

deducimos que d ≤ n, y as�� dimKrull(An) = n.

Ejercicio �util: Probar que si Z ⊊X cerrado propio, dim(Z) < dim(X).
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Krull Hauptidealsatz

Mencionemos el siguiente resultado fundamental de �Algebra Conmutativa:

Hecho (Teorema del ideal principal de Krull, 1928)

Si X variedad algebraica irreducible af��n y f ∈ O(X) ∖ {0} no-invertible,
toda componente irreducible de V (f) ⊆X es de dimensi�on dim(X) − 1.

Terminolog��a: Sea X una variedad algebraica irreducible de dim(X) = n.
Decimos que X es una

1 curva si n = 1,
2 super�cie si n = 2,
3 threefold si n = 3,
4 fourfold si n = 4, etc.

Hablamos de curvas algebraicas, super�cies algebraicas, threefolds algebraicos,

etc. para referirse a una variedad algebraica de dichas dimensiones.
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�2.12 Dimensi�on de morfismos y

aplicaciones
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N�umero de ecuaciones y Dimensi�on

Sea X ⊆ PN variedad quasi-proyectiva irreducible de dim(X) = n, y sean

f1, . . . , fr ∈ k[X0, . . . ,XN ] polinomios homog�eneos no-constantes. Si

Y ∶=X ∩ V (f1, . . . , fr) ⊆X,

cada componente irreducible Z de Y es de dim(Z) ≥ n − r.

Prueba (inducci�on en r): El caso r = 1 sigue por Teorema de Krull, y luego

asumimos r ≥ 2: Notar que Z ⊆ X ∩ V (f1, . . . , fr−1) y luego Z ⊆ W para

cierta W ⊆X ∩ V (f1, . . . , fr−1) componente irreducible.

Por inducci�on, dim(W ) ≥ n − r + 1. Si fr ≡ 0 en W , dim(Y ) = dim(W ) ≥
n− r+1 ≥ n− r. Si fr /≡ 0 en W , considerar x ∈ Z y x ∈ U ⊆W abierto af��n:

Como Z y W irreducibles, U es denso, y as�� dim(Z) = dim(Z ∩ U) y

dim(W ) = dim(U). Sea gr ∶= fr ∣U ≠ 0, donde Z ∩ U es una componente

irreducible de V (gr). El Teorema de Krull implica que

dim(Z ∩U) = dim(U) − 1 ≥ (n − r + 1) − 1 = n − r
10 / 21



Intersecciones completas

La desigualdad dim(Y ) ≥ n − r puede ser estr��cta: la c�ubica torcida

C = ν3(P1) ⊆ P3 est�a dada por 3 ecuaciones y dim(C) = 1 > 3 − 3 = 0.

De�nici�on (codimensi�on, intersecciones completas)

Sea X variedad algebraica de dimensi�on pura n, y Y ⊆X una subvariedad

cerrada. La codimensi�on de Y en X es

codimX(Y ) ∶= dim(X) − dim(Y ) = n − dim(Y ).
Una variedad (quasi-)proyectiva de dimensi�on n en PN es una intersecci�on

completa si puede ser de�nida por c = N − n ecuaciones.

Conjetura (Hartshorne, 1974): abierta incluso si N = n + 2

Sea X ⊆ PN variedad proyectiva suave de dimensi�on n tal que 3n > 2N .

Entonces, X es una intersecci�on completa.

11 / 21



Ejemplos

Sean X e Y variedades irreducibles de dim(X) = n y dim(Y ) =m.

1 dim(X × Y ) = n +m: Basta asumir X e Y son a�nes y considerar

(normalizaci�on de Noether) mor�smos sobreyectivos �nitos

f ∶X ↠ An y g ∶ Y ↠ Am, donde

f × g ∶X × Y ↠ An+m sobreyectivo �nito, i.e., dim(X × Y ) = n +m.

2 Si X = V (I) ⊆ Pn variedad alg. proyectiva y C(X) ∶= V (I) ⊆ An+1 el

cono af��n de X, dim(C(X)) = dim(X) + 1 (Ejercicio).

3 Si X,Y ⊆ AN a�nes con X ∩ Y ≠ ∅, toda componente irred. Z de

X ∩ Y es de dimensi�on ≥ dim(X) + dim(Y ) −N def= n +m −N , i.e.,

codim(X ∩ Y ) ≤ codim(X) + codim(Y ).
En efecto, X ∩ Y ≅ (X × Y ) ∩∆AN est�a dado en X × Y ⊆ AN ×AN

por las N ecuaciones xi = yi con i ∈ {1, . . . ,N}. Luego, tenemos que

dim(Z) ≥ dim(X × Y ) −N def= n +m −N .
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Ejemplos

Aplicaci�on importante

Supongamos que X,Y ⊆ PN son variedades algebraicas proyectivas, y que

dim(X) + dim(Y ) ≥ N . Entonces, X ∩ Y ≠ ∅.

Prueba: Los conos a�nes C(X),C(Y ) ⊆ AN+1 son de dimensi�on n + 1
y m + 1 respectivamente (por (2)). Adem�as, 0 ∈ C(X) ∩ C(Y ) ≠ ∅, y

luego (3) implica que cada componente de C(X) ∩C(Y ) es de dimensi�on

≥ (n + 1) + (m + 1) − (N + 1) = n +m −N + 1 ≥ 1.

Teorema de B�ezout (versi�on baby)

Todo par de curvas proyectivas planas C1,C2 ⊆ P2 se intersectan.
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Dimensi�on de fibras

Teorema (semi-continuidad superior de la dimensi�on)

Sean X e Y variedades irreducibles de dim(X) = n y dim(Y ) =m.

Entonces, para todo f ∶X ↠ Y mor�smo regular sobreyectivo se tiene:

1 ∀y ∈ Y , toda componente irred. de f−1(y) es de dimensi�on ≥ n −m.

2 ∃V ⊆ Y abierto denso con f−1(y) de dimensi�on pura n −m ∀y ∈ V .

3 Para todo r ∈ N, Xr ∶= {x ∈X tal que dimx(f−1(f(x))) ≥ r} es
cerrado en X, i.e., la funci�on

δ ∶X Ð→ N, xz→ dimx(f−1(f(x))
es semi-continua superior.

Aqu��, para cada Z ⊆X cerrado, de�nimos

dimx(Z) ∶=max
x∈Zi

{dim(Zi)}

donde Z = Z1 ∪⋯ ∪Zs son las componentes irreducibles de Z.
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Dimensi�on de fibras

Prueba de (1): Asumimos Y af��n y luego (Noether) ∃g ∶ Y ↠ Am �nito

sobreyectivo. Sea u ∶ X fÐ→→ Y
gÐ→→ Am y p ∶= g(y) ∈ Am. As��, g−1(p) =

{y, z1, . . . , zN} �nito y u−1(p) def= f−1(y)∐f−1(z1)∐⋯∐f−1(zN). En partic-

ular, componentes irreducibles de f−1(y) son componentes irreducibles de

u−1(p).
Como p = (p1, . . . , pm) ∈ Am dado por las m ecuaciones xi − pi = 0, u−1(p)
est�a dada (en un abierto af��n) por xi○u−pi = 0 en X. As��, toda componente

irreducible de u−1(p) es de dimensi�on ≥ dim(X) −m def= n −m.

Ejercicio (cf. Apunte): probar (2) y (3). En (2), f∗ ∶ k(Y ) ↪ k(X) tiene
grado de trascendencia n −m: se eligen u1, . . . , un−m ∈ O(U) alg.
independientes sobre k(Y ), se completa hasta generar O(U), y V ⊆ Y es

el abierto donde no degeneran las relaciones que ligan los generadores

restantes. En (3), inducci�on en dim(X): si r ≤ n−m entonces Xr =X por

(1), y si r > n −m por (2) hay Z ⊊X cerrado con Xr ⊆ Z y Xr
def= Zr.
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Morfismos cerrados

Caso particular importante

Sea f ∶X ↠ Y mor�smo regular sobreyectivo entre variedades irreducibles.

Si f es un mor�smo cerrado (e.g. si X proyectiva) entonces la funci�on

Y ↦ N, y → dim(f−1(y)) es semi-continua superior, i.e., para todo r ∈ N
Yr ∶= {y ∈ Y tal que dim(f−1(y)) ≥ r} es cerrado en Y .

Prueba: Aqu��, Yr
def= f(Xr). Como Xr ⊆ X es cerrado por el Teorema

anterior y f mor�smo cerrado, Yr ⊆ Y lo es tambi�en.

Si f ∶ A3↠ A3, (x, y, z) → (x, (xy − 1)y, (xy − 1)z), Y1 no es cerrado.

Terminolog��a: Sea f ∶ X ↠ Y mor�smo regular sobreyectivo entre var-

iedades irreducibles. La dimensi�on relativa de f en y ∈ Y es dim(f−1(y)).
Si dim(f−1(y)) = d ∀y ∈ Y , decimos que f es de dimensi�on relativa d, y
escribimos dim(f) ∶= dim(X/Y ) ∶= d.
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Criterio de irreducibilidad

Sea f ∶X ↠ Y mor�smo regular sobreyectivo cerrado. Supogamos que

1 Y es irreducible, y que

2 Todas las �bras de f son irreducibles de la misma dimensi�on d ∈ N.
Entonces, X es irreducible y dim(X) = dim(Y ) + d.

Prueba: Sean X =X1∪⋯∪Xr componentes irreducibles de X. Para y ∈ Y ,

di(y) ∶= dim(f−1i (y)) donde fi ∶= f ∣Xi ∶Xi → Y,
y donde d

def= maxi=1,...,r{di(y)} ∀y ∈ Y . Luego, Y = ⋃r
i=1{y ∈ Y, di(y) ≥ d}

es uni�on de cerrados. Como Y irreducible, ∃i0 con di0(y) = d ∀y ∈ Y .

La �bra f−1i0
(y) est�a contenida en el cerrado irred. f−1(y), y dim(f−1(y)) =

dim(f−1i0
(y)), por lo que f−1i0

(y) = f−1(y) ∀y ∈ Y . Deducimos que

X
def= ⋃

y∈Y

f−1(y) = ⋃
y∈Y

f−1i0 (y)
def=Xi0 es irreducible.

Adem�as, por el Teorema anterior d = dim(X) − dim(Y ) en este caso.
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Criterio de irreducibilidad

Ejemplo: SiX una variedad proyectiva y f ∶X ↠ C mor�smo no-constante,

con C curva algebraica irreducible, entonces f sobreyectivo y

Xt ∶= f−1(t) es una hipersuper�cie para todo t ∈ C,

i.e., dim(Xt) = dim(X) − 1.

De�nici�on (variedad abeliana)

Una variedad abeliana A es un grupo algebraicoa que es proyectivo e

irreducible. Una variedad abeliana de dimensi�on 1 es una curva el��ptica.

ai.e., una variedad algebraica que tiene la estructura de grupo, y tal que la
multiplicaci�on e inversi�on son mor�smos regulares (cf. grupo de Lie).

Cultura general

Si k = C, toda variedad abeliana es de la forma A = Cg/Λ donde Λ ≅ Z2g

es un reticulado, y donde g = dim(A).
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Variedades abelianas son abelianas

Sea A una variedad abeliana y sea f ∶ A×A→ A, (g, h) → ghg−1 con grafo

Γf
def= {(g, h, ghg−1), g, h ∈ A} ⊆ A ×A ×A.

Veamos que h = ghg−1 ∀g, h ∈ A, i.e., pr23(Γf) =∆A ⊆ A×A es la diagonal:

Notar que A ≅∆A, y que si consideramos g = e tenemos que∆A ⊆ pr23(Γf).
Como A proyectiva irreducible, A×A ≅ Γf y pr23(Γf) tambi�en. Adem�as, si

pr2 ∶ pr23(Γf) Ð→ A, (h, ghg−1) z→ ghg−1,

tenemos que pr−12 (e)
def= {(e, e)} es de dimensi�on 0.

Por semi-continuidad superior la �bra general pr−12 (y) tiene dimensi�on 0, y

luego dim(pr23(Γf)) = dim(A) + 0 = dim(A).
As��, dim(∆A) = dim(pr23(Γf)) y luego pr23(Γf) =∆A.
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Blow-up Strikes Back

Sean W ⊆ V k-e.v. no-nulos, sea P(V ) ≅ Pn y sea Λ ∶= P(W ) ≅ Pk−1

sub-espacio lineal asociado a W . Si W = {f0 = ⋯ = fn−k = 0}, la funci�on

f ∶ U Ð→ Pn−k, xz→ [f0(x), . . . , fn−k(x)]
es regular en U ∶= Pn ∖V (f0, . . . , fn−k). El blow-up BlΛ(Pn) es la clausura

del grafo Γf en Pn × Pn−k. Expl��citamente, est�a dado por

BlΛ(Pn) = {(x, y) ∈ Pn × Pn−k, yifj(x) = yjfi(x) ∀i, j = 0, . . . , n − k},
donde ε ∶= pr1 ∶ BlΛ(Pn) → Pn es el blow-up y π ∶= pr2 ∶ BlΛ(Pn) → Pn−k.

Si E ∶= ε−1(Λ) conjunto excepcional, para todo x ∈ Λ tenemos ε−1(x) ≅
Pn−k irreducible de dimensi�on n − k.
As��, ε∣E ∶ E Ð→ Λ ≅ Pk−1 cumple las hip�otesis del criterio de irreducibilidad,

de donde deducimos que dim(E) = (k−1)+(n−k) = n−1, i.e., el conjunto
excepcional E ⊆ BlΛ(Pn) es una hipersuper�cie.
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Blow-up Strikes Back

M�as a�un, se puede probar (Ejercicio) que π−1(y) ≅ Pk para todo y ∈ Pn−k y

en particular BlΛ(Pn) es irreducible de dimensi�on n.

P2
● p

ε

E ≅ P1

π
P1

ℓ1

ℓ2

ℓ̃1

ℓ̃2

● t1

● t2
Blp(P2)

En particular, para todo p ∈ P2, la super�cie S = Blp(P2) posee un mor�smo

regular sobreyectivo π ∶ S ↠ P1 tal que π−1(t) ≅ P1 para todo t ∈ P1.
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