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§2.10 BLOW-UP DE UNA VARIEDAD
AFIN
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BLow-UP

Sea X ¢ A" variedad algebraica afin irreducible, y sean fi,..., f, € O(A")
que no se anulan simultaneamente en X (i.e., (f1,...,fr) € I(X)). Asi,
U:=X\V(f1,...,[r) abierto denso de X y la aplicacién

fU—P o [fi(2),..., fr(2)]

es un morfismo regular, cuyo grafo
def

I'y={(z,f(x)), zeU}cUx P"! es isomorfo a U.

Definicién (blow-up)

El blow-up de X en fi,..., f, es la adherencia de Zariski
X := F_fzar c X xPprt

de 'y en X x P"~1. En particular, la primera proyeccién de X xP"~! induce
un morfismo desde X hacia X, usualmente denotado

e: X — X.

También se dice que ¢ es el blow-up de X en fi,..., f,. |




PROPIEDADES DEL BLOW-UP

© La restriccion €|[‘f Ty —~ U es un isomorfismo. Luego, €: X - X es
un morfismo birracional: es el ejemplo mds importante.

@ Como U =Ty irreducible, )?déff_fzar es irreducible.
© El conjunto
Exc(e) == X \ Ffdéfé_l(v(fl, e fr));
donde £ no es un isomorfismo, es el conjunto excepcional del
blow-up. También se denota E = Exc(e) € X.
© Sea Y C X cerrado, y Y el blow-up de Y en fi,..., fr. Entonces,
Yy xPtcXxxp!
subvariedad cerrada de X. Explicitamente, Y es la clausura de Y nU

en )?~(donde U es visto en X mediante T'; = U), y decimos que
Y ¢ X es la transformada estricta de Y en el blow-up de X.



EJEMPLOS

e Sir =1 (hipersuperficie), entonces X ¢ X xP® = X y luego X = X.

@ En X = A% con coord. (x,y) consideramos fi =z, fo := y € O(A?).
Luego, el blow-up de X en (z,%) es una subvariedad de A x P!.
Explicitamente, la aplicacion

U— ]P17 (1"7:'/) — [Qj‘7y]
esta bien definida en U = A2\ {(0,0)}, y alli su grafo es

0 (@) o)) €U xP* ol que den (1) =0 u=o).

Luego, deducimos que el blow-up de A? en (z,%) es
X = {((z,y),[u,v]) € A2 x P! tal que zv — yu = 0} ¢ A% x P!,
ye: X - A2 ((z,9),[u,v]) = (z,y). Ademas, E =<1((0,0)) = P".



EJEMPLOS

Las rectas vectoriales L ¢ A% ¢ P? intersectan (0,0) y su transformada
estricta L es una recta en X que intersecta E =~ P! exactamente en el punto
[L] de PL. Asi, si Ly y Lo son dos rectas vectoriales entonces Ly n Ly = @.



BLOW-UP DE SUBVARIEDAD

Definicién (blow-up de subvariedad)

Sea X c A" variedad algebraica afin irreducible, y sea I € O(X) un ideal
no-nulo definiendo Z := V(I) ¢ X subvariedad cerrada. El blow-up de X
a lo largo de Z, denotado por

e:Blz(X) — X,

es el blow-up X en un conjunto de generadores (fi, ..., f,) del ideal I.
La subvariedad Z ¢ X es llamada el centro del blow-up, y se tiene que
Exc(e) = e 1(Z) es el conjunto excepcional.

V

Ejemplo: Sea C ¢ A? dada por y? = z?(z +1). Su transformada estricta en

Bl, 0)(A2 v —yu} € A?x P en la carta {u+0} = {u=1}= A(xyv) c
2,2

A? x P! se obtiene al reemplazar y = zv, i.e., 2%v? = 2?(z +1) y asi C ¢ A®

estd dada por {y =av, v =x+1} ¢ A%wy ) (cf. Hartshorne pédg. 29).



§2.11 DIMENSION Y MORFISMOS
FINITOS
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MIDIENDO GRADOS DE LIBERTAD EN ALGEBRA

Sea k un cuerpo, y k € K extensién de cuerpos. Un conjunto B € K es una
base de trascendencia del cuerpo K sobre k si:

© Los elementos de B son algebraicamente independientes sobre k (i.e.,
no verifican ecuaciones polinomiales no-triviales con coeficientes en k).

@ La extension de cuerpos k(B) ¢ K es algebraica (i.e., todo elemento
de K es la raiz de algtin polinomio no-nulo con coeficientes en k(B)).

Si K =k(x1,...,x,) es una extension de k finitamente generada (i.e., K se
obtiene al agregar a k finitos elementos z1,...,z, € K), entonces:

(i) El cuerpo K posee una base de trascendencia finita.

(i) Dos bases de trascendencia tienen el mismo cardinal tr. deg; (K),
llamado grado de trascendencia de K sobre k

En otras palabras, d := tr. deg, (K) mide la cantidad minimal de elementos
independientes x1, ...,z que se deben agregar a k para que todo
elemento de K sea algebraico sobre k(z1,...,xq).




DIMENSION

Definicién (dimensién via grado de trascendencia)

Sea X variedad algebraica. Si X irreducible, definimos su dimensién por
dim(X) := tr. deg, (k(X)),

el grado de trascendencia del cuerpo de funciones racionales de X sobre k.
En general, si X = X7 U---uU X,,, son las componentes irreducibles de X,

dim(X) := lmgfgl{dim(Xi)}

y decimos que X es de dimensién pura d si dim(X;) =d Vie{l,...,m}.

V.

La ventaja de esta definicién es que se tiene directamente que:
© Si U ¢ X abierto denso, k(X) 2 k(U) y luego dim(U) = dim(X),
i.e., la dimensién es un invariante birracional.
@ Dado que k(A™) 2 k(Ty,...,T),), tenemos que dim(A") = n.
@ Por (1) y (2), dim(P") = n y dim(Gr(m,n)) = m(n-m).



DIMENSION DE KRULL

Definicién (dimensién via algebra conmutativa)

La dimensién de Krull, dimg,,;j(X) e Nu{oco}, de un espacio topolégico
X es el supremo de todos los d € N tal que existen cerrados irreducibles

Xo,Xl,. ., Xy tales que Xo G X4 G- G Xg.

Las ventajas y desventajas de esta definicién son que:
@ Dado que
A"2 A" 22 A1 2 A% = {pt},
tenemos que dimg, 1 (A™) > n. No es trivial que dimg, 1(A™) = n.

@ Sea Y € X subconjunto y sean Yy ¢ Y1 ¢ - ¢ Yy cerrados en Y (i.e.,
Yi=27;nY con Z; € X cerrado). Luego, la adherencia de los cerrados
Y; son cerrados distintos en X, por lo que dimg,,1(Y") < dimgp1(X).



. COMO COMPARARLAS?
USANDO MORFISMOS FINITOS Y EL
TEOREMA DE NORMALIZACION DE

NOETHER (1926)



MORFISMOS FINITOS (AFIN)

Sea p: A — B morfismo de anillos conmutativos con unidad, dotando B de
estructura de A-médulo (con a-b:= p(a)bparaaec Ay be B). Decimos que
x € B es entero sobre A (resp. a ) si hay una relacién polinomial ménica

2"+ @(a))z™ L + -+ p(an-1)z + @(an) = 0.
Decimos que B es entero sobre A (resp. a ¢) si todo z € B es entero.

Se puede probar (Ejercicio) que si Ay B son k-algebras finitamente gener-
adas, B entero sobre A < B es un A-médulo finitamente generado.

Sean X, Y variedades algebraicas afines. Un morfismo regular f: X - Y
es finito si O(X) es entero sobre O(Y") resp. al pullback

fF:0()->0(X), u—uo f,
i.e., f* hace que O(X) sea un O(Y)-médulo finitamente generado.
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EJEMPLOS

@ Sea d e N*! y consideremos f: A - A, t — t%. Entonces, f es un
morfismo finito pues

f*K[T] = K[T], w(T) = (uo f)(T)Eu(T?)

es la inclusion de A := k[T%] en B := k[T]. Notamos que B = k[T]
estd generado como A-médulo por {1,7,72,...,T% "} y asi todo
elemento de B es entero sobre A.

@ La proyeccién f: A% - A, (x,y) — x no es un morfismo finito, pues
E[X,Y] no es finitamente generado como k[ X ]-médulo. Por otra
parte, k[ X,Y ] esta generado como k[ X |-dlgebra por {1,Y}.

© Sea X = {(x,y) € A% tal que z® +y% =1}, y sea

f:X — AL (2,y) — .

Entonces f es un morfismo finito (Ejercicio).
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MORFISMOS FINITOS EN GENERAL

Sean X,Y variedades algebraicas. Un morfismo regular f: X — Y es finito si existe un
cubrimiento de Y por abiertos afines Y = U,; Vi tal que:

@ La preimagen U; == f'(V;) es un abierto afin de X.

@ El morfismo f: U; — V; (restriccién de f) es finito en el sentido anterior.

Ejemplo importante

Si Z ¢ X subvariedad cerrada, entonces la inclusién ¢: Z — X es un morfismo finito. En
efecto, considerando un cubrimiento afin basta asumir X ¢ A™ afiny Z =V (I) con
IcO(X)=:A. Asi, % res : O(X) - O(Z) corresponde a A - A/I, y como A es un
A-médulo finitamente generado, el cociente A/I también lo es.

Hecho (Lema técnico; ver Apunte)

Sea Y variedad algebraica afin y sea Y = U,c; Vi un cubrimiento por abiertos principales
V=V, dif{y €Y tal que gi(y) # 0}, con g; € O(Y). Sea f: X — Y morfismo regular,
con X variedad algebraica arbitraria, y sea U; := f~*(V;). Si cada U; € X es un abierto
afin y cada f: U; — V; es finito, entonces X es una variedad algebraica afiny f: X - Y
es un morfismo finito.
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MORFISMOS AFINES

Sea f: X — Y morfismo finito entre variedades algebraicas arbitrarias. Entonces, para
todo abierto afin V € Y se tiene que U := (V) es un abierto afin de X, y |a
restriccion f: U — V es un morfismo finito.

Caso afin: sean X = Specm(A) e Y = Specm(B), de modo que f*: B — A permite ver

A como un B-médulo finitamente generado. Si V = ng:d{g # 0} es un abierto principal,

entonces U = f (V) = Specm(A;) es afin con hd:Eff*(g), y Ap es un Bg-médulo
finitamente generado (pues A es entero sobre B, y luego Aj sobre By). Si V es un
abierto afin arbitrario, basta cubrirlo por abiertos principales V; € V: cada U; = f~ (V)
es afin con f: U; — V; finito, y el Lema técnico da que U = f (V) es afiny f: U -V
finito.

Caso general: existe un cubrimiento de Y por abiertos afines V; con U; = f~*(V;) afin
y f:U; - V; finito. Si V cY abierto afin arbitrario, cada W; := V; nV es afin (jV
es separadal), y cubrimos V' por abiertos principales V;; ¢ W,. El caso afin da que
Uij := f~5(Vi;) es afin con f:U;; — Vij finito, y el Lema técnico permite concluir.  [J

Observacién practica

Luego, la composicién de morfismos finitos es también un morfismo finito (Ejercicio).
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FIBRAS FINITAS

Sea f: X — Y morfismo finito entre variedades algebraicas. Entonces:
© Todo todo y €Y, la fibra

FHy)E {x € X tal que f(z) =y} es un conjunto finito.

@ Laimagen Im(f) €Y es un conjunto cerrado.

Prueba: Ambas afirmaciones son locales, por lo que asumimos X e Y afines
con A=0(X)yB=0(Y),y f*: B— A el pullback de f. Para (1):

Sean x1,...,x, generadores de la k-algebra A (que determinan X c A"™).
Cada x; es entero sobre B y luego hay una relacién ménica

d; )
l’?' + Z f*(bij).’ﬂ?iij =0en A. (*)
7=1

Siwe f7(y), (f*(big))(@) = by (f(x)) = bij(y) depende sslo de y € Y.
Asi, al fijar y € Y hay finitas soluciones para x; en (%), y asi finitos = € X.
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FIBRAS FINITAS

Para (2): Sea I := ker(f*) ¢ B ideal, y veamos que Im(f)~ f(X) = V(I).
Recordar que si x € X y m, € A ideal maximal asociado, (f*)™'(m,) =n,
ideal maximal asociado a y = f(x) € Y. Asi, como 0 € m, C A, se tiene
I=ker(f*) € (f*) ™ (my) =ny, e, y=f(z) e V(I). Asi, Im(f) € V().

Para 2: Notar que si y € Y y 1, C B su ideal maximal, los puntos de f~!(y)
corresp. a ideales maximales m € A con f*(n,) € m. Luego, y ¢ Im(f) <
(f*(ny)) =A. Seam=m, < BconIcmn,ysupongamos (f*(n)) = A:

Sean a,...,a, € A generadores de A como B-médulo. Entonces, existen
bij € n tales que a; = 3.7 f*(bij)aj en A, ie.,

ai
(Im _f*(bij) Im) i 1=0,
am
de donde deducimos det(I,, —f*(b;;)1,,) = 0 en A, y de donde tenemos
14 € f*(n). Como (f*) *(14)=1gcn+1,ycomo I cn, concluimos que

(13)£ B =1, una contradiccién. O

15 / 17



PROYECCIONES LINEALES

SipeA™, el blow-up € : Bl,(A™) — A" no es un morfismo finito, pues E = ¢ (p) =z P"™*
tiene cardinal infinito. Por otra parte:

Sea X ¢ IP" cerrado propio y p € P" tal que p ¢ X. Dado un hiperplano H = P"* con
p ¢ H, la proyeccién de p a H es el morfismo 7, : X — H = P"*, donde m,(z) € H es la
interseccion de la recta £, . == (p,z) = P! con H. Entonces, 7, es un morfismo finito.

Podemos asumir p = [1,0,...,0] y H = {zo = 0}, i.e.,, mp([Z0,.-.,Zn]) = [0,21,...,2n]
(asi mp(X) es indep. de H médulo cambio de coordenadas). Como X =V (f1,..., fr),
basta suponer X = V(f) hipersuperficie con f homogéneo de grado d; como f(p) # 0, se
escribe f = 2@+ X%, gi(x1,...,xn)2s " En Uy = {x, 0} 2 A™ con coord. o, ..., Yn 1
se tiene 7 (HNn U)X U, y Tplun © (Yo, Yn-1) = (0,91,...,Yn-1). Luego,
O(X nU,) es entero sobre O(H nU,) = k[y1,...,yn-1], pues y§ + X%, aiyd* = 0
con a; = gi(y1,...,Yn-1,1) implica que yo es entero. Reemplazando U, por U; con
1€{0,...,n}, concluimos que 7, : X - H es un morfismo finito. O
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NORMALIZACION DE NOETHER

Teorema (Emmy Noether, 1926)

Para toda X variedad algebraica afin existe un morfismo finito sobreyectivo
f: X > Al para cierto d € N.

Prueba: Sea X ¢ A™. Si X = A" el resultado es trivial, y luego consideramos
X ¢ A" 2 Uy = {xg # 0} € P" cerrado propio. Sea X ¢ P" la clausura
proyectiva de X, con X = X n Uj.

Luego, si p ¢ Uy con p ¢ X y H =P ! un hiperplano tal que p ¢ H, entonces
7yt X — P71 = [ es finito y luego mp|x : X —> A" también.

Si my|x es sobreyectiva obtenemos el resultado. Sino, podemos continuar
proyectando hasta obtener X — A¢ finito y sobreyectivo. O]

La demostracién implica que si X ¢ A™ cerrado propio, entonces existe
f: X - A% morfismo finito sobreyectivo, y ademds se puede asumir d < n. J
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