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COMPACIDAD EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Recuerdo: una variedad algebraica X es proyectiva si es isomorfa a una subvariedad
cerrada de algiin espacio proyectivo, i.e., si existe una incrustacién cerrada ¢ : X - P"
para algiin n € N*!. Por otra parte, un espacio topolégico X es compacto si y sélo si para
todo espacio topologico Y la proyeccién pry : X x Y — Y es una funcién cerrada, donde
X xY estd dotado de la topologia producto usual.

Sea X variedad algebraica proyectiva. Entonces, para toda variedad algebraica Y la

proyeccion pry : X xY —Y, (z,y) — y

es una funcién cerrada.

Todo cerrado de X < P™ es cerrado de P": podemos asumir X = P". Que pr, sea
cerrada es un enunciado flocal en Y y asi, como antes, podemos asumir Y = A™. Sea
Z < P" x A™ cerrado Zariski dado por p1([z],y) = ... = pe([z],y) = 0, homogéneas en
[z] = [zo,-..,Zn], y veamos que pry (Z) € A™ es cerrado:

Sea yo ¢ pry (Z), i.e., los pi(z,y0) sélo poseen 0 € A"™' como cero comdin. El Nullstel-
lensatz proyectivo implica que

(*) ms € (pl(x7y0)a coo 7p€(xay0)) para cierto 7 € NZla
donde mg = (o, ...,xn) es el ideal irrelevante.



COMPACIDAD EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

def o . .
m{ = (zg,...,z,)" contiene al k-ewv. A, := k[zo,...,2,], de polinomios

homogéneos de grado r. Luego, mj C (p1(z,40),-..,pe(x,y0)) implica que

¢
0 A g @0 A g, > A, (q1,---,q0) — Y. qi(2)pi(x,y0)
i=1
es una aplicacién k-lineal sobreyectiva, con d; := deg,(p;).

Que ¢ sea sobreyectiva es una condicién abierta para la topologia de Zariski
(<> el determinante de una submatriz de tamafio maximal sea no-nulo).

Asi, 3yg e V c A" abierto tal que y € V fijo, el conjunto de soluciones de

pi([z],y) = ... =pe([z],y) =0

es vacio en P, i.e., y ¢ pry (Z): el complemento de pry (Z) es abierto. [



CONSECUENCIAS

Toda “realizacion” de una variedad proyectiva en P" es siempre cerrada:

Sea X variedad algebraica proyectiva. Para toda variedad algebraica Y y
todo f: X — Y morfismo regular, f(X) es un cerrado de Y. J

Prueba: El grafo T'; E{(z, f(x)), z € X} es la preimagen de Ay €Y xY
por (fxIdy): X xY —Y xY, (z,y) — (f(z),y). Como Y separada,
I't € X xY cerrado. Asi, er(I‘f)déff(X) es un cerrado de Y. O

Sea X variedad algebraica proyectiva y sea f: X — k funcién regular.
Entonces, f(X) es un conjunto finito?.

“Veremos mas adelante que si X irreducible entonces I'( X, Ox ) = k.

Prueba: Consideremos F': X —L» k = Al & P!, 2 — [f(x),1]. Entonces,
F(X) c P! cerrado # P! (pues FI(X) = f(X) c A'). Luego, f(X) es un
conjunto finito de puntos. O



INCRUSTAMIENTO DE SEGRE

Si bien A™ x A™ ~ A™™ en P? todo par de rectas (i.e., subespacios lineales
¢ = P! de dimensién 1) se intersectan, mientras que en P! x P! no es asi.

La variedad P™ x P™ es isomorfa a una variedad algebraica proyectiva

Ypm €PN donde N = (n+1)(m+ 1) -1 (variedad de Segre).

Asi, producto finito de variedades proyectivas es una variedad proyectiva.

Prueba: Sean V = k"1 y W 2 k™! ev. con P(V) 2 P" y P(W) = P™.
Entonces, V @ W = k(D D) v v s 7 — VoW, (v,w) — v®@w
induce la incrustacién de Segre

@:P(V)xP(W) —P(VeW) =P, ([v],[w]) — [vew]

donde N=(n+1)(m+1)-1=mn+m+n.



INCRUSTAMIENTO DE SEGRE

Si elegimos bases (eo,...,€n) y (fo,-.-,fm) de V y W, y escribimos v = ¥, xie; y
w=3;y;f;, entonces v@w = ¥, ; w;y;e; ® fj. En particular,
p:P" xP" —s PV
([zos-- s zn], [Y0s - -, Ym]) — [T0Yo, Toy1, - -, TiYs, - - -, TnYm]

es un morfismo regular. Veamos que P™ x P™ = %, ., = o(P" x P™) ¢ PV cerrado:
sean z = Y, ; zpier ® fi coord. homogéneas de P(V ® W) = PN y sea Wi; = {[2] €
PY tal que z;; = 0} = AN, Entonces, ¢~ ' (Wi;) = U; x V; con U; = {[x] tal que z; # 0} y
V; = {[y] tal que y; # 0}. Sii=j =0, la restriccion p|y,xv, : Uo x Vo > Wo,o estd dada
por

1 X1 o,
([17x17‘~~7$n]7[17y17~~-7ym])'—> y:1 $1:y1 Zrn:yl
Ym T1Ym InYm

i.e., Uy x Vo = cerrado de matrices en Wy o de rango < 1. El mismo argumento vale
para indices (i,7) arbitrarios, y obtenemos un isomorfismo entre P" xIP™ y la subvariedad
cerrada %, ., € PV dada por rango(z;) < 1, i.e., por

det (Z““ Zﬂ) = zikzj — zuzj = 0
Zjk Zjl
para todos 4,5 €{0,...,m} y k,l € {0,...,n}. |



SUPERFICIES CUADRICAS

La incrustacién de Segre
P! x P! - P?
([0, 1], [y0, y1]) — [Toyo, oY1, Z1Y0, T1Y1]

permite identificar P! x P! con la superficie cuadrica S ¢ P? dada por

Z z
det( 0 1)22023—212220.
22 %3

Notar ademas que la forma cuadratica
.4
Q: k" —k, (20,21, 22,23) — 2023 — 2122

es no-degenerada. Més generalmente, si car(k) # 2 entonces toda forma
cuadratica no-degenerada Q : k* — k puede ser diagonalizada y luego

S ={[z] € P? tal que Q(2) =0} = P! x P



INCRUSTAMIENTO DE VERONESE

SiV 2 k™! ev. ydeN2! la d-ésima potencia simétrica SV es un k-

espacio vectorial de dimensién dimy, SV = (";d). Ademas,
(SV)Y = k[ Xo,...,X,]q e.v. de polinomios homogéneos de grado d en n +

Sea N := ("%) - 1. La incrustaci6n de Veronese es la aplicacién
va:P(V) — P(SV) 2PV, [v] — [evy]
donde ev, € (VY)Y = SV asocia a f € (SIV)Y su valor ev,(f) = f(v).

En coordenadas homogéneas tenemos que

va:P"— PN [zo,...,2n] — [2&, 28 2y, . .., 2¢]

y donde en la férmula intervienen todos' los monomios homogéneos de grado
d en las variables xq, ..., z,.

Como antes, queda como Ejercicio verificar que V,, 4 == v4(IP") ¢ PV es un
cerrado de Zariski dado por las ecuaciones z;zj = 22 con i+j = k+1, y que

V4 €s un incrustamiento cerrado, i.e., induce P" =V, ;.
YEn ocasiones, conviene escoger un orden monomial para agrupar dichos polinomios.




INCRUSTAMIENTO DE VERONESE

Sea Vi.q := va(P") € PV la variedad de Veronese. Los ejemplos mas emblematicos
son la ciibica torcida (o twisted cubic) C' ¢ P?, imagen de v : P' - P? [z,y] ~
(2%, 2%y, zy®,4"], dada por
2 9
ZQR3 = 2122, 21 = 20R2, 29 = Z1%3,
y la superficie de Veronese en P°, imagen de 1o : P? < P°, [z,y, 2] — [22, 2y, 22, 4%, yz, 2°].

Sea X = V(f) € P™ hipersuperficie de grado d. Entonces, X = interseccién de V;, 4 ¢ PV
y un hiperplano H 2 PN, Luego, P™ \ X es una variedad algebraica afin. J

Prueba: supongamos f(zo,...,Zn) = Y-a axz®, donde ¥ := zlg(’n-mﬁ". Si zk es la
coordenada de PV correspondiente al monomio ¥, entonces ud(X)d:efud(P") nHcPY,
donde
H ={[z] e P" tal que > axac = 0} ~ PV hiperplano.
Ik[=d
Asi, como PV \ H = AN, tenemos que P™ \ X es isomorfa al cerrado v4(X) n (PY \ H)
de AV, y luego P \ X es una variedad algebraica afin. O



(GRASSMANNIANAS

Sea V = k™ un k-e.v. de dimensién n >2yseame{l,...,n—1}. Definimos

Gr(m, V) :={W <V sub-espacio vectorial tal que dim (W) =m},
def

o simplemente Gr(m,n). Asi, tenemos que P(V)=Gr(1,V). Ademis:

@ Unsub-ev. W =k™ en V = k™ corresp. a P(W) = P! subespacio
lineal en P(V') 2 P""L. Asi, Gr(m,V) es el conjunto de todos los
subespacios lineales A ~ P! de P(V'). Escribimos en tal caso

G(m—-1,P(V)) := {A c P(V) sub-espacio lineal tal que A = P71},
o simplemente G(m -1,n-1).
@Q Sea W c V sub-e.v. y consideremos
We={feV" tal que f(w) =0 para todo we W} cV".
Entonces, dim(W) + dim(W°) = dim(V) = dim(V") =n y luego
Gr(m,V) — Gr(n-m, V"), [W]+— [W°] biyeccién.
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INCRUSTAMIENTO DE PLUCKER

Teorema (Julius PLUCKER » 1865)

Sea V= k™e.wv. yseame{l,...,n—1}. Entonces, Gr(m, V) es una variedad
algebraica proyectiva, llamada grassmanniana.

Prueba: construyamos un atlas de Gr(m, V') por abiertos Uy = A™(""™), Sea k"™ = [ ¢
V sub-e.v. de codimensién n y definamos Uy := {[W] € Gr(m, V') tal que Wn I ={0}}.

Explicitamente,
o Ur = {p e Hom(V, I) tal que p|; = Id;},
V=Wel [=F W + pw, con inversa p — ker(p). En
coordenadas, V = Wy @ I corresponde a

W=k™ ( * 1 0 )
P=| :
0 1
y asi Uy 2 A™("=™),

Los {Us} reGr(n-m,v) cubren Gr(m, V') y definen una topologia de Zariski, que ademas es
noetheriana. Cambio de cartas: sean I,.J ¢ V de dimensién n—m; entonces UrnUy ¢ Uy
corresponde a las proyecciones py : V — I con ker(pw ) nJ = {0}, i.e., con pw/|s:J — I
isomorfismo. Esto es un abierto Zariski de Uy (dado por det(M) # 0 para cierta submatriz
M), y el cambio de cartas p — p’ == (p|;) " o p es un isomorfismo birregular (lineal).
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INCRUSTAMIENTO DE PLUCKER

Asi, Gr(m, V') es una variedad algebraica. Veamos que es proyectiva:

Recordar que si V 2 k™ ewv. y d e {1,...,n}, entonces la d-ésima potencia
exterior NV es k-e.v. de dimy(A2V) = (Z) Si (e1,...,€,) base de V
entonces {€i, A+ A €, }i<iy<<iy<n €5 Una base de AYV. Definimos
@:Cr(m,V) —P(N"V) 2PN, [W]— [AN"W] (Pliicker)

Notar que (wy, ..., w,,) base de W, entonces A" W generada por el tensor
simple w1 A -+ A wy, y toda recta en NV generada por un tensor simple
w1 A AWy, # 0 define W := Vecty (w1, ..., wy,) de dimensién m de V, i.e,,
 es biyectiva sobre su imagen. Veamos que es un incrustamiento cerrado:

o regular: Fijamos una base de V' y representamos W = Vecty (w1, ..., wn)
en Gr(m, V') usando filas de una matriz
P11 P12 0 Pin
P = 2 2 :
Pm1 Pm2 °° Pmn
donde la i-ésima fila corresponde a w;.
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INCRUSTAMIENTO DE PLUCKER

Luego, w1 A Awy, = lei1<---<imgnpi1,...,im(eil A---Ne;,, ) donde piy i, =
det(pji,)1<je<m sub-determinante de la matriz obtenida a partir de las
columnas i1, ...,%y,. Asi, ¢ es regular pues cada p;, ., lo es.

 isomorfismo sobre su imagen: Sea I € Gr(n—-m,V) y (e1,...,e,) base
de V tal que I = Vecti(€m+1,---,6n). Sea W € Uy dado por la matriz

P11 Plmen | 1 0
Pl :
Pm1  ° Pmm-n 0 1

Notar que cada p;; se obtiene un como sub-determinante m xm de P, i.e.,

olu; : Ur — o(Ur) s P(N" V)

es un isomorfismo sobre su imagen para todo I.

2L0s {pi,.....i,, } son llamadas coordenadas de Pliicker de 1V en P(A™ V).
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INCRUSTAMIENTO DE PLUCKER

G = o(Gr(m,V)) c P(N"V) cerrado: sea v # 0 en V y sea w # 0 en
N V. Completando e; = v en una base de V/, notamos que w A v =0 en
A"V siy sélo si w=vAn para cierta ne N LV,

Inductivamente (Ejercicio), w € A"V es un tensor simple (i.e., de la forma
V1 A AUp) Siy sblo si el kernel de

ww:V—>/\m+1V7 Vi WAV
verifica dimy (kerv,) > m, i.e., rg(¢,) < n—m.

Esto tltimo es una condicién cerrada en P(A™ V'): es la anulacién de todos
los sub-determinantes (n—m+ 1) x (n—m+ 1) de la matriz de 1),,. O
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INCRUSTAMIENTO DE PLUCKER

El caso m = 2 es especialmente interesante®. Por ejemplo (Ejercicio):
@ El tensor we A2V es simple siy sélo siwAw=0en A*V.
© La imagen
G = ¢(Gr(2,V)) < P(N'V)
esta dada por la interseccién de hipersuperficies cuadricas.

© En particular, la grassmanniana Gr(2,4) = G(1,3) de rectas £ = P! en
IP? es isomorfa a la cuddrica de Pliicker en P(A? k%) = P5 dada por

P12D34 — P13P24 + P14p23 = 0.

3Ver el articulo “On the geometry of Grassmannians’ (1977) por Ron Donagi.
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