Geometria Algebraica

MAT427 — Clase 7

PEDRO MONTERO

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
VALPARAISO, CHILE

24 DE AGOSTO DE 2026



§2.6 PRODUCTO DE VARIEDADES Y
SEPARACION


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.2.6
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.2.6

PRODUCTO (VERSION CATEGORICA)

Sea % una categoria y X,Y objetos de 4. Un producto de X e Y en @
es un tercer objeto Z junto con dos morfismos p: Z - X yq:Z - Y
verificando la propiedad universal:

Para todo objeto S en la categoria €, se tiene que

Home (S, Z) — Homy (S, X) x Homg (S,Y)
fr—=(pofqof)

es biyectiva.

El triple (Z,p,q) es dnico médulo un tnico isomorfismo, y se denota por
Z=XxYyporprx:XxY =X, pry: X xY - Y las proyecciones.
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PRODUCTO DE VARIEDADES AFINES

X =V(fi,....fr) A" e Y =V (g1,...,9s) S A™ subvariedades afines.
Entonces, el producto conjuntista X x Y € A" es una subvariedad afin

X )Y V(@) (@) 01(0), - 90(y)) € AT
y las proyecciones pry : X xY — X y pry: X x Y — Y son regulares.
Para la propiedad universal notar que si S variedad algebraica afin y
u:S—>X, s (u1(s),...,un(s)) yv:S =Y, s (v1(8),...,um(s))
morfismos regulares, entonces el morfismo siguiente es regular:

f:S>XxY, s f(8):=(u1(8),..,un(s),v1(8),...,um(s))

Ejemplo: En la categoria Aff} o4, el espacio afin A™*™ dotado de las
proyecciones canénicas p := pry : A" > A"y q = pry : AT > A es el
producto de A" y A™.
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O(XxY) =2 0(X) e, O(Y)

iAtencion!

La topologia de X x Y no es la topologia producto, i.e., no es la generada por los
abiertos de la forma U xV con U € X y V ¢ Y abiertos. Ejemplo: los cerrados de
X =Y =A' son @, A' y los conjuntos finitos, pero la variedad producto X x Y = A?
posee mas cerrados (e.g. las curvas {f(z,y) =0} con f € k[X,Y] no-constante).

Sin embargo, a nivel de anillos de funciones regulares si tenemos k[ X @, k[Y] 2 k[ X,Y].
Mas generalmente, si X ¢ A" e Y ¢ A™ subvariedades afines,
O(X) &K 0(Y) — O(X xY), 3 aij fi(z) ® g;(y) — 3 ai;j fi(2)g;(y)
es un isomorfismo: e e
@ Inyectividad: si {f;} (resp. {g;}) base de Hamel de (X)) (resp. &(Y')), entonces
{fi ® g;} base del k-e.v. 6(X)®, O(Y). Luego, si ¥, ; aij fi(x)gi(y) =0
entonces Y, a;; fi(x) = 0 para todo j, y asi a;; = 0.
@ Sobreyectividad: si i(x,y) regular en X x Y ¢ A" es la restriccién de
P(z,y) =%, ; Pi(x)Q;(y) € O(A™™™), entonces u; := P;|x y vj := Q;|y permiten
escribir h como la imagen de ¥, ; u; ® v;. O



PRODUCTO DE VARIEDADES ALGEBRAICAS

Los productos (finitos) existen en la categoria de variedades algebraicas. J

Sean X e Y variedades algebraicas con cubrimientos por abiertos afines
{Ui}ier y {V}}jes, respectivamente. Ya vimos que U;xV; variedad algebraica
afin, y luego construimos Z = X xY usando el atlas algebraico definido por los
conjuntos Z;; := U;xVj coniely jeJ, con Ziijkld:Ef(UinUk)x(V}mW).
Concretamente, dotamos al conjunto X x Y de la topologia siguiente:

Un abierto en Z = X xY es un subconjunto tal que su interseccion

con cada Z;; es abierto en Z;; (e.g. cada Zy; es abierto en Z).

Los U; y U; se pegan mediante un atlas (algebraico), y las funciones regulares
coinciden en U; nUj. Asi, las funciones regulares en Z;; y Zj; coinciden en
Zij N Zy, por lo que los {Zij}(; jyerxs forman un atlas para Z = X x Y.

Siu:S— X ywv:S—Y morfismos regulares, los u™ (U;) xv™! (V) forman
un cubrimiento de S. La propiedad universal del producto vale localmente y
luego globalmente (ser regular es una propiedad local). O




SEPARACION EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Recuerdo: todo par de abiertos de Zariski no-vacios de A™ se intersectan. Luego,
A" no es un espacio de Hausdorff. Por otra parte, si X espacio topolégico, son
equivalentes (Ejercicio):

© X es Hausdorff, i.e., para todos x # y en X existen abiertos disjuntos U > z
yVsyenX.

@ La diagonal Ax := {(z,x), x € X} es un cerrado en X x X respecto a la
topologia producto.

Definicién (separacién)

Sea X variedad algebraica. Decimos que X es separada si Ax € X x X es un
cerrado de Zariski respecto a la topologia de la slide anterior.

v
Toda variedad algebraica afin es separada

Sea X € A" subvariedad afiny (z,y) ¢ Ax, i.e., z #y en X. Existe f € 0(X)
con f(x) # f(y) (e.g. una funcién coordenada), y luego h(z,y) := f(z) - f(y) en
O(X x X) se anula en Ax pero no en (z,y). Asi, el abierto principal Uy, es
vecindad de Zariski de (z,y), i.e., (X x X)\ Ax es abierto.




LA RECTA CON DOS ORIGENES

Consideremos dos copias X y X3 de la recta afin, y sean Uy = Uy = A’ {0}.
0

X; = Al

X, = Al

Sea Z:= X1 [[ Xo & Al x {1,2}, y sea X la variedad algebraica obtenida al
pegar X1y X5 alo largo de los abiertos U7 y Us usando la funcién identidad,
i.e., X :=Z/~donde (z;1) ~ (;2) si x # 0.

001
S X:Z/N
002

Asi, X posee dos origenes 01 := [(0;1)] y 02 :=[(0;2)]. La variedad X no es
separada, pues Ziar contiene a los puntos (01,02), (02,01) € (XxX)\Ax.



PROPIEDAD UTIL

Una de las consecuencias mas dtiles de la separacién (que usaremos cuando
discutamos sobre cohomologia de haces) es la propiedad siguiente:

Sea X una variedad algebraica separada y sean U,V ¢ X abiertos afines.
Entonces, U NV es un abierto afin de X. J

Notamos que (U xV)nAx=2UnV.

U Vv X
Como U x V variedad algebraica afin y Ax ¢ X x X cerrado de Zariski, el
abierto U NV es isomorfo a un cerrado de una variedad algebraica afin. [
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GRAFO CERRADO

El grafo de f: X — Y morfismo regular entre variedades algebraicas es
Iy={(z,y) e X xY tal que y = f(z)} c X x Y.

El siguiente resultado (Ejercicio) es anélogo al Teorema del grafo cerrado:

Teorema

Sea X variedad algebraica definida a partir de un atlas {a; : U; = Vi }ier,
donde los {U; };c; forman un cubrimiento abierto de X y cada V; variedad
algebraica separada (e.g. afin). Entonces, X es separada si y sélo si

Para todo par de cartas distintas «; y o, el grafo I'j; :=T'y,, de

def _ ~ 5 .
S aioart: Vi > Vi es cerrado Zariski de Vi x V.
] 3Oy J j j

Hint: Para x € V;; tenemos que
(2, 95i(2)) = (2, (a7 (2)) = (@i(y), @j(y)) donde y = a;' (z) € UsnUj.
Asi, la imagen de (U; x U;) n Ax por a; x aj es I'j; en Vy x V.
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ESPACIO PROYECTIVO

Sean [x,%] coordenadas homogéneas en P! y sean:
Uo = {[z,y] e P! tal que 2 # 0} y U; := {[z,y] € P* tal que y # 0}.

Consideremos cartas locales dadas por

ag: Uy — Vo= A, [z,y] — % y por oy : Uy — Vi := AL, [z,y] — ga

con ap(Ug nUy) = a1 (UgnUp) = AL\ {0}. Si z coordenada en Al \ {0},

entonces o1 = ag o a51 esta dada por z — % Luego, el grafo de g1 es
Ty = {(z,w) e A’ x A' tales que 2w = 1},

cerrado de Zariski de A' x A % A? ie., P! variedad algebraica separada.

De manera similar, se demuestra (Ejercicio):
@ El espacio proyectivo P" es una variedad algebraica separada.

@ Sea X una variedad algebraica separada (e.g. A" o P"). Todo abierto
U c X y todo cerrado Y ¢ X son variedades algebraicas separadas.
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CONVENCION: EN TODO LO QUE
SIGUE DEL CURSO, ASUMIREMOS
QUE TODAS LAS VARIEDADES
ALGEBRAICAS SON SEPARADAS.



82.7 VARIEDADES ALGEBRAICAS
PROYECTIVAS
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SUBVARIEDADES CERRADAS

Una subvariedad cerrada de una variedad algebraica (X, 0x) es (Y,0y) con
Y ¢ X cerrado y Oy = (Ox/Zy)|y, donde Zy € Ox es el haz de ideales de
funciones regulares que se anulan en Y,

Mas aln, si f: Z — X morfismo regular entre variedades algebraicas, decimos que

f es una incrustacién cerrada’ si se factoriza como

Z%X

= b
morfismo birregk Avariedad cerrada

Y
i.e., Y := f(Z) c X es una subvariedad cerrada y ademas Z = f(2).
Ejemplo: sean Z = A, X = A% y los morfismos regulares f; : Al — A?
Y = Al D Yz Al . Y £A!

fi() = (t,t) f(t)=(t,t%)  fs(t) = (.¢°)
i iones cerradas, pero f3 no lo es.
YEn inglés, closed immersion.
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ESPACIO PROYECTIVO

Recuerdo: Sea V = k™! e.v. y sea P(V) = P" el espacio proyectivo de
rectas vectoriales en V. Si W ¢ V sub-e.v. de dimy (W) = m + 1, entonces

Pz A:=P(W)cP(V),
y decimos que A € P" es un subespacio lineal de dimensién m de P(V).

Notar que si Ay = P(Wy) 2 P™ y Ay = P(Wsy) = P™2 subespacios lineales
de P(V') 2 P". Entonces, si m1 +m2 >n tenemos que

def
A1 ﬁAQ ZP(Wl ﬂWg) E]P)d
es no-vacio de dimensiéon d > mqy + mg —n

Las rectas {z =1} y {x =2} en A%m ,) MO se intersectan, pero las rectas

proyectivas {zx = z} y {x = 2z} obtenidas al considerar la clausura en P?
A22U2d:er{[x7y7 ]GPZ tal quez#o}g]}ﬂxyz (‘T y) [.I,y,l]

se intersectan en el punto [0, 1,0].
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IDEALES HOMOGENEOS

Para generalizar el ejemplo anterior, recordemos:

Sea I ¢ O(A™') = k[ Xy, X1,...,X,] un ideal. Decimos que I es un ideal
homogéneo si estd generado por polinomios homogéneos, i.e., si

I=(p1,...,pr) con pi(Ax) = A%ip;(z) VA€ k¥, d; = deg(p;) € N.

Asi, I es homogéneo siy s6lo si I = I es invariante por la accién del grupo
multiplicativo G,, = (k*,x), i.e., si p(z) € I entonces p(Az) e I VA € k*.

Si I ¢ O(A™1) ideal homogéneo entonces Y = V(I) ¢ A™! es G-
invariante. Geométricamente, tenemos que Y =V (I) es un cono afin

Xcpr

Y =V({)c A”7 /




AFIN VERSUS PROYECTIVO

El cociente X := (Y \ {0})/G, es un subconjunto X ¢ P", y usamos

m:Y N{0} — X, (zo,...,Zn) — [T0,--.,%n]
para dotar a X de la topologia de Zariski y definir Ox := m.((Oy(0))®™), ice., el
haz de funciones regulares G,-invariantes. Asi, (X, Ox) subvariedad cerrada de P", y
escribiremos X := V(I) ¢ P". Explicitamente, si I = (f1,..., fr) con f; homogéneo,

V()2 = [0, ...,2n] € P" tal que fi(z) = = fr(x) = 0},

y toda subvariedad cerrada de P" es de esta forma, para cierto ideal homogéneo I.
Si f e O(A™") \ {0} homogéneo de grado d > 1, decimos que V(f) € P™ es una
hipersuperficie de grado d.

Por otra parte, el conjunto vacio @ ¢ P" verifica Z(@) = (Xo, ..., Xn) en A = k[ Xo, ..., X, ],
lo que geométricamente equivale a que 0 € A™™* no se proyecta a P".

Decimos que A* :=(Xo,...,X,) es el ideal irrelevante de A. La versién proyectiva del
Hilbert Nullstellensatz se deduce de la afin: si I € A ideal homogéneo, entonces

(a) V(I)=o en P" siy sélo si I contiene una potencia de A*;
(b) si V(I) %@ en P", entonces Z(V (1)) = /1.
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AFIN VERSUS PROYECTIVO

Sea V ¢ P" un subconjunto arbitrario. El ideal de V' es el ideal homogéneo

Z(V) < k[Xo,...,X,] generado por los polinomios homogéneos que se
—Zar

anulanen V,y V(Z(X)) =X cP" adherencia de Zariski de X.

Ejemplo: La curva afin C' ¢ A? dada por zy = 1 se ve dentro de P? al
: o — " :
identificar A2= Uy = {z 0} cP?, y C:=C " cP? es la curva proyectiva
dada por zy = 22, i.e., obtenida al homogeneizar la ecuacién original.

C es unién de C'y [1,0,0], [0,1,0] al infinito, i.e., en la recta P! = 1/ (2).
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VARIEDADES ALGEBRAICAS PROYECTIVAS

Sea X variedad algebraica. Diremos que X es proyectiva si es isomorfa a
una subvariedad cerrada de algtin espacio proyectivo, i.e., si existe

1 X > P"

incrustacién cerrada para algin n € N1,

Una variedad algebraica quasi-proyectiva es una variedad isomorfa a un
abierto de Zariski de una variedad algebraica proyectiva.

Toda variedad algebraica quasi-proyectiva es separada y quasi-compacta.
Las variedades afines, variedades quasi-afines y variedades proyectivas son
ejemplos de variedades quasi-proyectivas.
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