
Geometr��a Algebraica

MAT427 � Clase 6

Pedro Montero

Universidad T�ecnica Federico Santa Mar��a

Valpara��so, Chile

17 de Agosto de 2026

1 / 16



�2.4 Introducci�on a los

esquemas

1 / 16

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.2.4
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.2.4


Alexander Grothendieck & EGA

Figure: Alexander Grothendieck en el IHES (Francia).

La teor��a de esquemas comienza en 1960, cuando Alexander Grothendieck

establece los fundamentos de la geometr��a algebraica moderna en su serie de

obras � �El�ements de G�eom�etrie Alg�ebrique� (1960�1967, ≈ 1500 p�aginas).
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Localizaci�on de anillos

Sea A un anillo conmutativo con unidad y S ⊆ A un conjunto multiplicativo, i.e.,
1 ∈ S y ss′ ∈ S para todos s, s′ ∈ S. De�niendo en A×S la relaci�on de equivalencia

(a, s) ∼ (a′, s′) si y s�olo si existe t ∈ S tal que t(as′ − a′s) = 0,
la localizaci�on de A respecto a S es el anillo S−1A ∶= (A×S)/ ∼, donde a

s
denota

la clase de (a, s) (donde sumamos y multiplicamos �fracciones� de manera usual).

1 Si A es un dominio entero, entonces S ∶= A ∖ {0} es multiplicativo y
S−1A ∶= Fr(A) es el cuerpo de fracciones de A (e.g. Fr(Z) = Q).

2 Sea f ∈ A y S ∶= {fn}n∈N; entonces S−1A ∶= Af es la localizaci�on de A
respecto a f . Notar que Af ≠ 0 si y s�olo si f no es nilpotente, y que
Af ≅ A[X]/⟨fX − 1⟩. As��, si X es una variedad algebraica af��n y
Uf =X ∖ V (f) el abierto principal dado por f ∈ O(X), entonces
OX(Uf) ≅ O(X)f .

3 Sea p ⊆ A un ideal primo, i.e., S ∶= A ∖ p multiplicativo. Entonces
S−1A ∶= Ap es la localizaci�on de A en p, que es un anillo local con �unico

ideal maximal pAp
def= {a

s
con a ∈ p y s ∉ p}.
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Diccionario entre �Algebra y Geometr��a

Teorema

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Hay una equivalencia entre:

1 La categor��a Affk,red de variedades algebraicas (reducidas) a�nes

de�nidas sobre k.

2 La categor��a Algk,red de k-�algebras conmutativas �nitamente

generadas y reducidas (i.e., sin elementos nilpotentes no-triviales).

Demostraci�on: Dada X ⊆ An variedad algebraica af��n, el k-�algebra O(X) ≅
k[X1, . . . ,Xn]/I(X) es �nitamente generada y reducida. Adem�as, cada

mor�smo f ∶X → Y induce de manera contravariante f∗ ∶ O(Y ) → O(X).
Rec��procamente, dada una k-�algebra A en Algk,red consideramos

X ∶= Specm(A) def= {m ⊆ A ideal maximal}
con la topolog��a de Zariski obtenida al declarar como cerrados los conjuntos

V (I) ∶= {m ⊆ A ideal maximal tal que I ⊆ m} para todo I ⊆ A ideal.
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Diccionario entre �Algebra y Geometr��a

Dado f ∈ A ∖ {0}, los abiertos principales

Uf ∶= {m ⊆ A ideal maximal tal que f ∉ m}def=X ∖ V (f)
forman una base de la topolog��a de Zariski, y luego permiten de�nir OX :

Para cada f ∈ A ∖ {0}, OX(Uf) ∶= Af localizaci�on respecto a f .

As��, s ∈ OX(Uf) tiene la forma s = u
fn . Como Uf ∩Ug

def= Ufg, de�nimos las restricciones
mediante

OX(Uf)def= Af Ð→ OX(Ufg)def= Afg, s =
u

fn
z→ ugn

(fg)n .

Idea de que OX es un haz

Un cubrimiento Uf = ⋃i∈I Ugi equivale a que ning�un maximal de Af contenga a todos

los gi, i.e., a que ⟨{gi}i∈I⟩ = Af . Como V (gmi
i )

def= V (gi), esto da una partici�on de la

unidad (⋆) ∑
�nita

vi g
mi
i = 1 en Af , vi ∈ Af .

Dadas si = ui

g
ni
i

∈ Agi que coinciden en las intersecciones, (⋆) con mi ∶= ni +N produce

expl��citamente la secci�on que las pega: s ∶= ∑i uivig
N
i ∈ Af . La unicidad es an�aloga;

ambas cuentas quedan como Ejercicio (cf. Apunte).
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Diccionario entre �Algebra y Geometr��a

Para ver que (X,OX) variedad algebraica af��n consideramos a1, . . . , an ∈ A
generadores como k-�algebra y consideramos

O(An) def= k[X1, . . . ,Xn] ↠ A, Xi z→ ai

con kernel I ⊆ O(An) tal que A ≅ O(An)/I. Como A es reducida, I es ideal

radical y luego Y ∶= V (I) ⊆ An cumple I(Y ) def= I(V (I)) =
√
I = I, y luego

O(Y ) ≅ O(An)/I(Y ) ≅ A. El Nullstellensatz nos da una biyecci�on

Y
∼ÐÐ→X = Specm(A), y z→ my = {f ∈ O(Y ) ≅ A tal que f(y) = 0}.

M�as a�un, para cada f ∈ O(Y ) ≅ A no-nula, se tienen homeomor�smos

Yf ∶= {y ∈ Y tal que f(y) ≠ 0} ∼ÐÐ→ Uf ⊆X,

donde adem�as OY (Yf) ≅ Af
def= OX(Uf). As��, (X,OX) variedad algebraica

af��n y luego Specm ∶Algk,red Ð→Affk,red equivalencia de categor��as.
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Esquemas

La teor��a de esquemas busca reemplazar la categor��a Algk,red por anillos

m�as generales, y obtener (usando �espectros�) nuevos objetos geom�etricos:

los esquemas.

Por ejemplo, si A es una k-�algebra �nitamente generada no necesariamente

reducida (e.g. A = k[X,Y ]/⟨Y 2⟩) entonces
X ∶= Specm(A) = {m ⊆ A ideal maximal}

es un esquema af��n de tipo �nito sobre k. Si A ≅ O(An)/I donde I es

un ideal (no necesariamente radical) entonces X es homeomorfo a V (I) ∶=
Xred ⊆ An. Sin embargo, OX(Uf) ∶= Af puede tener elementos nilpotentes.

Teorema

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Hay una equivalencia entre:

1 La categor��a Affk de esquemas a�nes (de tipo �nito) sobre k.

2 La categor��a Algk de k-�algebras conmutativas �nitamente generadas.
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Ejemplos de Esquemas

1 Un punto x ∈X ⊆ An en una variedad algebraica af��n es un mor�smo

φx ∶ Specm(k) ↪ Specm(O(X))
{∗} z→ x

As��, podemos pensar puntos de mayor multiplicidad como mor�smos

φxm ∶ Specm(k[X]/⟨Xm⟩) ↪ Specm(O(X))
{∗} z→ x

Por ejemplo, si D ∶= k[ε]/⟨ε2⟩ con a + εb ∈D son tales que a, b ∈ k y

ε2 = 0, el espacio tangente TX,x de X en x ∈X puede pensarse como

el conjunto de mor�smos

Specm(k[ε]/⟨ε2⟩) ↪ Specm(O(X))
{∗} z→ x

lo cual se traduce en resolver las ecuaciones de X en D en lugar de k.
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Ejemplos de Esquemas

2 Consideremos la variedad algebraica af��n dada por el grupo ortogonal

X ∶= On(R) def= {A ∈Mn(R) ≅ An2

tales que tAA = In} ⊆ An2

,

y sea A ∈X. Entonces, tenemos que A+ εB ∈ On(R[ε]/⟨ε2⟩) si y s�olo

si t(A + εB)(A+ εB) = In, i.e., tAA+ ε(tBA+ tAB) + ε2 tBB = In, de
donde deducimos que TX,A ≅ {B ∈Mn(R) tal que tBA = − tAB}.

G

TG,Id ≅ g

g ∶= TOn(R),In ≅ {B ∈Mn(R) tal que tB = −B}.

9 / 16



Ejemplos de Esquemas

3 Consideremos X = {(x, y, t) ∈ A3 tal que yt = x2} y de�namos

φ ∶X → A1, (x, y, t) ↦ t. Para cada t ∈ A1 de�nimos la �bra

esquem�atica de φ en t como el sub-esquema af��n dado por

Xt ∶= Specm(k[X,Y ]/⟨Y t −X2⟩).

t

y

x

Xt

X0

Xt

Para t ≠ 0 se tiene que Xt sub-variedad af��n reducida (par�abola),

mientras que X0 es un esquema af��n no-reducido (recta doble).
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Esquemas m�as generales

Figure: Alexander Grothendieck y Laurent Schwartz.

Para un anillo arbitrario A se de�ne Spec(A) ∶= {p ⊆ A ideal primo}, con la

topolog��a de Zariski con cerrados V (I) ∶= {p ⊆ A ideal primo tal que I ⊆ p}.

Spec(Z) = ⟨0⟩ ∪ {⟨p⟩ con p n�umero primo}.

Aqu��, ⟨p⟩Zar = ⟨p⟩ punto cerrado y ⟨0⟩Zar = Spec(Z) punto denso.

Spec(Z)
⟨2⟩ ⟨3⟩ ⟨5⟩ ⟨7⟩

η = ⟨0⟩

11 / 16



�2.5 Atlas algebraicos
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Pegado de espacios anillados

An�alogamente al caso cl�asico de variedades diferenciables, tenemos:

Teorema (Pegado de espacios anillados)

Sea X un espacio topol�ogico. Consideremos dado:

1 Un cubrimiento abierto {Ui}i∈I de X.

2 Para cada i ∈ I, un haz de k-�algebras Ai en Ui.

3 Para todos i, j ∈ I, un isomor�smo de haces

φji ∶ Ai∣Ui∩Uj

∼ÐÐ→ Aj ∣Ui∩Uj que veri�ca

(a) φii = IdAi para todo i ∈ I.
(b) Para todos i, j, k ∈ I se tiene que φki = φkj ○ φji en Ui ∩Uj ∩Uk.

Entonces, ∃! haz de k-�algebras A en X junto con isomor�smos

φi ∶ A ∣Ui

∼ÐÐ→ Ai en Ui,

tales que φji = φj ○ φ−1i en Ui ∩Uj .
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Pegado de espacios anillados

Los abiertos U ⊆ X contenidos en alguno de los Ui forman una base de abiertos
para la topolog��a de X. Para un tal abierto U ⊆X, de�nimos

A (U) ∶=
⎛
⎜⎜
⎝
∐
i∈I

U⊆Ui

Ai(U)
⎞
⎟⎟
⎠
/ ∼

con (s,Ui) ∼ (t,Uj), s ∈ Ai(U) y t ∈ Aj(U), si t = φji(s) en Aj ∣Ui∩Uj(U).

Ui UjU

(a) y (b) aseguran que ∼ es relaci�on de equivalencia, y en el cociente de�nimos una
estructura de haz de k-�algebras de tal suerte que Ai(U) → A (U), s↦ [s] sea un
isomor�smo. Que los Ai sean haces implica que A es un haz, y que es �unico.

Ejemplo fundamental: pegado de variedades algebraicas

Si X es noetheriano y cada (Ui,Ai) es una variedad algebraica (arbitraria, no
necesariamente af��n), entonces (X,A ) es una variedad algebraica: podemos
pegar variedades algebraicas si las funciones regulares son compatibles.

13 / 16



Atlas algebraico

Sea X espacio topol�ogico noetheriano. Un atlas algebraico en X consiste

en un cubrimiento abierto X = ⋃i∈I Ui y una colecci�on de homeomor�smos

αi ∶ Ui
∼ÐÐ→ Vi

llamados cartas locales, donde (Vi,OVi) variedad algebraica ∀i ∈ I y donde:
Si denotamos por Vij ⊆ Vi a la imagen de Ui ∩ Uj ⊆ Ui por αi,

entonces para todos i, j ∈ I se tiene un isomor�smo regular

ψji ∶= αj ○ α−1i ∶ Vij
∼ÐÐ→ Vji

entre las variedades Vij y Vji, llamado cambio de cartas.

El espacio anillado (X,OX) obtenido al pegar los haces estructurales de

cada abierto Ui es la variedad algebraica asociada al atlas algebraico.

En particular, dada otra variedad algebraica Y , una funci�on f ∶X Ð→ Y es

regular si y s�olo si cada restricci�on fi ∶= f ∣Ui ∶ Ui → Y es regular (i.e., la

aplicaci�on fi ○ α−1i ∶ Vi → Y es regular) para todo i ∈ I.
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Ejemplo

En el caso en que el espacio topol�ogico noetheriano X puede ser cubierto por

abiertos a�nes Ui, la noci�on de atlas algebraico permite extender al contexto

de la geometr��a algebraica la construcci�on de variedades diferenciables.

αj

α−1j α−1i

αi

X

Uj Ui

αj(Uj) def= Vj

Anj

ψij ∶= αi ○ α−1j

αi(Ui) def= Vi

Ani
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Recta proyectiva

Sean [x, y] coordenadas homog�eneas en P1 def= (A2 ∖ {0})/Gm y sean:

U0 ∶= {[x, y] ∈ P1 tal que x ≠ 0} y U1 ∶= {[x, y] ∈ P1 tal que y ≠ 0}.

Consideremos cartas locales dadas por

α0 ∶ U0
∼Ð→ V0 ∶= A1, [x, y] z→ y

x
y por α1 ∶ U1

∼Ð→ V1 ∶= A1, [x, y] z→ x

y
.

Notar que α0(U0 ∩ U1) = α1(U0 ∩ U1) = A1 ∖ {0}. M�as a�un, si z es una

coordenada en A1 ∖ {0}, entonces ψ01 ∶= α1 ○ α−10 est�a dada por

ψ01(z) =
1

z
mor�smo birregular.

Lo anterior se extiende a Pn (Ejercicio) considerando las cartas locales en

los abiertos est�andar Ui ∶= {[x0, . . . , xn] ∈ Pn tal que xi ≠ 0}

αi ∶ Ui
∼ÐÐ→ An, [x0, . . . , xn] z→ (

x0
x1
, . . . ,

xi−1
xi

,
xi+1
xi

, . . . ,
xn
xi
) .
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