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32.2 FUNCIONES REGULARES Y
MORFISMOS
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MORFISMOS REGULARES

La nocién de funcién regular se extiende naturalmente:

Definicién (morfismo regular)

Sean X C A", Y C A™ subvariedades afines. Una funcién f: X — Y es

un morfismo regular si f = F|x con F : A" — A™ polinomial con

F(X)CY.

Un morfismo regular f : X — Y es un isomorfismo (o un morfismo

birregular) si f es biyectivay f~! : Y — X es regular. Escribimos X =Y.
v

Relacién con funciones regulares

Por definicién, ¢(X) = {f : X — A! morfismo regular}. De manera mas
general, si f: X — Y morfismo regular, el pullback de f es

ff:0Y)— O(X), p— pof morfismo de k-élgebras.




EJEMPLOS

©Q Toda f: A" — A™ x— (fi(z),..., fm(x)) polinomial es regular.
@ Todo morfismo regular es continuo para la topologia de Zariski.
© Supogamos que car(k) =p > 0 (e.g. k=TF,). La funcién

Fr: A' — Al 2 — 2P
El morfismo de k-dlgebras asociado esta dado por
Fr* : k[X] — k[X], X —> XP.
Q Ejercicio: Sea C' C A? la parabola dada por
C = {(z,y) € A? tal que y = 2?}.

Probar que Z(C) = (X2 - Y) C 0(A?) = k[X,Y] y que C es
irreducible. Probar que las funciones f: C — Al, (z,y) — 2y

g: Al = O, t s (t,t?) son morfismos regulares e inversas una de la
otra, y asi C' = A'. Finalmente, describir el pullback de f

f*:0(AY) = 0(0).



DICCIONARIO ENTRE ALGEBRA Y GEOMETRIA

Sean X C A", Y C A™ subvariedades afines. Hay una biyeccién

Morfismos regulares N Morfismos de k-algebras f f*
f: X —Y p:0(Y) — 0(X) ’

Luego, X =Y isomorfas & 0 (X) = 0(Y) isomorfas como k-algebras.

Inyectividad: Si (y1,...,Ym) son coord. en A™, con y; := yily € O(Y) y
si f=1(f1,..., fm). entonces f*(y;) “yio fE fi ie., f* determina f.

Sobreyectividad: Sea ¢ : O(Y) — O(X) morfismo de k-algebras, y ¢; :=
©(y;) € O(X). Entonces, definimos f : X — A™, =z — (p1(x),...,pm(x))
y debemos verificar que f(X) CY: Sea g € I(Y) como g|y = 0 entonces

9(f (@) = gle(y1) (@), -, 9(Hn) (@) = o(9(y1, - -, ym)) (@) = 0
Asi, g(f(x)) = 0¥g € Z(Y), ie, f(x) eV(I(V))EY,y [*Zo. O



32.3 VARIEDADES ALGEBRAICAS


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.2.3

VARIEDADES ALGEBRAICAS AFINES

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicién (variedad algebraica afin)

Una variedad algebraica afin sobre k es un espacio anillado (X, Ox) que
es isomorfo a un cerrado de Zariski de un espacio afin, junto con su haz de
funciones regulares.

.

El haz estructural Ox se omite si es claro en el contexto. El tallo Ox , de
gérmenes de funciones regulares en x € X es una k-algebra local, i.e,
posee un (nico ideal maximal dado por

m, = {f € Ox, tal que f(z) = 0}.
En efecto, todo germen fuera de m, es invertible. Mas atin, el morfismo
evy : Oxp — k, f+— f(z)

induce un isomorfismo Ox ,/m, = k para todo z € X.

V.




VARIEDADES Y MORFISMOS REGULARES

Definicién (variedad algebraica)

Una variedad algebraica (reducida) sobre k es un espacio anillado (X, Ox) tal que:
@ X es un espacio topoldgico noetheriano.

@ Todo punto de X admite una vecindad abierta U C X tal que (U, Oy ), con

Oy £ Ox|u, es una variedad algebraica afin. Decimos que U C X es un abierto
afin.

Un morfismo de variedades algebraicas (X, Ox) — (Y, Oy) es un morfismo entre los
espacios anillados subyacentes.

v

Sean X e Y variedades algebraicas. Una funcion continua f : X — Y es un morfismo

regular si
para toda u € Oy (V') definida sobre un abierto V C Y, el pullback f*(u) :=
wo f esregularen f~1(V) C X, ie., f*(u) € foOx (V) d:e{ﬂx(f_l(V)).
Luego, f define un morfismo de haces en k-algebras f* : Oy — f.Ox, y por ende un
morfismo de espacios anillados (f, f*) : (X, Ox) — (Y, Oy).



TODO MORFISMO ENTRE VARIEDADES ALGE-
BRAICAS ES REGULAR

Teorema

Sean X, Y variedades algebraicas y (f, ) : (X, Ox) — (Y, Oy) un morfismo de
espacios anillados, con f continuay ¢ : Oy — f.Ox morfismo de haces en k-algebras.
Entonces, f es un morfismo regular y ademas ¢ = f*.

Idea de prueba: el enunciado es local, por lo que podemos asumir X,Y afines, con
A=0(X), B=0))y¢:B — A Seaz € X con ideal maximal m, C A: el ideal
n:=¢ *(m;) C Besprimoy B/n — A/m, =k es un isomorfismo, i.e., 7 = 1, es el

ideal maximal asociado a ydéff(az) €Y. Luego, para toda u € Bd:efﬁ(Y):
u€B a2 A3 p(u)
uy € Oyy Oxz 3 o(u)z

1d _
u(y) € Oyy/ny 2h———————— k= Ox . /my > p(u)(z)

Luego, (f*(u))(z) d:eru(f(a:)) d:“u(y) = (u)(z) paratodo z € X, i.e., o= f"en By
f es un morfismo regular. O



SUBVARIEDADES ALGEBRAICAS: ABIERTOS

Sea X una variedad algebraica. Entonces, todo abierto y todo cerrado de X posee una
estructura inducida de variedad algebraica. J

. . . def ,
Abiertos: sea U C X abierto no-vacio, con 6y = Ox|uy. Como U es noetheriano, basta
cubrirlo por abiertos afines (i.e., isomorfos a cerrados de Zariski en algtn espacio afin). Si
X = U, Ui con U; afin, entonces U = | J,; Vi con V; := UNU; abierto en una variedad

afin U; =: Y C A". Escribiendo Y\ V =Y NV(f1,..., fm) obtenemos V = (J", Uy,,

con Uy, :=Y \ V(fs) déf{y €Y tal que fi(y) #0}.

En A" con coordenadas (y,t) consideramos el
cerrado Zariski At
5 ~ 1
Wi = {(y,t) tal que y € Y, fi(y)t =1},  (wt=1={y#0tCA
y notamos que W; — Uy,, (y,t) — y es un LT,

N\

morfismo regular biyectivo con inversa regular \\\ 7; 7777777777 -4

Y = (Y, 7(5y)- Luego, (U, Ou) es una variedad \:

algebraica.

Si X variedad algebraica afiny f € 0(X), los abiertos principales

Uy := {z € X tal que f(z) # 0} son abiertos afines, y forman una base de la topologl'a.J




SUBVARIEDADES ALGEBRAICAS

e Cerrados: Sea Y C X cerrado no-vacio, y luego noetheriano. Notar
que si Y C X C A" subvariedades afines, Y determinada por el ideal

Ix(Y):=Z(Y)/Z(X) en el cociente 0(X) = O(A")/ Z(X).
La idea general sera ver Y como un cerrado dentro de un abierto afin:
Sea Iy C OUx el haz de ideales de funciones que se anulanen Y, i.e,,
Iy (U):={f € Ox(U) tal que f(z) =0 paratodo z € UNY},
entonces definimos! Oy := (Ox/Zy)|y,y (Y, Oy) espacio anillado.

Si X = ;e Ui cubrimiento afin, Y = J,.; Z; con Z; :=Y NUj;
cerrado en la variedad algebraica afin U;. Notamos que si

Z C X C A" son subvariedades afines entonces Ox |z = Oy
(jrestriccién de polinomios!), y luego Oy |z, = Oz,. Asi, (Y, Oy ) es
una variedad algebraica. O]

A diferencia de Ox|y, el haz (0x/Zy)|y tiene la ventaja de que sus secciones
pueden ser vistas como funciones regulares en Y, y no en una vecindad abierta de Y.



VARIEDADES QUASI-AFINES

Una variedad quasi-afin es un abierto de una variedad algebraica afin. En
general, una variedad quasi-afin no es una variedad afin:

Sea X = A%\ {(0,0)} variedad algebraica con cubrimiento afin
UUV = {(z,y) € A? tal que = # 0} U {(z,y) € A? tal que y # 0},

entonces I'(X, Ox) & Ox(X) = O(A?). En efecto, f € I'(X,Ox) se
escribe P Q

[=Xn = vm
con P,Q € O(A?),yasi P-Y™ = Q- X". Luego, Y™ divide a Q y X"
dividea P, ie., f € ﬁ(A2).

Si X fuese afin, entonces habria una biyeccién (Nullstellensatz) entre puntos
de X e ideales maximales de &(X) = ¢(A?). Sin embargo, m(q C
O(A?) = 0(X), pero (0,0) ¢ X. Asi, X no es variedad algebraica afin.
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ESPACIO PROYECTIVO

Consideremos la siguiente relacién de equivalencia en el conjunto k"F1\ {0}:
Dos vectores x,y € k"t no-nulos son equivalentes si y sélo si son
colineales, i.e., si existe A € k* tal que y = \x.

El cociente es el espacio proyectivo de dimension n sobre k, y se denota
P (k) (o P"). La clase de x = (z0,...,7,) € k"1 \ {0} en P" se denota

[0, ..., zn] €P"
y se dice que zg, ..., x, son “las’ coordenadas homogéneas de [z] € P"

(ja pesar que estan definidas médulo multiplicacién por A € k*1).

Sea X espacio topolégico y ~ relacién de equivalencia en X. Si

Y := X/ ~ conjunto cociente y 7 : X — Y, x +— [z] proyeccién canénica,
la topologia cociente en Y se obtiene declarando como abiertos de Y los
subconjuntos

V CY tales que 7 1(V)
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def

= {z € X tal que [z] € V'} es un abierto en X.




ESPACIO PROYECTIVO

Mas generalmente, si V' es un k-espacio vectorial no-nulo, se define el espacio
proyectivo asociado a V/, también llamado la proyectivizacion de V' como

P(V') := {¢ C V sub-espacio vectorial tal que dimy(¢) = 1}.
Notar que si W C V sub-espacio vectorial no-nulo, entonces P(W) C P(V).
Ejemplo: Notar que P1(C) £ P(C2) ~ C U {oo} ~ S
y o S? = P}(C)

Voo = (0,1)




P" cOMO VARIEDAD ALGEBRAICA

El grupo multiplicativo G,, := (k*, x) acttia en A"*1\ {0} por

A (zg,...,2n) = (Ax0, ..., A\xy,) para todo A € Gyy,.
Asi, 7 : AT\ {0} — P* E (A"\{0}) /Gy, (20, - - ., Z0) = [Z0, . . ., Zn).
Dotamos a P" de la topologia de Zariski (cociente). Més atin, definimos

Opn = W*((ﬁAn—Q—l\{O})Gm),

i.e., Opn = T,(.F) es la imagen directa por 7 del sub-haz .Z & (ﬁAnH\{O})Gm
de Oyn+1\10y dado por las funciones regulares que son Gy,-invariantes.
Concretamente, una seccion (local) de @yni1\(o} es una funcién racional
u(z) = ggg donde P,Q € O(A™*!). Las secciones G,-invariantes cumplen
P(\z)  P(x)
Qz)  Q(z)
Esto equivale a P(\z) = MP(2) y Q(A\z) = \?Q(x) para cierto d € N.
Asi, una seccién local de Opn es una funcién racional dada por el cociente
de dos polinomios homogéneos del mismo grado.
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u(Ax) = u(z), ie.,



P" cOMO VARIEDAD ALGEBRAICA

El espacio anillado (P™, Op= ) es una variedad algebraica: sea A; := {x € A" tal que z; =
1} = A™ subespacio afin, y sea U; := {[z] € P" tal que z; # 0} abierto Zariski con
ﬂ(Ai)‘iéfUi. La aplicacién
T def [ o Ti—1 Tit+1 Tn
wi([xoy ..., xn]) i= — = (— e, —, 1, —= . —)

b 7 9

esta bien definida y da un homeomorfismo ¢; : U; = A; (de inversa 7| 4,). Mds adn, si
V C A; es abierto Zariskiy f € 04,(V), entonces ¢; (f) déff o ; es regular en o' (V),
y obtenemos un isomorfismo o} : Oa, = (¢:)«(Opn|y,) dado por

(Gen|u) (0 (V) 2 O, (V)

P(l‘o,...7xn) ‘(Apf)fl P(:E07...,mi,1,1,ac,-+1,...,;vn)
Q(:L’o,...,il)n) Q(l’o,...,CCi_l,l,l‘i_t,_l,...,l‘n)
(Lo £
* def E I ©r A(:Co,...,xi_1,mi+1,...,xn)
ei (f) = ’f:B
B(zq,.“’%n (@ o o o 5 o=ty @ideilg o o 0y ip)
i

Luego, (vi, i) : (U“ﬁﬂ»nlU) ~ (Ai, O4,) es un isomorfismo de espacios anillados
para cada i € {0,...,n}, y luego (P", Opr) es una variedad algebraica. O

Ejercicio importante: probar que I'(P", Opn) = k. Notar que f : P* — k regular se
restringe a cada U; C P", y deducir que debe ser constante.
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