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31.3 PREHACES Y HACES


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.3

EJEMPLOS DE HACIFICACION Y HAZ IMAGEN

Sea ¢ : % — % un morfismo de haces de grupos abelianos en X, y sea & € .% un
sub-haz.

© Sea G grupo abeliano. El haz asociado al prehaz constante G es el haz G de
funciones localmente constantes, i.e., G* = G.

@ El haz cociente % /&, el haz cokernel coker ¢ y el haz imagen Im ¢ son
los haces asociados a los prehaces
U~ Z(U)/&W0), U ~ coker(oy), U Im(py),
i, F[|E = (F|E) e cokerp = (cokerp)s . e Imep = (Imp)]

pre pre-

Observacién practica

Una seccion o € 4(U) pertenece a (Im ¢)(U) si existe un cubrimiento abierto
U = U1 U; y existen secciones s; € .7 (U;) tales que ©(s;) = o|y, para todo i€ I,
i.e., son las secciones de ¢ que provienen localmente de secciones de .% .
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MORFISMOS DE HACES

Sea ¢ : F — ¢4 morfismo de haces de grupos abelianos. Decimos que ¢ es:
(a) inyectivo si ker(y) =0, donde 0 es el haz asociado al grupo trivial.

(b) sobreyectivo si Im = (Im Opre =Y -
(c) un isomorfismo de haces si es inyectivo y sobreyectivo.

Proposicién util
Sea ¢ :.# — % un morfismo de haces de grupos abelianos en X. Entonces,
@ es un isomorfismo si y sélo si para todo x € X el morfismo inducido

Qg+ Fyp —> 9, es un isomorfismo.

En general, siempre hay un isomorfismo de haces

F [ker p = Im .
V.
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@ ISOMORFISMO < ¢, ISOMORFISMO

(=): Para z € X, el morfismo de tallos o, : %, — ¥, se define considerando
para todo germen s, € %, un abierto U € X tal que z € U y una seccién
s e Z(U) tal que s, = [(s,U)]. Asi, definimos ¢, (s,) como el germen
de ©(s) € 9(U) en 9, ie., vz(sz) = [(¢(s),U)]. Luego, si ¢ es un
isomorfismo entonces ¢, también lo es para todo = € X.

(«<): Si g, F, > 9, es un isomorfismo Vz € X entonces ¢ es inyectivo,
pues si s € .7 (U) seccién sobre U € X con ¢(s) =0 en 4(U) entonces
0z(82)=0en ¥, VxeU. Como ¢, inyectivo, tenemos que s, =0 Vo € U
y luego s =0 pues .% es un haz. La sobreyectividad queda como Ejercicio.

Por dltimo, para deducir el isomorfismo de haces .%/kery = Im basta
utilizar para todo = € X el teorema del isomorfismo (clasico) para cada
morfismo de grupos abelianos ¢, : %, — %,, y aplicar el resultado anterior.
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SUCESIONES EXACTAS DE HACES

Sea {%, }nez una colecciéon de haces de grupos abelianos en X, y sean
On * Fn = Fni1 morfismos de haces para todo n € Z. Decimos que la
sucesion

Pn Pn+1
ﬁnfl—’yn_’JnJrl—’"'

es exacta si kerg, = Im¢,_; < (Im ¥n-1)pre Para todo n € Z. Mas ain,
una sucesion exacta corta de haces es una sucesién exacta de la forma

0—F59% w0,

i.e., © es inyectivo, 1) es sobreyectivo, y ademds ker) = Im .

Ejemplo: la sucesién exponencial (Kodaira—Spencer, 1953)

Sea X = C (o una variedad compleja). La sucesién exponencial

xp(27e-
0— 2 — ﬁxep(m) Ox — 0

donde Ox (resp. 0%) es el haz de funciones holomorfas (resp. el haz de
funciones holomorfas que no se anulan), es exacta.




31.4 EESPACIOS ANILLADOS Y
O~x-MODULOS


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.4
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.4

MOTIVACION Y (PRE)HAZ IMAGEN DIRECTA

Recuerdo: Sea A un anillo (conmutativo con unidad). Un A-médulo M es
esencialmente un A-espacio vectorial: es un grupo abeliano (M, +) donde
podemos multiplicar por “escalares’ en el anillo A.

Objetivo: Extender lo anterior a un espacio topoldgico X, permitiendo que
el anillo A varie en cada abierto U ¢ X. Para ello necesitamos:

Sea f: X — Y funcién continua y V € Y abierto, entonces f~1(V) es

un abierto de X. Luego, a partir de un prehaz .# en X podemos definir

naturalmente un prehaz f,.% en Y mediante:

(fZ)(V) = Z(f1(V)) para todo V C Y abierto.

El prehaz f,.# es llamado el prehaz imagen directa.
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PREHAZ IMAGEN INVERSA

La imagen f(U) €Y de un abierto U € X no es necesariamente un abierto
de Y. Dado un prehaz &4 en Y no podemos utilizar la férmula “inocente”
4(f(U)), donde U c X abierto, para definir un prehaz en X.

Solucién: aproximar la imagen f(U) €Y por abiertos de Y, i.e., considerar
vecindades abiertas de f(U) y gérmenes de secciones:

(F'D)pre(U) := lim ¢(V) (prehaz imagen inversa)
VcY abierto
tal que f(U)cV
Los elementos de (f™'%9)pe(U) son (clases de equivalencia de) gérmenes
(s,V)conse4(V)y f(U)cV abierto de Y, y donde (s1,V1) ~ (s2,V2)
si existe W c Y abierto tal que f(U)cW cVinVay si|lw = sa|lw-
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HAZ IMAGEN INVERSA Y RESTRICCIONES

En general (f™'%) e o es un haz. Por lo anterior, si & es un haz en Y, entonces
definimos el haz imagen inversa f~'% como el haz asociado al prehaz (f7'9) e,

e, £ = (f1Y)0e.
Mas generalmente, se deja como Ejercicio verificar:

@ Si.Z es un haz en X, entonces f,.% es un hazen Y.

@ Dar un ejemplo que muestre que incluso si ¢4 es un haz, no necesariamente
(f7'%9)pre €s un haz en X.

© Que hay un isomorfismo de grupos abelianos
Hom(f™'¥,.7) ~Hom(¥, f..7), i.e., los functores f~! y £, son adjuntos.

El caso de inclusiones

Sit: X - Y eslainclusién de un sub-espacio topol6gico, denotamos g|xd§ff1€€
y lo llamamos la restriccion de 4 a X. Si X =V es un abierto de Y, entonces
|y es el haz en V' que asocia a todo abierto U ¢ V el grupo abeliano 4 (U); y si
X ={y} es un punto, entonces ¥|, es el haz constante ¥, en {y} (Ejercicio).
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ESPACIOS ANILLADOS

Sea k un cuerpo. Un espacio anillado en k-dlgebras es un par (X, 0x)
donde X es un espacio topoldgico y un haz Ox de k-élgebras (conmutativas
con unidad) llamado el haz estructural.

Un morfismo de espacios anillados en k-algebras es un par
(f,p): (X, 0x) — (Y, 0y)
formado por una f: X — Y continua y un morfismo de haces de k-dlgebras
p: Oy — [.0x,

llamado! el pullback de funciones regulares de Y a X.

Dado que la composicién de morfismos de espacios anillados esta bien definida,
obtenemos una categoria. En particular, tenemos la nocién de isomorfismo
de espacios anillados en k-algebras.

YEn muchos textos (e.g. Hartshorne), ¢ se denota f¥: 0y — f.Ox.
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EJEMPLOS

© Sea M una variedad diferenciable, y sea 0 := €7 el haz de
funciones diferenciables en M. Entonces, (M, O)s) es un espacio
anillado en R-&lgebras.

@ Sea (X, Ox) un espacio anillado en k-algebras. Si U ¢ X es un

g 0 2 def
abierto, entonces podemos considerar el haz de k-dlgebras Oy = Ox|u
que permite considerar a U como un espacio anillado también.

Queda como Ejercicio construir un morfismo de espacios anillados

(U7 ﬁU) d (X7 ﬁX)

Sea (X, Ox) un espacio anillado en k-algebras. Si pensamos &'y como un
anillo que varia a medida que variamos los abiertos U de X, entonces
podemos considerar médulos sobre cada uno de los anillos Ox (U).
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O'x-MODULOS

Sea (X, Ox) un espacio anillado en k-algebras. Un &x-mddulo es un haz
Z de k-espacios vectoriales tal que para todo abierto U ¢ X el k-espacio
vectorial .#(U) es un Ox(U)-médulo, y tal que para cada inclusién de
abiertos V ¢ U ¢ X las aplicaciones lineales % (U) - .7 (V'), s ~ s|y son
compatibles con las estructuras de médulos.

Un morfismo de Ox-médulos ¢ : . F — & es un morfismo de haces de
k-espacios vectoriales tal que para todo abierto U € X la aplicacién

F(U)— 4 (U) es Ox(U)-lineal.
Obtenemos una categoria &'x-Mod, donde
Homy, (F,94)= {¢: .F - % morfismo de Ox-médulos}.

son grupos abelianos que ademas poseen? estructura de @'x (X)-médulo.

*Dado ¢:.F - % y AeI'(X, Ox), definimos Ay como el morfismo de &x-médulos
que en el abierto U ¢ X esta dado por (Ap)(s) := Au s Vse FZ(U).
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EJEMPLOS MAS USADOS

Podemos generalizar muchas construcciones cldsicas al contexto de &'x-mddulos,
en ocasiones considerando el haz asociado al prehaz en cuestion:

© La nocién de sub-Ox-médulo & ¢ %, y el Ox-médulo cociente % /& (haz
asociado).

@ Dado ¢ € Homg, (.%,9), los haces ker(y), Im(yp) y coker(y) son
O x-moédulos (haz asociado para los dos tltimos). Luego, podemos hablar de
sucesiones exactas de &'x-modulos.

© Si {Z;}icr es una coleccion arbitraria de &'x-mdédulos, la suma directa
@Dicr ;i es un Ox-mbdulo.

@ El producto tensorial F ®4, ¥ es el haz asociado al prehaz
U FU)®cyw)9U).

© El prehaz de grupos abelianos U — Homg,, (% |y, ¥|v) ya es un haz, y lo
denotamos #Hom e, (F,9) o Hom(F,9).

@ El Ox-médulo dual de # estd dado por FV := Home, (F,0x).
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EJEMPLOS MAS USADOS

@ Podemos hablar del algebra tensorial, exterior y simétrica de &'x-mddulos.
Por ejemplo, para d € N*! |a potencia exterior \?.Z es el haz asociado al
prehaz U — A*.Z (U).

Q 7 eslibre si 7 = ﬁ;‘zId:EfEBieI O'x para cierto conjunto de indices I. El
cardinal de I es el rango de .#

© 7 es localmente libre si existe un cubrimiento abierto X = U;¢; U; tal que
Flu, = ﬁe’" Si X es conexo, todos los 7; son iguales a un mismo valor r,
[lamado eI rango de 7

@ Un haz invertible en X es un &x-médulo localmente libre . de rango 1,
i.e., tal que Z|y, = Oy, para cierto cubrimiento {U; };cr de X. En particular,
Flu; ®6y, L, 2 F|u, para todo i€ l.

@ Un haz de ideales 7 es un sub-&x-médulo de Ox, i.e., Z(U) es un ideal
de Ox(U) para todo abierto U ¢ X.
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PULLBACK Y PUSHFORWARD

Consideremos un morfismo de espacios anillados (f, ) : (X,0x) — (Y, Oy),
i.e., f: X > Y continuay ¢: Oy — f.0x morfismo de haces de k-algebras, dado

en cada abierto V ¢ Y por oy : Oy (V) > f.Ox(V)E Ox (f1(V)).
Sea .# un Ox-moédulo en X y & un Oy-médulo en Y. Entonces:

@ El haz imagen directa (o pushforward) f..7 es un f.0x-médulo. Dado
que poseemos @ : Oy — f,O0x podemos definir una estructura de
Oy-médulo en f,.7.

@ El haz imagen inversa f'% es un f~!@y-médulo. La adjuncién entre f~1y
f+ hace corresponder ¢ con un tinico ¢ : f 10y — Ox, y asi Ox es dotado
de estructura de f~!0y-médulo. Luego, por extensién de escalares
obtenemos el pullback de ¢:

9 =f'9®14, Ox.

Adjuncién a nivel de espacios anillados

Tal como antes, f* y f, son functores adjuntos:
Homeg, (f*9,%) 2 Homeg, (9, [+ F).
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ENTRA EN ESCENA LA ESTRELLA DE
LA PELICULA...



EL HAZ CANONICO

Sea X = R" (o variedad diferenciable) y Ox := €5 . Si elegimos coordenadas
(locales) z1,...,x, de X y denotamos por dxi,...,dz, sus diferenciales,
entonces el haz cotangente () est4 definido por:

Para cada abierto U ¢ X, los elementos de Q% (U) son 1-formas diferenciales

w(z) = i fj(z)dx;, donde fje Ox(U).
j=1

Asi, Q}(\U ) ﬁf?", i.e., Q}( haz localmente libre de rango n = dimg (X).
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EL HAZ CANONICO

Mds generalmente, podemos considerar el haz 04 = Nd Qﬁ( de d-formas
diferenciales, cuyas secciones sobre el abierto U € X son de la forma

w@)= > fige(@) dzjy A Adag,,  donde fy i, € Ox(U).

1<j1<<ja<n
Asi, Q% es un haz localmente libre de rango (Z) En particular,
W = = ARO L
es un haz invertible, que llamamos el haz canénico de X. El haz dual
Tx = Homg, (QVx, Ox)

es el haz tangente de X, con secciones llamadas campos vectoriales.

Leitmotiv de la Geometria Algebraica Moderna

Toda la geometria de X deberia estar gobernada por wy.
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