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�1.3 Prehaces y haces
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Ejemplos de hacificaci�on y haz imagen

Sea φ ∶F → G un mor�smo de haces de grupos abelianos en X, y sea E ⊆F un
sub-haz.

1 Sea G grupo abeliano. El haz asociado al prehaz constante G es el haz G de
funciones localmente constantes, i.e., G+ = G.

2 El haz cociente F /E , el haz cokernel cokerφ y el haz imagen Imφ son
los haces asociados a los prehaces

U ↦F (U)/E (U), U ↦ coker(φU), U ↦ Im(φU),
i.e., F /E = (F /E )+pre, cokerφ = (cokerφ)+pre e Imφ = (Imφ)+pre.

Observaci�on pr�actica

Una secci�on σ ∈ G (U) pertenece a (Imφ)(U) si existe un cubrimiento abierto
U = ⋃i∈I Ui y existen secciones si ∈F (Ui) tales que φ(si) = σ∣Ui para todo i ∈ I,
i.e., son las secciones de G que provienen localmente de secciones de F .
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Morfismos de haces

Sea φ ∶F → G mor�smo de haces de grupos abelianos. Decimos que φ es:

(a) inyectivo si ker(φ) = 0, donde 0 es el haz asociado al grupo trivial.

(b) sobreyectivo si Imφ
def= (Imφ)+pre = G .

(c) un isomor�smo de haces si es inyectivo y sobreyectivo.

Proposici�on �util

Sea φ ∶F → G un mor�smo de haces de grupos abelianos en X. Entonces,

φ es un isomor�smo si y s�olo si para todo x ∈X el mor�smo inducido

φx ∶Fx Ð→ Gx es un isomor�smo.

En general, siempre hay un isomor�smo de haces

F /kerφ ≅ Imφ.
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φ isomorfismo ⇔ φx isomorfismo

(⇒): Para x ∈X, el mor�smo de tallos φx ∶Fx → Gx se de�ne considerando

para todo germen sx ∈ Fx un abierto U ⊆ X tal que x ∈ U y una secci�on

s ∈ F (U) tal que sx = [(s,U)]. As��, de�nimos φx(sx) como el germen

de φ(s) ∈ G (U) en Gx, i.e., φx(sx) ∶= [(φ(s), U)]. Luego, si φ es un

isomor�smo entonces φx tambi�en lo es para todo x ∈X.

(⇐): Si φx ∶ Fx → Gx es un isomor�smo ∀x ∈ X entonces φ es inyectivo,

pues si s ∈ F (U) secci�on sobre U ⊆ X con φ(s) = 0 en G (U) entonces

φx(sx) = 0 en Gx ∀x ∈ U . Como φx inyectivo, tenemos que sx = 0 ∀x ∈ U
y luego s = 0 pues F es un haz. La sobreyectividad queda como Ejercicio.

Por �ultimo, para deducir el isomor�smo de haces F /kerφ ≅ Imφ basta

utilizar para todo x ∈ X el teorema del isomor�smo (cl�asico) para cada

mor�smo de grupos abelianos φx ∶Fx → Gx, y aplicar el resultado anterior.
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Sucesiones exactas de haces

Sea {Fn}n∈Z una colecci�on de haces de grupos abelianos en X, y sean

φn ∶ Fn → Fn+1 mor�smos de haces para todo n ∈ Z. Decimos que la

sucesi�on

⋯ φn−2ÐÐ→Fn−1
φn−1ÐÐ→Fn

φnÐ→Fn+1
φn+1ÐÐ→ ⋯

es exacta si kerφn = Imφn−1
def= (Imφn−1)+pre para todo n ∈ Z. M�as a�un,

una sucesi�on exacta corta de haces es una sucesi�on exacta de la forma

0Ð→F
φÐ→ G

ψÐ→H Ð→ 0,

i.e., φ es inyectivo, ψ es sobreyectivo, y adem�as kerψ = Imφ.

Ejemplo: la sucesi�on exponencial (Kodaira�Spencer, 1953)

Sea X = C (o una variedad compleja). La sucesi�on exponencial

0Ð→ Z ιÐÐÐ→ OX
exp(2πi⋅)ÐÐÐÐÐ→ O×X Ð→ 0,

donde OX (resp. O×X) es el haz de funciones holomorfas (resp. el haz de

funciones holomorfas que no se anulan), es exacta.
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�1.4 Espacios anillados y

OX-m�odulos
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Motivaci�on y (Pre)haz imagen directa

Recuerdo: Sea A un anillo (conmutativo con unidad). Un A-m�odulo M es

esencialmente un A-espacio vectorial: es un grupo abeliano (M,+) donde
podemos multiplicar por �escalares� en el anillo A.

Objetivo: Extender lo anterior a un espacio topol�ogico X, permitiendo que

el anillo A var��e en cada abierto U ⊆X. Para ello necesitamos:

Sea f ∶ X → Y funci�on continua y V ⊆ Y abierto, entonces f−1(V ) es

un abierto de X. Luego, a partir de un prehaz F en X podemos de�nir

naturalmente un prehaz f∗F en Y mediante:

(f∗F )(V ) ∶=F (f−1(V )) para todo V ⊆ Y abierto.

El prehaz f∗F es llamado el prehaz imagen directa.
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Prehaz imagen inversa

La imagen f(U) ⊆ Y de un abierto U ⊆X no es necesariamente un abierto

de Y . Dado un prehaz G en Y no podemos utilizar la f�ormula � inocente�

G (f(U)), donde U ⊆X abierto, para de�nir un prehaz en X.

U

f

f(U)

V

Soluci�on: aproximar la imagen f(U) ⊆ Y por abiertos de Y , i.e., considerar

vecindades abiertas de f(U) y g�ermenes de secciones:

(f−1G )pre(U) ∶= limÐ→
V ⊆Y abierto

tal que f(U)⊆V

G (V ) (prehaz imagen inversa)

Los elementos de (f−1G )pre(U) son (clases de equivalencia de) g�ermenes

(s, V ) con s ∈ G (V ) y f(U) ⊆ V abierto de Y , y donde (s1, V1) ∼ (s2, V2)
si existe W ⊆ Y abierto tal que f(U) ⊆W ⊆ V1 ∩ V2 y s1∣W = s2∣W .
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Haz imagen inversa y restricciones

En general (f−1G )pre no es un haz. Por lo anterior, si G es un haz en Y , entonces
de�nimos el haz imagen inversa f−1G como el haz asociado al prehaz (f−1G )pre,
i.e., f−1G ∶= (f−1G )+pre.
M�as generalmente, se deja como Ejercicio veri�car:

1 Si F es un haz en X, entonces f∗F es un haz en Y .

2 Dar un ejemplo que muestre que incluso si G es un haz, no necesariamente
(f−1G )pre es un haz en X.

3 Que hay un isomor�smo de grupos abelianos
Hom(f−1G ,F ) ≅ Hom(G , f∗F ), i.e., los functores f−1 y f∗ son adjuntos.

El caso de inclusiones

Si ι ∶X ↪ Y es la inclusi�on de un sub-espacio topol�ogico, denotamos G ∣X def= ι−1G
y lo llamamos la restricci�on de G a X. Si X = V es un abierto de Y , entonces
G ∣V es el haz en V que asocia a todo abierto U ⊆ V el grupo abeliano G (U); y si
X = {y} es un punto, entonces G ∣y es el haz constante Gy en {y} (Ejercicio).
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Espacios anillados

Sea k un cuerpo. Un espacio anillado en k-�algebras es un par (X,OX)
donde X es un espacio topol�ogico y un haz OX de k-�algebras (conmutativas

con unidad) llamado el haz estructural.

Un mor�smo de espacios anillados en k-�algebras es un par

(f,φ) ∶ (X,OX) Ð→ (Y,OY )

formado por una f ∶X → Y continua y un mor�smo de haces de k-�algebras

φ ∶ OY Ð→ f∗OX ,

llamado1 el pullback de funciones regulares de Y a X.

Dado que la composici�on de mor�smos de espacios anillados est�a bien de�nida,

obtenemos una categor��a. En particular, tenemos la noci�on de isomor�smo

de espacios anillados en k-�algebras.
1En muchos textos (e.g. Hartshorne), φ se denota f ♯ ∶ OY → f∗OX .
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Ejemplos

1 Sea M una variedad diferenciable, y sea OM ∶= C∞M el haz de

funciones diferenciables en M . Entonces, (M,OM) es un espacio

anillado en R-�algebras.

2 Sea (X,OX) un espacio anillado en k-�algebras. Si U ⊆X es un

abierto, entonces podemos considerar el haz de k-�algebras OU
def= OX ∣U

que permite considerar a U como un espacio anillado tambi�en.

Queda como Ejercicio construir un mor�smo de espacios anillados

(U,OU) → (X,OX).

Intuici�on

Sea (X,OX) un espacio anillado en k-�algebras. Si pensamos OX como un

anillo que var��a a medida que variamos los abiertos U de X, entonces

podemos considerar m�odulos sobre cada uno de los anillos OX(U).
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OX-m�odulos

Sea (X,OX) un espacio anillado en k-�algebras. Un OX-m�odulo es un haz

F de k-espacios vectoriales tal que para todo abierto U ⊆ X el k-espacio
vectorial F (U) es un OX(U)-m�odulo, y tal que para cada inclusi�on de

abiertos V ⊆ U ⊆ X las aplicaciones lineales F (U) → F (V ), s ↦ s∣V son

compatibles con las estructuras de m�odulos.

Un mor�smo de OX-m�odulos φ ∶ F → G es un mor�smo de haces de

k-espacios vectoriales tal que para todo abierto U ⊆X la aplicaci�on

φU ∶F (U) Ð→ G (U) es OX(U)-lineal.
Obtenemos una categor��a OX-Mod, donde

HomOX
(F ,G ) def= {φ ∶F → G mor�smo de OX -m�odulos}.

son grupos abelianos que adem�as poseen2 estructura de OX(X)-m�odulo.

2Dado φ ∶F → G y λ ∈ Γ(X,OX), de�nimos λφ como el mor�smo de OX -m�odulos
que en el abierto U ⊆X est�a dado por (λφ)(s) ∶= λ∣U ⋅ s ∀s ∈F(U).
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Ejemplos m�as usados

Podemos generalizar muchas construcciones cl�asicas al contexto de OX -m�odulos,
en ocasiones considerando el haz asociado al prehaz en cuesti�on:

1 La noci�on de sub-OX -m�odulo E ⊆F , y el OX -m�odulo cociente F /E (haz
asociado).

2 Dado φ ∈ HomOX
(F ,G ), los haces ker(φ), Im(φ) y coker(φ) son

OX -m�odulos (haz asociado para los dos �ultimos). Luego, podemos hablar de
sucesiones exactas de OX -m�odulos.

3 Si {Fi}i∈I es una colecci�on arbitraria de OX -m�odulos, la suma directa

⊕i∈I Fi es un OX -m�odulo.

4 El producto tensorial F ⊗OX
G es el haz asociado al prehaz

U ↦F (U) ⊗OX(U) G (U).
5 El prehaz de grupos abelianos U ↦ HomOU

(F ∣U ,G ∣U) ya es un haz, y lo
denotamos ℋℴ𝓂OX

(F ,G ) o ℋℴ𝓂(F ,G ).
6 El OX -m�odulo dual de F est�a dado por F∨ ∶=ℋℴ𝓂OX

(F ,OX).
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Ejemplos m�as usados

7 Podemos hablar del �algebra tensorial, exterior y sim�etrica de OX -m�odulos.
Por ejemplo, para d ∈ N≥1 la potencia exterior ⋀dF es el haz asociado al
prehaz U ↦ ⋀d F (U).

8 F es libre si F ≅ O⊕IX
def= ⊕i∈I OX para cierto conjunto de ��ndices I. El

cardinal de I es el rango de F .

9 F es localmente libre si existe un cubrimiento abierto X = ⋃i∈I Ui tal que
F ∣Ui ≅ O⊕riUi

. Si X es conexo, todos los ri son iguales a un mismo valor r,
llamado el rango de F .

10 Un haz invertible en X es un OX -m�odulo localmente libre L de rango 1,
i.e., tal que L ∣Ui ≅ OUi para cierto cubrimiento {Ui}i∈I de X. En particular,
F ∣Ui ⊗OUi

L ∣Ui ≅F ∣Ui para todo i ∈ I.
11 Un haz de ideales I es un sub-OX -m�odulo de OX , i.e., I(U) es un ideal

de OX(U) para todo abierto U ⊆X.

13 / 16



Pullback y Pushforward

Consideremos un mor�smo de espacios anillados (f,φ) ∶ (X,OX) Ð→ (Y,OY ),
i.e., f ∶X → Y continua y φ ∶ OY → f∗OX mor�smo de haces de k-�algebras, dado

en cada abierto V ⊆ Y por φV ∶ OY (V ) → f∗OX(V )def= OX(f−1(V )).
Sea F un OX -m�odulo en X y G un OY -m�odulo en Y . Entonces:

El haz imagen directa (o pushforward) f∗F es un f∗OX -m�odulo. Dado
que poseemos φ ∶ OY → f∗OX podemos de�nir una estructura de
OY -m�odulo en f∗F .

El haz imagen inversa f−1G es un f−1OY -m�odulo. La adjunci�on entre f−1 y
f∗ hace corresponder φ con un �unico ψ ∶ f−1OY → OX , y as�� OX es dotado
de estructura de f−1OY -m�odulo. Luego, por extensi�on de escalares

obtenemos el pullback de G :

f∗G ∶= f−1G ⊗f−1OY
OX .

Adjunci�on a nivel de espacios anillados

Tal como antes, f∗ y f∗ son functores adjuntos:

HomOX
(f∗G ,F ) ≅ HomOY

(G , f∗F ).
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Entra en escena la estrella de

la pel��cula...
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El haz can�onico

SeaX = Rn (o variedad diferenciable) y OX ∶= C∞X . Si elegimos coordenadas

(locales) x1, . . . , xn de X y denotamos por dx1, . . . ,dxn sus diferenciales,

entonces el haz cotangente Ω1
X est�a de�nido por:

Para cada abierto U ⊆X, los elementos de Ω1
X(U) son 1-formas diferenciales

ω(x) =
n

∑
j=1

fj(x) dxj , donde fj ∈ OX(U).

As��, Ω1
X ∣U ≅ O⊕nU , i.e., Ω1

X haz localmente libre de rango n = dimR(X).
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El haz can�onico

M�as generalmente, podemos considerar el haz ΩdX ∶= ⋀dΩ1
X de d-formas

diferenciales, cuyas secciones sobre el abierto U ⊆X son de la forma

ω(x) = ∑
1≤j1<⋯<jd≤n

fj1,...,jd(x) dxj1 ∧⋯ ∧ dxjd , donde fj1,...,jd ∈ OX(U).

As��, ΩdX es un haz localmente libre de rango (nd). En particular,

ωX ∶= ΩnX
def= ⋀nΩ1

X

es un haz invertible, que llamamos el haz can�onico de X. El haz dual

TX ∶=ℋℴ𝓂OX
(Ω1

X ,OX)

es el haz tangente de X, con secciones llamadas campos vectoriales.

Leitmotiv de la Geometr��a Algebraica Moderna

Toda la geometr��a de X deber��a estar gobernada por ωX .
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