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Motivaci�on (Jean Leray, 1945)

Hay varias propiedades locales de las funciones. Por ejemplo, si U ⊆ C es

abierto no-vac��o y g ∶ U → C funci�on holomorfa tal que g(z) ≠ 0 ∀z ∈ U

¿Existe f ∶ U → C funci�on holomorfa tal que g = ef?

La respuesta depende del abierto U . Por ejemplo,

(a) Si U = C la respuesta es s��: f(z) ∶= ∫ z
1

g′(s)
g(s) ds funciona.

(b) Si U = C∗ la respuesta es no: si g = IdC∗ , la existencia de f implicar��a

que existe un logaritmo complejo de�nido en C∗ (imposible).

Localmente la respuesta es simpre a�rmativa: tomar cualquier logaritmo en

un peque�no disco D(z0, ε) ⊆ U y considerar f ∶= log(g) en D(z0, ε).

Leitmotiv de la Teor��a de Haces

Considerar propiedades locales y obtener enunciados globales.
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Recuerdos de Topolog��a

Sea (X,τ) un espacio topol�ogico no-vac��o. Un sub-conjunto de abiertos

B ⊆ τ es una base si:

(A1) Los elementos de B cubren X, i.e., X = ⋃
U∈B

U .

(A2) Para todos U,V ∈B y todo x ∈ U ∩ V , existe W ∈B tal que

x ∈W ⊆ U ∩ V .

Ejemplo: Sea X = Rn (o cualquier espacio m�etrico) con la topolog��a eu-

clideana, entonces B = {bolas abiertas} es una base.

Rec��procamente, si B es una familia de sub-conjuntos de X que veri�ca

(A1) y (A2), las uniones arbitrarias de elementos de B de�nen la topolog��a

generada por B.

Usaremos esta construcci�on hoy para topologizar el espacio �etal�e.
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Prehaces

Un prehaz F en un espacio topol�ogico X consiste en:

1 Para todo abierto U ⊆X, un conjunto F (U).
2 Para cada inclusi�on de abiertos U ↪ V , una aplicaci�on de restricci�on

rV,U ∶F (V ) Ð→F (U)
sz→ rV,U(s) def= s∣U

veri�cando que

(a) Si U ↪ V ↪W son inclusiones de tres abiertos en X, entonces las
restricciones

F (W )

rW,U

$$

rW,V

// F (V ) rV,U

// F (U)

conmutan, i.e., rW,U = rV,U ○ rW,V .
(b) Para todo abierto U ⊆X, se tiene que rU,U = IdF(U).
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Secciones de un prehaz

Los elementos s ∈F (U) son llamados secciones de F sobre U .

Por motivos que discutiremos m�as adelante, en la pr�actica se utilizan tres

notaciones para denotar el conjunto de las secciones de F sobre U :

F (U) def= Γ(U,F ) def= H0(U,F ).

Frecuentemente, por �secciones de F � nos referiremos al caso U = X. Los

elementos de Γ(X,F ) son llamados secciones globales de F .

Ejercicio: Recordemos que Top(X) es la categor��a cuyos objetos son los

abiertos de X y cuyos mor�smos son inclusiones. Probar que un prehaz es

equivalente a un functor contravariante

F ∶ Top(X) →Conj.

Cultura general: Esta observaci�on es clave para de�nir el concepto de

Topolog��a de Grothendieck, donde se cambia Top(X) por otras categor��as.
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Ejemplos

1 Sea X = Rn (o una variedad diferenciable) y F = C∞ el prehaz con

C∞(U) ∶= {f ∶ U Ð→ R funci�on diferenciable},
que es una R-�algebra. Aqu��, rV,U ∶ C∞(V ) → C∞(U), f ↦ f ∣U es la

restricci�on usual de funciones.

2 Sea S conjunto �jo. El prehaz constante F ∶= S est�a dado por

S(U) def=F (U) ∶= S para todo abierto U ⊆X, y donde rV,U = IdS .
3 Sea S conjunto �jo. Si U ⊆X abierto, una funci�on f ∶ U → S es

localmente constante si ∀x ∈ U existe una vecindad abierta x ∈ Vx ⊆ U
tal que f ∣Vx es una funci�on constante1. El prehaz de funciones

localmente constantes F ∶= S est�a dado por

S(U) ∶= {f ∶ U → S funci�on localmente constante},
donde las restricciones son las restricciones usuales de funciones.

1e.g. En R∗ = R ∖ {0}, la funci�on sgn(x) ∶= x/∣x∣ es localmente constante.
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Ejemplos

4 Sea S un conjunto �jo y {∗} un singleton �jo, y sea x0 ∈X un punto.

El prehaz rascacielo, denotado ιx0(S) o ιx0,∗(S), est�a dado por

(ιx0(S))(U) ∶= {
{∗} si x0 ∉ U
S si x0 ∈ U

Queda como Ejercicio describir las aplicaciones de restricci�on rV,U .

Estructura algebraica adicional

Consideraremos prehaces F tales que F (U) posee una estructura extra, y

los mor�smos de restricci�on la preservan. E.g., un prehaz en grupos es un

prehaz F tal que F (U) es un grupo para todo abierto U ⊆X, donde las

rV,U ∶F (V ) Ð→F (U), s↦ s∣U
son mor�smos de grupos, y donde adicionalmente imponemos F (∅) = {0}
es el grupo trivial. De manera an�aloga, se de�ne la noci�on de prehaz en

grupos abelianos, en k-espacios vectoriales, en k-�algebras, etc.
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Morfismo de prehaces

Sean F y G dos prehaces en X con valores en la misma categor��a C 2. Un

mor�smo de prehaces φ ∶F → G consiste en:

1 Para todo abierto U ⊆X, un mor�smo φU ∶F (U) → G (U) en C .

2 Para cada inclusi�on de abiertos U ↪ V , el diagrama

F (V ) φV //

rV,U

��

G (V )
rV,U

��

F (U) φU // G (U)

es conmutativo, i.e., φV (s)∣U = φU(s∣U) para toda s ∈F (V ).

2e.g. C =Conj o C =Ab, etc.
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Ejemplo de morfismo de prehaces

Sea G grupo abeliano, y sea G (resp. G) el prehaz de funciones const. (resp.

loc. const.) en X con valores en G. Hay un mor�smo de prehaces

φ ∶ GÐ→ G,

donde para U ⊆ X abierto, el mor�smo φU ∶ G(U) Ð→ G(U) env��a g ∈
G(U) def= G en la funci�on (globalmente) constante f ∶ U → G, x↦ f(x) = g.

Notar que si U = U1 ∐U2 es uni�on disjunta de dos abiertos U1, U2 ⊆X,

U = ∐

U1 U2

y si G es un grupo no-trivial con g1 ≠ g2 elementos de G, entonces

f(x) = { g1 si x ∈ U1

g2 si x ∈ U2

es loc. constante en U , pero no es constante en U (i.e., φU no es isom.)
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Operaciones b�asicas

Sean F y G dos prehaces de grupos abelianos en X, y sea φ ∶ F → G
un mor�smo de prehaces. Para todo abierto U ⊆ X de�nimos los prehaces

kerφ e Imφ mediante

(kerφ)(U) ∶= ker [φU ] e (Imφ)(U) ∶= Im [φU ] ,

donde φU ∶F (U) Ð→ G (U).
Un prehaz E es un sub-prehaz de F , y escribimos E ⊆F , si E (U) ⊆F (U)
es un sub-grupo abeliano para todo abierto U ⊆ X y si las restricciones de

E son las inducidas por las de F . En particular, kerφ ⊆F e Imφ ⊆ G son

sub-prehaces.

Finalmente, para todo sub-prehaz E ⊆F de�nimos el prehaz cociente y el

prehaz cokernel mediante

(F /E )(U) ∶=F (U)/E (U) y (cokerφ)(U) ∶= G (U)/(Imφ)(U)

para todo abierto U ⊆X.
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Henri Cartan & Jean-Pierre
Serre notan la importancia de
la noci�on de Haz3 en Geometr��a

Algebraica (1952�1953)

3o Gavilla, Sheaf (ingl�es), Faisceau (franc�es), Feixe (portugu�es), Fascio (italiano).
10 / 20



Motivaci�on

Sea X = Rn y C∞ el prehaz de funciones diferenciables en X. Dado x ∈X,

los g�ermenes de funciones diferenciables en x son clases de equiv. de pares

{(f,U), donde x ∈ U abierto y f ∈ C∞(U)},

con (f,U) ∼ (g, V ) si existe un abierto x ∈W ⊆ U ∩ V tal que f ∣W = g∣W .

W

f

g
x

El conjunto de g�ermenes de funciones diferenciables en x ∈ X se llama el

tallo de C∞ en x, y se denota C∞x . Queda como Ejercicio probar que C∞x
es un anillo local con ideal maximal dado por mx = {f ∈ C∞x , f(x) = 0}.
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Tallos y G�ermenes

Sea F un prehaz en X. El tallo4 de F en un punto x ∈X est�a dado por

Fx ∶= limÐ→
U∋x

F (U) def=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

∐
U⊆X abierto
tal que x∈U

F (U)
⎞
⎟⎟⎟
⎠
/ ∼,

donde

Para s ∈ F (U) y t ∈ F (V ) se tiene que (s,U) ∼ (t, V ) en Fx si

existe un abierto x ∈W ⊆ U ∩ V tal que s∣W = t∣W en F (W ).
Si U es una vecindad abierta del punto x ∈ X y s ∈ F (U), denotamos por

sx = [(s,U)] la clase de s en el tallo Fx y la llamamos el germen de la

secci�on s en el punto x ∈X.

4En ingl�es, stalk.
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Definici�on de Haz

Sea F un prehaz de grupos abelianos en X. Decimos que F es un haz si

se cumplen las siguientes condiciones para todo abierto U ⊆X:

1 Pegado. Si U = ⋃i∈I Ui es un cubrimiento abierto, y si si ∈F (Ui) son
secciones tales que si∣Ui∩Uj = sj ∣Ui∩Uj para todos i, j ∈ I. Entonces,
existe una secci�on s ∈F (U) tal que s∣Ui = si para todo i ∈ I.

2 Unicidad. Si U = ⋃i∈I Ui es un cubrimiento abierto, y si s ∈F (U) es
una secci�on sobre U tal que s∣Ui = 0 en F (Ui) para todo i ∈ I.
Entonces, s = 0 en F (U).

Por de�nici�on, un mor�smo de haces φ ∶ F → G es s��mplemente un

mor�smo entre los prehaces subyacentes.

De�nici�on intuitiva

Un haz es un prehaz donde exigimos que secciones locales si en abiertos Ui

que cubren un abierto U , y que coinciden en las intersecciones Ui ∩Uj ,

puedan pegarse de manera �unica en una secci�on s sobre el abierto U .
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Ejemplos

1 El prehaz C∞ de funciones diferenciables es un haz.

2 Sean X e Y espacios topol�ogicos. El prehaz C (X;Y ) en X que

asocia a cada abierto U ⊆X el conjunto

C (X;Y )(U) def= {f ∶ U → Y funci�on continua}
es un haz5.

3 Sea G un grupo abeliano. El prehaz constante G no siempre es un

haz. E.g., si U = U1 ∐U2 es uni�on disjunta de dos abiertos no-vac��os,

∣G∣ ≥ 2, y si gi ∈ G(Ui) def= G son elementos diferentes con i = 1,2.
Entonces, no existe g ∈ G(U) def= G tal que g∣U1 = g1 y g∣U2 = g2.

4 Sea G un grupo abeliano. El prehaz G de funciones localmente

constantes en X con valores en G, es un haz.

5 Ejercicio: Sea G un grupo abeliano y x0 ∈X un punto. Probar que el

prehaz rascacielo ιx0(G) es un haz.
5Esto es consecuencia del �pasting lemma� en topolog��a.

14 / 20



Kernel es un haz

Sea φ ∶ F → G un mor�smo de haces de grupos abelianos. Entonces, el

prehaz kerφ es siempre un haz:

Sea U ⊆ X un abierto y U = ⋃i∈I Ui un cubrimiento abierto. Considere-

mos secciones si ∈ F (Ui) tales que si ∈ (kerφ)(Ui) para todo i ∈ I, i.e.,
φUi(si) = 0 en G (Ui). Si tenemos que

si∣Ui∩Uj = sj ∣Ui∩Uj en F (Ui ∩Uj) para todos i, j ∈ I,

entonces el hecho que F es un haz implica que existe una �unica secci�on

s ∈F (U) tal que s∣Ui = si para todo i ∈ I. M�as a�un, tenemos que

φU(s)∣Ui = φUi(s∣Ui) = φUi(si) = 0 en G (Ui) para todo i ∈ I.

Dado que G es un haz, tenemos que φU(s) = 0 y luego s ∈ (kerφ)(U).
Ejercicio 1.3.20 del Apunte: Probar que Imφ no necesariamente es un haz.
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Nos gustar��a poder definir un
haz imagen.

¿C�omo construir un haz a
partir de un prehaz?

15 / 20



G�ermenes compatibles

Sea F un prehaz de grupos abelianos en X. De�nimos el prehaz F+ en

X como el prehaz que asocia a cada abierto U ⊆ X al grupo F+(U) de
�g�ermenes compatibles� de F sobre U . M�as formalmente,

F+(U) ∶= {(sx)x∈U ∈ ∏
x∈U

Fx tal que (⋆)} ,

donde la condici�on de compatibilidad (⋆) est�a dada por

(⋆) Para todo x ∈ U , existe una vecindad abierta V ⊆ U de x y

una secci�on σ ∈ F (V ) tal que los g�ermenes σy = sy coinciden en

Fy para todo y ∈ V .
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G�ermenes compatibles

En t�erminos geom�etricos, tenemos que:

U

V1
V2x1

sx1
σ1 σ2

x2

sx2

M�as a�un, para todo prehaz F hay un mor�smo natural j ∶ F → F+ que

para todo abierto U ⊆X y toda secci�on s ∈F (U) asocia jU(s) ∶= (sx)x∈U ,
el conjunto de g�ermenes sx ∈Fx para todo x ∈ U .

17 / 20



Proposici�on: F + es un haz en X

De�nimos el espacio �etal�e de F como el conjunto �Et(F ) ∶= ∐x∈X Fx, que viene
dotado de una proyecci�on natural π ∶ �Et(F ) →X.

x

Fx

U

σ π

σ(U)

�Et(F )

X

Una secci�on s ∈F (U) de�ne una funci�on σ ∶ U Ð→ �Et(F ), xz→ sx ∈Fx.

Los subconjuntos de la forma σ(U) veri�can (A1) y (A2), y topologizan �Et(F ).
Finalmente, F+(U) coincide con el conjunto de funciones σ ∶ U → �Et(F ) contin-
uas para dicha topolog��a. Luego, F+ es un haz en X.
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Lema: jU ∶F (U)
≃
Ð→F +(U), s↦ (sx)x∈U si F haz

Supongamos que F es un haz, y sea U ⊆X abierto.

Inyectividad: Sea s ∈F (U) con jU(s) def= (sx)x∈U = 0 en F+(U).
Por de�nici�on de Fx, ∃U = ∪i∈IUi cubrimiento abierto con s∣Ui = 0
para todo i ∈ I. Luego, s = 0 pues F haz.

Sobreyectividad: Sean (sx)x∈U ∈F+(U) g�ermenes compatibles.

Por de�nici�on, ∃U = ∪i∈IUi cubrimiento abierto y σi ∈F (Ui) con
(σi)x = sx para todo x ∈ Ui. Luego, (σi)x = (σj)x para x ∈ Ui ∩Uj .

Como jU inyectiva, σi∣Ui∩Uj = σj ∣Ui∩Uj ∀i, j ∈ I y luego ∃! σ ∈F (U)
con σ∣Ui = σi para todo i ∈ I (pues F haz). As��, σx = sx ∀x ∈ U .
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Teorema: Haz asociado a un prehaz

Sea F un prehaz de grupos abelianos en X. Entonces, el haz F+ junto con el
mor�smo can�onico j ∶F →F+ cumplen la propiedad universal siguiente:

Para todo haz G en X y todo mor�smo de prehaces φ ∶ F → G , ∃!
mor�smo de haces φ+ ∶F+ → G tal que

F
φ
//

j

��

G

F+

∃! φ+

==

es un diagrama conmutativo.

As��, el par (F+, j) es �unico m�odulo un �unico isomor�smo. Diremos que F+ es el
haz asociado a F (o haci�caci�on de F ).

Functorialidad de j: todo mor�smo de prehaces φ ∶ F → G induce un mor�smo
de haces φ+ ∶ F+ → G + tal que j ○ φ = φ+ ○ j. Adem�as, si G es un haz entonces
j ∶ G ∼Ð→ G + (Lema anterior), lo que da el φ+ del enunciado. La Unicidad de φ+

queda como Ejercicio.
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