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MOTIVACION HISTORICA



GEOMETRIA DIFERENCIAL

Una variedad diferenciable M estd dada por

o Cartas locales: homeomorfismos ; : U; — V; := ;(U;) € R,

o Cambios de carta: 1);j := @; o (p;l, de clase €% en ;(U;nU;) € R™.

Asi, M luce localmente como R™.
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VARIEDADES DIFERENCIABLES

Rn

vi(U;)




FUNCIONES DIFERENCIABLES

f: M — R es una funcién diferenciable si para toda carta local ; : U; —
V; la composicién

Fi=fop;m:V;cR" —R, x=(z1,...,2,) — Fj(x)
es de clase €.

Ejemplo: las funciones coordenada z; : U; - R, definidas por ¢;(p) =
(z1(p), ..., zn(p)), son diferenciables.

Si conocemos todas las posibles funciones diferenciables en una variedad
M, entonces podemos conocer dicha variedad al determinar las funciones
coordenada en cada carta.




OBSERVACION CLAVE (A. GROTHENDIECK)

Hay 2 formas equivalentes de definir qué es una variedad diferenciable M:
© A partir de un atlas (i.e., cartas locales y cambios de cartas).

@ A partir de un “haz” # = 6;; de funciones regulares
U c M abierto » F(U) =6y, (U) :={f: U — R},

tal que Vp € M existen abiertos p e U, € M y V,, € R" con
€y (Uy) =2 €>(V,) isomorfas como R-dlgebras.

El segundo punto de vista (menos tradicional) sefiala que M estd determinada por
todas sus funciones regulares.

Ventaja matematica

Permite cambiar R por otros cuerpos
(jo incluso anillos!): son los primeros
pasos de la geometria algebraica.

A. GROTHENDIECK (1928-2014). Medalla Fields 1966.



§1.1 CATEGORIAS Y FUNCTORES


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.1

CATEGORIAS E ISOMORFISMOS

Una categoria ¢ consiste en:
© Una coleccién de objetos, denotada Obj(%).

@ Para todo par de objetos A, B en €, un conjunto Home (A, B) cuyos
elementos son llamados morfismos, tales que:

(a) existe una composicién
Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C), (f,9) — go f;

(b) la composicion es asociativa, i.e., (go f)oh=go (foh);

(c) todo objeto A posee un (tnico) morfismo Id 4 € Hom(A, A) neutro
para o.

Isomorfismos

Un isomorfismo es un morfismo f € Hom(A, B) tal que 3! g € Hom(B, A) con

fog=1Idgy go f=1Idu; escribimos A~ B. Un automorfismo de A es un
isomorfismo en Hom(A, A).

Abuso de notacion: los Hom (A, B) son conjuntos arbitrarios, pero es comiin denotar p: A - B
cuando ¢ € Hom(A, B), y escribir “A € 4" cuando A € Obj(¥%).
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EJEMPLOS DE CATEGORIAS

Las categorias mas comunes que usaremos son:

@ Conj, la categoria de Q Vecy, la categoria de
conjuntos. k-espacios vectoriales.
Q Anillos, la categoria de anillos. @ A-Mod, la categoria de
. . A-médulos.
© An, la categoria de anillos . _
conmutativos con unidad. Q Top, la categoria de espacios
topoldgicos.

Q@ Grp, la categoria de grupos.
Q@ Man™, la categoria de

_ variedades diferenciables (de
abelianos. clase €).

© Ab, la categoria de grupos

Cada una con sus morfismos evidentes (Ejercicio: describirlos).



EJEMPLOS IMPORTANTES

Categoria de A-médulos

La categoria A-Mod cumple que cada Hom 4 (M, N') es un grupo abeliano.
M4ds adelante, diremos que A-Mod es una categoria abeliana. Notar que si
A =k entonces k-Mod = Vecy, y si A =7 entonces Z-Mod = Ab.

Categoria asociada a un espacio topolégico

Sea X un espacio topolégico. Definimos la categoria Top(X) como la
categoria cuyos objetos son los abiertos de X, y cuyos morfismos son:

{t:U=>V} siUcV

Hom(U, V) :{ @ SiU¢V

(Ejercicio: describir la composicién de morfismos).
v
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FUNCTORES COVARIANTES Y CONTRAVARIANTES

Un functor covariante F' : ¥ — & asigna a cada A € Obj(%) un ob-
jeto F(A) € Obj(2), y a cada morfismo f: A - B en € un morfismo
F(f): F(A) - F(B) en 2, de manera compatible con la identidad y la
composicion:

(a) F(Ida) = Idp(4) para todo A € Obj(¢);

(b) F(gof)=F(g)oF(f) paratodos f:A—->Byg:B—Cen%.

En particular, si A~ B en €, entonces F/(A) 2 F(B) en 2.

Functor contravariante
F : ¢ — 2 es contravariante si invierte las flechas: a f € Homg (A, B) le
asocia FI(f): F(B) > F(A), y entonces F(go f)=F(f)o F(g).
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EJEMPLOS DE FUNCTORES

© Functor identidad: Idy : 4 — % definido por Id¢(A)=Ay
Ide (f) = f.

@ Functores de olvido: permiten “olvidar” estructura extra. E.g.,

An — Conj asocia al anillo (A, +,-) el conjunto A subyacente, y al
morfismo de anillos f: A — B la funcién f.

© Extension de escalares: si A€ Any B es una A-dlgebra, entonces
F:A-Mod — B-Mod, M — M ®4 B

es un functor covariante.

10 /18



PULLBACK Y PUSHFORWARD

Sea A un anillo abeliano y P un A-mdédulo.

Q F: A-Mod —» Ab, M — Hom (M, P) es contravariante y se denota
Homu( -, P). Si f: M — N es un morfismo en A-Mod, el morfismo

F(f)= f* es el pullback de f:

f*:Homa(N, P) — Homa (M, P), o~ po f.

Q@ F:A-Mod —» Ab, M — Homy (P, M) es covariante y se denota
Homu (P, - ). Si f: M — N es un morfismo en A-Mod, el morfismo
F(f)= f. es el pushforward de f:

f+ :Homy (P, M) — Homa(P,N), ¢~ foq.
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31.2 TRANSFORMACIONES
NATURALES Y FUNCTORES
ADJUNTOS

., CUANDO DOS CATEGORIAS ¥ Y ¥
SON “ISOMORFAS”?


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2

TRANSFORMACION NATURAL ENTRE FUNCTORES

Sean F': ¢ - P2y G:% — 2 dos functores covariantes.

Una transformacion natural ¢ : F' - G es una colecciéon de aplicaciones
{wa : F(A) » G(A)} aconj(#) compatibles con los morfismos entre ellos:

Para todo f: A — B morfismo en Homy (A, B) el diagrama

F(a) 22, p(B)

@Al =
G(f)

G(A) — G(B)
es conmutativo (i.e. ppo F(f)=G(f)owpa).

En particular, si cada ¢4 : F(A) = G(A) es un isomorfismo en & entonces
decimos que ¢ : F = G es un isomorfismo natural entre F y G.
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EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS

SiF:o - By G: A — € son functores covariantes, su composicion
GoF :a — € se define por (Go F)(A) := G(F(A)) y (Go F)(f) :=
G(F(f))-

Categorias equivalentes

Decimos que ¥ y Z son equivalentes si existen functores covariantes
F:%—>%2yG:2— % eisomorfismos naturales

GoF 51dy y FoGS51dg.

En este caso, decimos que F'y G definen una equivalencia de categon’as.)

Ejercicio: sean ¥}, la categoria con objetos {k"} ey y Hom(k™, k™) := Myun(k),
y Vecﬁn la de k-espacios vectoriales de dimensién finita. Verificar que el functor
“elegir base” define una equivalencia ¥} ~ Vecgn.
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EJEMPLO FUNDAMENTAL

Mas adelante, veremos que para un cuerpo k:

Hay una equivalencia entre las categorias de “variedades algebraicas
afines sobre k" y de “k-algebras (abelianas) finitamente generadas y
reducidas (i.e. sin nilpotentes no-nulos)”.

Esto permitira generalizar al contexto algebraico la equivalencia entre las
dos formas posibles de definir una variedad diferenciable (cf. primera parte
de esta clase).
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ADJUNCION EN ANALISIS FUNCIONAL

Si w: H — H es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,
el Teorema de representacién de Riesz (1907) implica que existe un tnico
uw* : H — H lineal acotado, el adjunto de u, tal que

(u(f),g9)=(f,u"(g)) paratodos f,ge H.

Esta nocién se generaliza naturalmente al contexto de categorias:
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FUNCTORES ADJUNTOS

Sean F: € - 2y G: 2 — € functores covariantes. Decimos que (F,G)
es un par de functores adjuntos si YA € Obj(%¢), B € Obj(Z) hay una
biyeccion natural

Tap : Homg(F(A), B) = Homy (A, G(B)),

i.e.,si f:As > A1y g: By — By son morfismos en €'y 2, resp., entonces:
Hom@(F(Al), Bl) TNBK HOHIcg(Al, G(Bl))

l

HOIH@(F(AQ), Bg) WNBJ HOHIcg(AQ, G(Bz))

es conmutativol. En este caso, decimos que F es el adjunto izquierdo de
G, y que G es el adjunto derecho de F, y escribimos F' - G.

!a flecha vertical izquierda se obtiene mediante F(f): F(Az) — F(A;) al
considerar un morfismo h: F'(A1) — By y asociarle goho F(f): F(Az) — Bo.
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ADJUNCION ENTRE (-)®4 N Y Homa(N, -)

Sean A un anillo y M, N, P tres A-médulos, y sea Bils(M x N, P) el conjunto
de aplicaciones A-bilineales B : M x N — P. La propiedad universal de ® 4 y el
morfismo B —~ B : M — Homu (N, P), m ~ B(m, -) dan dos descripciones del
mismo objeto:

Homy (M ®4 N, P) 2 Bily(M x N, P) = Homu(M,Homu (N, P)),

es decir,
Homa (M ®4 N, P) 2 Homy(M,Homyu (N, P)) (»)
———— - ——
=F(M) =G(P)

Con un poco de paciencia, se verifica que (x) es functorial, y asi

F: A-Mod — A-Mod y G : A-Mod — A-Mod
M— Mes N P — Homu (N, P)

son adjuntos para todo N fijjo: (-)®4 N 4 Homa (N, -).
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ESPACIO DUAL EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Caso particular importante

Si A=k es un cuerpoy U, V, W son k-espacios vectoriales de dimensién
finita, entonces? Homy (V. W) 2 V* ®; W, y por ende

Homy (U ®; V, W) = Homy (U, V* @, W).

En geometria, la notacién (- )* se reserva para el pullback, por lo que el
espacio dual de un k-e.v. serd denotado V'V, y el isomorfismo anterior se
reescribe como:

Homk(U ®r V, W) = HOHlk(U7 VY (8 W)

Explicitamente, V* ® W — Homy (V, W) envia el tensor simple ¢ ® w en la
aplicacién lineal v — p(v)w; es inyectiva entre espacios de la misma dimensién finita, y
luego un isomorfismo.
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