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Motivaci�on hist�orica
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Geometr��a Diferencial

Una variedad diferenciable M est�a dada por

Cartas locales: homeomor�smos φi ∶ Ui
∼Ð→ Vi ∶= φi(Ui) ⊆ Rn,

Cambios de carta: ψij ∶= φi ○ φ−1j , de clase C∞ en φj(Ui ∩Uj) ⊆ Rn.

As��, M luce localmente como Rn.
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Variedades diferenciables
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Funciones diferenciables

f ∶M → R es una funci�on diferenciable si para toda carta local φi ∶ Ui
∼Ð→

Vi la composici�on

Fi ∶= f ○ φ−1i ∶ Vi ⊆ Rn Ð→ R, x = (x1, . . . , xn) z→ Fi(x)

es de clase C∞.

Ejemplo: las funciones coordenada xj ∶ Ui → R, de�nidas por φi(p) =
(x1(p), . . . , xn(p)), son diferenciables.

Leitmotiv

Si conocemos todas las posibles funciones diferenciables en una variedad

M , entonces podemos conocer dicha variedad al determinar las funciones

coordenada en cada carta.
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Observaci�on clave (A. Grothendieck)

Hay 2 formas equivalentes de de�nir qu�e es una variedad diferenciable M :

1 A partir de un atlas (i.e., cartas locales y cambios de cartas).

2 A partir de un �haz� F ∶= C∞M de funciones regulares

U ⊆M abierto↦F (U) = C∞M (U) ∶= {f ∶ U Ð→ R},
tal que ∀p ∈M existen abiertos p ∈ Up ⊆M y Vp ⊆ Rn con
C∞M (Up) ≅ C∞(Vp) isomorfas como R-�algebras.

El segundo punto de vista (menos tradicional) se�nala que M est�a determinada por
todas sus funciones regulares.

Ventaja matem�atica

Permite cambiar R por otros cuerpos

(¡o incluso anillos!): son los primeros
pasos de la geometr��a algebraica.

A. Grothendieck (1928�2014). Medalla Fields 1966.
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�1.1 Categor��as y functores
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Categor��as e isomorfismos

Una categor��a C consiste en:

1 Una colecci�on de objetos, denotada Obj(C ).
2 Para todo par de objetos A,B en C , un conjunto HomC (A,B) cuyos

elementos son llamados mor�smos, tales que:

(a) existe una composici�on
Hom(A,B) ×Hom(B,C) Ð→ Hom(A,C), (f, g) z→ g ○ f ;

(b) la composici�on es asociativa, i.e., (g ○ f) ○ h = g ○ (f ○ h);
(c) todo objeto A posee un (�unico) mor�smo IdA ∈ Hom(A,A) neutro

para ○.

Isomor�smos

Un isomor�smo es un mor�smo f ∈ Hom(A,B) tal que ∃! g ∈ Hom(B,A) con
f ○ g = IdB y g ○ f = IdA; escribimos A ≅ B. Un automor�smo de A es un
isomor�smo en Hom(A,A).

Abuso de notaci�on: los Hom(A,B) son conjuntos arbitrarios, pero es com�un denotar φ ∶ A → B

cuando φ ∈ Hom(A,B), y escribir �A ∈ C � cuando A ∈ Obj(C ).
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Ejemplos de Categor��as

Las categor��as m�as comunes que usaremos son:

1 Conj, la categor��a de

conjuntos.

2 Anillos, la categor��a de anillos.

3 An, la categor��a de anillos

conmutativos con unidad.

4 Grp, la categor��a de grupos.

5 Ab, la categor��a de grupos

abelianos.

6 Veck, la categor��a de

k-espacios vectoriales.

7 A-Mod, la categor��a de

A-m�odulos.

8 Top, la categor��a de espacios

topol�ogicos.

9 Man∞, la categor��a de

variedades diferenciables (de

clase C∞).

Cada una con sus mor�smos evidentes (Ejercicio: describirlos).
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Ejemplos importantes

Categor��a de A-m�odulos

La categor��a A-Mod cumple que cada HomA(M,N) es un grupo abeliano.

M�as adelante, diremos que A-Mod es una categor��a abeliana. Notar que si

A = k entonces k-Mod =Veck, y si A = Z entonces Z-Mod =Ab.

Categor��a asociada a un espacio topol�ogico

Sea X un espacio topol�ogico. De�nimos la categor��a Top(X) como la

categor��a cuyos objetos son los abiertos de X, y cuyos mor�smos son:

Hom(U,V ) = { {ι ∶ U ↪ V } si U ⊆ V
∅ si U /⊆ V

(Ejercicio: describir la composici�on de mor�smos).
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Functores covariantes y contravariantes

Un functor covariante F ∶ C Ð→ D asigna a cada A ∈ Obj(C ) un ob-

jeto F (A) ∈ Obj(D), y a cada mor�smo f ∶ A → B en C un mor�smo

F (f) ∶ F (A) → F (B) en D , de manera compatible con la identidad y la

composici�on:

(a) F (IdA) = IdF (A) para todo A ∈ Obj(C );
(b) F (g ○ f) = F (g) ○ F (f) para todos f ∶ A→ B y g ∶ B → C en C .

En particular, si A ≅ B en C , entonces F (A) ≅ F (B) en D .

Functor contravariante

F ∶ C → D es contravariante si invierte las �echas: a f ∈ HomC (A,B) le
asocia F (f) ∶ F (B) → F (A), y entonces F (g ○ f) = F (f) ○ F (g).
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Ejemplos de functores

1 Functor identidad: IdC ∶ C → C de�nido por IdC (A) = A y

IdC (f) = f .
2 Functores de olvido: permiten �olvidar� estructura extra. E.g.,

An→Conj asocia al anillo (A,+, ⋅) el conjunto A subyacente, y al

mor�smo de anillos f ∶ A→ B la funci�on f .

3 Extensi�on de escalares: si A ∈An y B es una A-�algebra, entonces

F ∶ A-ModÐ→ B-Mod, M z→M ⊗A B

es un functor covariante.
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Pullback y Pushforward

Sea A un anillo abeliano y P un A-m�odulo.

4 F ∶ A-Mod→Ab, M ↦ HomA(M,P ) es contravariante y se denota

HomA( ⋅ , P ). Si f ∶M → N es un mor�smo en A-Mod, el mor�smo

F (f) def= f∗ es el pullback de f :

f∗ ∶ HomA(N,P ) Ð→ HomA(M,P ), φ↦ φ ○ f.

5 F ∶ A-Mod→Ab, M ↦ HomA(P,M) es covariante y se denota

HomA(P, ⋅ ). Si f ∶M → N es un mor�smo en A-Mod, el mor�smo

F (f) def= f∗ es el pushforward de f :

f∗ ∶ HomA(P,M) Ð→ HomA(P,N), φ↦ f ○ φ.

11 / 18



�1.2 Transformaciones

naturales y functores

adjuntos

¿Cu�ando dos categor��as C y D
son �isomorfas�?

11 / 18

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2


Transformaci�on natural entre functores

Sean F ∶ C → D y G ∶ C → D dos functores covariantes.

Una transformaci�on natural φ ∶ F → G es una colecci�on de aplicaciones

{φA ∶ F (A) → G(A)}A∈Obj(C ) compatibles con los mor�smos entre ellos:

Para todo f ∶ A→ B mor�smo en HomC (A,B) el diagrama

F (A) F (f)
//

φA

��

F (B)
φB

��

G(A) G(f)
// G(B)

es conmutativo (i.e. φB ○ F (f) = G(f) ○ φA).

En particular, si cada φA ∶ F (A) ∼Ð→ G(A) es un isomor�smo en D entonces

decimos que φ ∶ F ∼Ð→ G es un isomor�smo natural entre F y G.
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Equivalencia de categor��as

Si F ∶ A → B y G ∶ B → C son functores covariantes, su composici�on

G ○ F ∶ A → C se de�ne por (G ○ F )(A) ∶= G(F (A)) y (G ○ F )(f) ∶=
G(F (f)).
Categor��as equivalentes

Decimos que C y D son equivalentes si existen functores covariantes

F ∶ C → D y G ∶ D → C e isomor�smos naturales

G ○ F ∼Ð→ IdC y F ○G ∼Ð→ IdD .

En este caso, decimos que F y G de�nen una equivalencia de categor��as.

Ejercicio: sean Vk la categor��a con objetos {kn}n∈N y Hom(kn, km) ∶=Mm×n(k),
y Vecfink la de k-espacios vectoriales de dimensi�on �nita. Veri�car que el functor

�elegir base� de�ne una equivalencia Vk ≃Vecfink .
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Ejemplo Fundamental

M�as adelante, veremos que para un cuerpo k:

Hay una equivalencia entre las categor��as de �variedades algebraicas

a�nes sobre k� y de �k-�algebras (abelianas) �nitamente generadas y

reducidas (i.e. sin nilpotentes no-nulos)� .

Esto permitir�a generalizar al contexto algebraico la equivalencia entre las

dos formas posibles de de�nir una variedad diferenciable (cf. primera parte

de esta clase).
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Adjunci�on en An�alisis Funcional

Si u ∶ H → H es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,

el Teorema de representaci�on de Riesz (1907) implica que existe un �unico

u∗ ∶H →H lineal acotado, el adjunto de u, tal que

⟨u(f), g⟩ = ⟨f, u∗(g)⟩ para todos f, g ∈H.

Esta noci�on se generaliza naturalmente al contexto de categor��as:
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Functores adjuntos

Sean F ∶ C → D y G ∶ D → C functores covariantes. Decimos que (F,G)
es un par de functores adjuntos si ∀A ∈ Obj(C ),B ∈ Obj(D) hay una

biyecci�on natural

τAB ∶ HomD(F (A),B) ∼Ð→ HomC (A,G(B)),

i.e., si f ∶ A2 → A1 y g ∶ B1 → B2 son mor�smos en C y D , resp., entonces:

HomD(F (A1),B1)

��

τA1B1

∼ // HomC (A1,G(B1))

��

HomD(F (A2),B2) τA2B2

∼ // HomC (A2,G(B2))
es conmutativo1. En este caso, decimos que F es el adjunto izquierdo de

G, y que G es el adjunto derecho de F , y escribimos F ⊣ G.

1La �echa vertical izquierda se obtiene mediante F (f) ∶ F (A2) → F (A1) al

considerar un mor�smo h ∶ F (A1) → B1 y asociarle g ○ h ○ F (f) ∶ F (A2) → B2.
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Adjunci�on entre ( ⋅ ) ⊗AN y HomA(N, ⋅ )

Sean A un anillo y M,N,P tres A-m�odulos, y sea BilA(M ×N,P ) el conjunto
de aplicaciones A-bilineales B ∶ M ×N → P . La propiedad universal de ⊗A y el
mor�smo B ↦ B̂ ∶ M → HomA(N,P ), m ↦ B(m, ⋅ ) dan dos descripciones del
mismo objeto:

HomA(M ⊗A N,P ) ≅ BilA(M ×N,P ) ≅ HomA(M,HomA(N,P )),
es decir,

HomA(M ⊗A N´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∶=F (M)

, P ) ≅ HomA(M,HomA(N,P )´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∶=G(P )

) (⋆)

Con un poco de paciencia, se veri�ca que (⋆) es functorial, y as��

F ∶ A-ModÐ→ A-Mod y G ∶ A-ModÐ→ A-Mod

M z→M ⊗A N P z→ HomA(N,P )
son adjuntos para todo N �jo: ( ⋅ ) ⊗A N ⊣ HomA(N, ⋅ ).
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Espacio dual en Geometr��a Algebraica

Caso particular importante

Si A = k es un cuerpo y U,V,W son k-espacios vectoriales de dimensi�on

�nita, entoncesa Homk(V,W ) ≅ V ∗ ⊗k W , y por ende

Homk(U ⊗k V,W ) ≅ Homk(U,V ∗ ⊗k W ).

En geometr��a, la notaci�on ( ⋅ )∗ se reserva para el pullback, por lo que el

espacio dual de un k-e.v. ser�a denotado V ∨, y el isomor�smo anterior se

reescribe como:

Homk(U ⊗k V,W ) ≅ Homk(U,V ∨ ⊗k W ).
aExpl��citamente, V ∗ ⊗k W

∼

Ð→ Homk(V,W ) env��a el tensor simple φ⊗w en la

aplicaci�on lineal v ↦ φ(v)w; es inyectiva entre espacios de la misma dimensi�on �nita, y

luego un isomor�smo.
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