GEOMETRIA DE VARIEDADES BANDERA

BENJAMIN VEGA

Resumen. En este articulo se enunciaran resultados geométricos en banderas de espacios
vectoriales, mas en particular, de hechos que se descrubren a partir de notar que una
bandera posee estructura de variedad algebraica.
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1. INTRODUCCION

En el contexto de espacios vectoriales, consideramos el espacio vectorial V = C". La Grass-
manniana G7(d,n) denota el conjunto de todos los subespacios vectoriales A < V' de dimensién
dim¢(A) = d, que ademds es una variedad algebraica proyectiva. Por otro lado, una bandera
se define como una coleccién de espacios vectoriales que satisface propiedades especificas, ofre-
ciendo asi una rica fuente de informacion geométrica. Exploraremos las definiciones y procesos
asociados para verificar que una bandera constituye una variedad algebraica. Este enfoque nos
permite generalizar la nocién de Grassmanniana y explorar un nuevo tipo de variedad.

En este articulo descubriremos un nuevo tipo de variedad algebraica y estudiaremos sus pro-
piedades geométricas. Para aquello, repasaremos resultados obtenidos al dotar a una variedad
algebraica de estructura de grupo.

2. NOTACIéN, CONVENIOS Y HECHOS PRELIMINARES

2.1.  Convencién. Durante todo el articulo, cuando se hable de variedades bandera trabajare-
mos con el cuerpo C de los niimeros complejos.

2.2. Notacion.
» Denotaremos por V'V al espacio dual del espacio vectorial V.

» Denotaremos por (abuso de notacién) X := X7 ala clausura de X bajo la topologia de
Zariski.

» El subgrupo G, := {g € G| g-x = z} serd llamado el grupo de isotropia de x, para cierto
reX.

» Cuando se hable de un cuerpo, haremos uso de la letra K para no confundirse con el uso
de la letra k como indice.
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2.3.  Hechos preliminares. Primero, definamos mas formalmente la grassmanniana y veamos que
esta es una variedad algebraica (proyectiva).

Definicién 2.1. La Grassmanniana Gr(d, n) es el conjunto de subespacios lineales A <V = C”
tales que dimc(A) = d.

Dado un subespacio £ y una base By = {v1, ..., v4} de E, el producto exterior vy A ... Av,, €
/\d C" solo depende de E médulo multiplicacion por un escalar (distinto de 0). Dicho de otra
forma, el punto

UE) = [v A ... Ay
del espacio proyectivo P(A? C") solo depende de E. Ademés, «(E) esté tinicamente determinado
por E, por lo que el morfismo ¢ identifica a Gr(d,n) con su imagen en P(A*C") del cono de
d—vectores descomponibles en P( /\d C™). Se sigue que la grassmanniana es una subvariedad del
espacio proyectivo P( /\d C™) via

d
t:Gr(d,n) — IP(/\ C")
lo que se conoce como el incrustamiento de Pliicker.

Definicién 2.2. Dada una secuencia (dy,...,d,) de valores positivos cuya suma es n, una
bandera de tipo (di, ..., d,,) en C" es una secuencia creciente de subespacios lineales

o=WwcWwc.---cV,=C"

tales que dimc(V;/V;_1) = d;, con j € {1,...,m}. Las banderas coordenadas son aquellas ban-
deras que consisten en subespacios coordenados, es decir, aquellos generados por subconjuntos
de la base canénica de V.

Adicionalmente, introduciremos una notacién alternativa para la grassmanniana que se puede
extender al contexto de banderas. Esta notacién es conocida como la notaciéon de Grothendieck.

Notacién 2.3. Sea V = C""!. Para cierto d € {1,...,n} le asociamos el conjunto A,(d) de
subsespacios A < V' de dimensién dimc(A) = d el cual puede ser dotado de estructura de
variedad algebraica proyectiva. Para d € {1,n} tenemos que

An(1) =P(VY), Ap(n) =P(V)

mientras que para los demds valores de d, el conjunto A, (d) se identifica con la grasmanniana
Gr(d,n). Podemos extenderla al contexto de banderas denotando por A,,(dy, ..., dy,) ala bandera
de tipo (dy, ..., dy,).

3. GRUPOS ALGEBRAICOS Y VARIEDADES RACIONALES HOMOGENEAS

Definicién 3.1. Un grupo algebraico es una variedad G, dotada de estructura de grupos, y tal
que la multiplicacion e inversion:

p:GxG =G, (91,92) = o91,92) == 9192
LG =G g u(g) =gt
son morfismos de variedades. Una accion algebraica de GG en una variedad X es un morfismo:
a:GxX—>X

que satisface a(e,z) = z,Vo € X,y a(g,a(h,z)) = a(gh,z),Yg,h € G,V € X. Siempre y
cuando la accién sea clara en el contexto, escribiremos gz := a(g, ).
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Sea X una variedad proyectiva suave. Uno de los objetos asociados a X mdas importantes es
su grupo de automorfismos Aut(X), el cual es un grupo algebraico. Considerando su algebra de
Lie, la cual se define tomando el espacio tangente en la identidad del grupo de automorfismos,
ie, definida como el dlgebra de derivaciones de O(X), entonces tenemos:

Lie(Aut(X)) & H°(X, Tx).
En escencia, mientras mas grande es el conjunto Aut(X), mas simple serd nuestra variedad.

Definicién 3.2. Una variedad proyectiva X se dice homogenea si su grupo de automorfismos
actua transitivamente en X, es decir, si el morfismo de evaluacion:

ev Aut(X) x X — X, (g,x) — 6?)({],1‘) = gux,
satisface que dados z,y € X, existe g € Aut(X) tal que gz = y.

Observacion 3.3. Sabemos que en caracteristica cero, el grupo de automorfismos de una variedad
proyectiva es reducido gracias a los resultados de Jean Cartier (revisar [FR66]), pero en general
no es verdad que posee un nimero finito de componentes. De cualquier manera, se puede
mostrar facilmente que si X es homogeneo, entonces la componente conexa de la identidad la
cual denotaremos por:

Aut®(X) C Aut(X),

es un grupo algebraico conexo que actua transitivamente en X.

Proposicion 3.4. Sea X una variedad proyectiva. Entonces X es homogenea si y solo si Ty,
su fibrado tangente, es generado globalmente.

Demostracion. Sea G := Aut®°(X) C Aut(X), tal y como lo definimos anteriormente, G es
un grupo algebraico con algebra de Lie H°(X,Tx). Sea # € X un punto, y consideremos el
morfismo

Gr:G— X, g— gz
que describe la orbita de x. Su diferencial en la identidad e € G coincide con el morfismo de
evaluacion en x:
evy : H(X,Tx) — Tx, .

Concluimos senalando que Gx es sobreyectiva si y solo si ev, es sobreyectiva. 0

Observacion 3.5. En particular, el fibrado tangente (y en particular, su determinante, el fibrado
canénico) de una variedad homogenea es nef (numéricamente efectivo).

Definicién 3.6. Se dice que un cuerpo K es perfecto si se cumple una de las siguientes condi-
ciones:

» car(K) =0

» car(K) = p primo y todo elemento de K es una p-ésima potencia.

Recordemos que una Variedad abeliana es definida como una variedad proyectiva que admite
la estructura de grupo algebraico. La primera observacion importante que uno hace es que hay
escencialmente dos diferentes tipos de grupos algebraicos: grupos afines y variedades abelianas.
Mas orecisamente, Chevalley probé en 1960 el siguiente resultado (cf. [CHEG0])

Teorema 3.7. Todo grupo algebraico conexo G sobre un cuerpo perfecto tiene un unico subgrupo
algebraico conezxo afin H tal que G/H es una variedad abeliana.
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Definicién 3.8. Una variedad proyectiva suave obtenida del cociente de un grupo algebraico
conexo afin (es decir, que admite una accion transitiva de un grupo algebraico conexo afin) es
llamada una variedad homogenea racional (en ciertos textos, abreviada como variedad RH, cf.

[SOL19)).

En el caso de una variedad homogenea racional X, el fibrado tangente T'x no solo es nef sino
que también satisface la propiedad de tener un determinante amplio. En otras palabras, las
variedades RH son, por definiciéon variedades de Fano. El reciproco de este enunciado, que dice
que toda variedad suave de Fano con fibrado tangente nef es racional homogeneo, sigue a dia
de hoy como un problema abierto, conocido como la conjetura de Campana-Peternell.

Proposicion 3.9. Para una variedad homogenea racional X, el divisor anticanonico —Kx es
amplio y globalmente generado.

Definicién 3.10. Dado un grupo G, su subgrupo conmutador es el subgrupo GV = [G, G|
generado por todos los conmutadores ghg 'h™' g,h € G. Este es un subgrupo normal de
G. Recursivamente definimos G@ = [G@~D GU-V] v las series derivadas de G como las
secuencias de subgrupos

QW oY) -l cq c @

Un grupo se llama soluble si G*) = {e} para cierto valor de d.

El ejemplo més emblematico de un grupo soluble conexo es el subgrupo de matrices trian-
gulares superiores T(V) de GL,(C), el grupo general lineal de V' = C"*!. Ademds cualquier
subgrupo de T'(V') es soluble también, y resultados tedricos de representaciones nos permiten
representar subgrupos solubles conexos como subgrupos de T(V).

Teorema 3.11. Sea V = C"! un espacio vectorial de dimension finitan+1 y sea G C GL(V)
un subgrupo soluble conexo. Entonces existe una base de V' tal que el correspondiente grupo T'(V')
contiene a G.

Este resultado se debe considerar en conjunto con el siguiente resultado.

Teorema 3.12. Dado un grupo algebraico afin y un subgrupo cerrado H C G, existe una
representacion fiel V de G tal que, considerando la accidn asociada en P(VY), H es el grupo
de isotropiade un punto x € P(VY). En particular, el espacio cociente G/H , identificado por la
orbita de G de v € P(VY), es un abierto suave en cierta variedad proyectiva.

Notemos que la accién de T'(V') en P(VY) tiene un punto fijo [e;]. Esta caracteristica se puede
extender a la siguiente propiedad clave de grupos solubles conexos.

Teorema 3.13. (Teorema del punto fijo de Borel) La accion de un grupo algebraico soluble
conezxo en una variedad proyectiva X tiene a lo menos un punto fijo.

Demostracion. Probaremos el resultado por induccién. (el cudl es obvio para dim(G) = 0).
El subgrupo normal G = [G,G] C G es soluble de dimensién menor que la dimensién de
G, por lo tanto el conjunto de puntos fijos X' := X es un subconjunto cerrado (pues las
6rbitas pueden ser expresadas por V(f) para cierto f € O(G)) no vacio (por induccién) de
X, en particular, proyectivo. Este conjunto es invariante bajo la accién de G (pues GMgX' =
gGOX" = gX' Vg € G), lo cudl es suficiente para afirmar que X'¢ # ().

Consideremos las érbitas de G en X’. Como GV C G,,Vx € X', tenemos que G, es normal,
y con esto se prueba que Gxr = G/G, es un grupo algebraico afin para todo z. Eligiendo un
x tal que Gx sea de dimensién minimal, obtenemos que Gz es cerrada en X’ y por lo tanto



FLAG VARIETIES 5

proyectiva. Como G es conexo, Gz es irreducible, y ademés tenemos que su haz de K —algebras
K[Gz] = K. Como también es afin, tenemos que Gz = Spec(K|[Gz]) = Spec(K), y por lo
tanto, Gz consiste en solo un punto Gz = {z}. Esto concluye la demostracién. O

Proposicién 3.14. Dado un grupo algebraico G, este contiene un unico grupo conexo soluble
mazimal, llamado el radical de G denotado por R(G).

Definicién 3.15. Un grupo se dice semisimple si'y solo si R(G) = {e}

Dado un grupo algebraico G, su cociente por R(G) siempre serd un grupo semisimple.
Ademas, se puede probar que si G es afin y actia de forma transitiva sobre una variedad
proyectiva X, entonces el cociente G/R(G) también actia sobre X, y también, con el obje-
tivo de clasificar variedades RH, vamos a reducir el estudio al caso en el que el grupo G es
semisimple.

Definicién 3.16. Dado un grupo G, un subgrupo de Borel B de GG es un subgrupo cerrado,
soluble y conexo que no estd contenido propiamente en ningtin otro subgrupo de este tipo.

Observacion 3.17. Es posible probar que un subgrupo de Borel de G contiene a R(G), pero
para eso se requieren conceptos que no seran vistos en este articulo, por lo que serd asumido
sin demostrar.

El ejemplo méas emblematico de un subgrupo de Borel es, nuevamente, el subgrupo de matrices
triangulares superiores T'(V') C GL(V'), respecto a una cierta base.

Proposicién 3.18. Dado un grupo algebraico Gy un subgrupo de Borel B de dimension ma-
zimal, el cociente G /B es una variedad proyectiva.

Demostracion. Sketch de la demostracion: Sin perdida de generalidad, asumiremos que G es
conexo. El teorema 3.12 nos permite tomar un incrustamiento de G como un subgrupo cerrado
de GL(V), tal que B = G, para cierto x € P(V"), correspondiente al espacio vectorial V; =
(e1) € V. Por el teorema 3.11, la acciéon de B en V/V; se triagonaliza en una cierta base
{e2+ V1, ...,e, + V1 }. Entonces, con respecto a una base {ey, ...e, }, B estd contenido en T).f NG,
el cual es el grupo de isotropia de la bandera y = ({e1), (e1,€2),...) cuando concideramos la
accién de G en la bandera A,(1,2,...,n) (esta notacién tendra una mejor interpretacion mas
adelante).

Convenientemente, un elemento de G fijando la bandera fija a Vi, por lo tanto esta contenido
en B.

Finalmente, para ver que G, = G/B es proyectivo basta mostrar que que es una érbita de
dimensién minimal en X, dado que en este caso es necesariamente cerrado. Pero dada otra
bandera y' € A, (1,2,...,n), la componente conexa por la identidad de su subgrupo de isotropia
G, C G es un subgrupo cerrado, soluble, conexo de dimensién menor que la dimension de B,
por hipdtesis. Esto concluye la demostracion. 0

Notar que el conjudago de un subgrupo de Borel es obviamente un subgrupo de Borel. El
reciproco se obtiene como consecuencia de la proposicion anterior:

Corolario 3.19. Dado un grupo algebraico afin G, todos sus subgrupos de Borel son conjudagos.
En particular, todos los cocientes de G por un subgrupo de Borel son isomorfos a variedades
proyectivas.

Demostracion. Fijemos un subgrupo de Borel de G de dimension maximal, y denotemos por
X := (/B als variedad proyectiva. Consideremos la accién de G en X. Consideremos ahora
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otro subgrupo de Borel B’ < G, el teorema 3.13 nos dice que existe un punto gB € X tal que
B'gB = ¢B, esto es, que B’ estd contenido en el grupo de isotropia de gB. Pero el grupo de
isotropia de gB es conj,(B), y este es un subgrupo cerrado, soluble y conexo de G. Se sigue
que B’ = conj,(B).

O

Definicién 3.20. Un subgrupo P de G es llamado parabdlico si este contiene un subgrupo de
Borel de G.

Corolario 3.21. FEl cociente de un grupo algebraico afin por un subgrupo es proyectivo si y solo
st el subgrupo es parabolico.

Demostracion. Sea P un subgrupo parabdlico de G, el cual contiene un subgrupo de Borel B de
G. Podemos darnos el morfismo sobreyectivo G/B — G/ P, el cual dado que G/ B es proyectivo
y G/ P es quasi-proyectivo, se sigue que G/ P es también sobreyectivo. Reciprocamente, si G/P
es proyectivo, un subgrupo de Borel B < @ tiene un punto fijo en G/P (por el teorema 3.13),
entonces B C cong,(P), para cierto g € G. Luego el conj,(B), el cual es un subgrupo de Borel,

estd contenido en P.
O

Finalmente, como cada subgrupo de Borel de un grupo algebraico afin G contiene R(G)
(ver 3.17), esta tltima afirmacién nos dice que para la clasificacién de variedades racionales
homogeneas, debemos introducir el caso de los cocientes de grupos semisimples:

Corolario 3.22. Toda variedad homogenea racional X admite una accion algebraica transitiva
de un grupo semisimple G, y un morfismo sobreyectivo G/B — X, donde B C G es un subgrupo
de Borel.

Definicién 3.23. De forma andloga para el caso de SL(V'), dado un grupo semisimple G y un
subgrupo de Borel B C G, la variedad G/ B serd llamada (generalmente), una Variedad bandera
completa asociada a G.

4. (GRASSMANNIANA Y VARIEDADES BANDERA

4.1. Grassmanniana. Las variedades bandera son uno de los ejemplos mas simples de varieda-
des RH. En esta seccion haremos repaso de definiciones para aplicar los resultados de grupos
algebraicos en el contexto que deseamos.

Para esto, comencemos consideremos el grupo G := GL,(C) el grupo general lineal de ma-
trices invertibles. Este grupo lo usaremos durante toda la seccién (a menos que se especifique
lo contrario). Este grupo actia sobre la variedad

X :=Gr(d,n)

via su accion natural en C". Claramente la accién es algebraica y transitiva, y ademas el

. . . . . s . d

incrustamiento de Pliicker es equivariante con respecto a la accién algebraica de G en P(A\" C")
. ., . d .

a partir de su accién lineal en A“ C". Tomando la base canénica {ey, ..., e, } de C", tenemos que
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el grupo de isotropia del subespacio (e, ..., e4) es:

( )
a1 -+ Q14 A1d+1 s ain
po— agi *++ Qdd Qdd+1 Qad.n
0 - 0 agt14+1 *+ Gdtin
\ o .- 0 Undi1 " Gnn )

el cudl es un grupo parabdlico maximal de G. Por lo tanto, X es el espacio homogéneo G/P.
Como conscuencia X es conexo, en particular, suave, y de dimension dim(G) — dim(P) = d(n—
d). En particular, X = A%—9)

Para cualquier multi-indice I := (iy, ..., 44), donde 1 < i; < -+ < iy < n, denotamos por Ej al
correspondiente subespacio coordenado de C”, es decir, que tomando un subconjunto de la base
candnica (determinado por I), el conjunto E; = (e;,, ..., €;,) € X. En particular, usamos E 24
para denotar el subespacio estandar (e, ..., e4). Gracias a los resultados anteriores, podemos
definir lo siguiente:

Proposicién 4.1. (1) Los E; son precisamente los puntos fijos de X bajo el grupo D, definido

por
ag; 0 -+ 0
b 0 a2'72 ) 0

0 0 - G

el subgrupo de matrices diagonales de G.
(2) X es la union disjunta de las érbitas BE;, donde

@11 Airz2 -+ QAin
0 Q292 -+ QA2n

B =
0 0o --- Ann

FEs el subgrupo de matrices triangulares superiores (el cual es un subgrupo de Borel de G).

Definicion 4.2. Las Células de Schubert en la Grasmanniana son las érbitas C; := BEy, es
decir, las B—orbitas en X. La clausura de una célula de Schubert en X es llamada la Variedad
de Schubert X; := C}.

Notar que B es el semi-producto directo de T con el subgrupo normal

1 A1,2 -+ Ain

0 1 - ag,
U:= A .

o o0 -.. 1

(este es un subgrupo unipotente de G, es decir, que todas sus entradas en la diagonal tienen
valor 1). Por lo tanto, también tenemos que C; = UEY, y en particular, las células de Schubert
son también U—orbitas en X.

Ademas, el grupo de isotropia Ug es el subgrupo de U donde a;; = 0 cuando i ¢ [ y j € 1.
Sea U! el conjunto complementario de U, definido por a;; = 0sii € I 'y j ¢ I. Entonces
se verifica que U’ es un subgrupo de U, y el morfismo U/ — X, g +— gE; es localmente un
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incrustamiento con imagen Cj. Se sigue que C} es un cerrado de X, isomorfo al espacio afin
d . . . )

Cl) donde |I] := > j=1(ij — j). Por lo tanto, su clausura X7 es una variedad proyectiva de

dimensién |/].

Proposicién 4.3. (1) C; es el conjunto de subespacios E C C" con dimc(F) = d y tal que
dim(EN{e1,....e;)) =card{k |1 <k <d, i, <j}), Vje{l, ..n}
(2) X1 es el conjunto de subespacios E C C" con dimc(E) = d y tal que
dim(EN{ey,....e;)) >card{k |1 <k<d, i, <j}), Vje{l,..n}

Por lo tanto, tenemos que

X =Jcy

J<I
donde J < I si y solo si j < 1y, Vk.

Ejemplo 4.4. El ejemplo més tipico es para d = 1, donde la Grassmanniana denota al espacio
proyectivo P"~! y las variedades de Schubert forman una bandera de subespacios lineales X; C
-+ C X, donde X; = PI!

4.2. Variedades Bandera. Recordando la definicién de una bandera introducida al comienzo, y
teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior. Denotamos por X (dy, ..., d,,) al conjunto
de banderas de tipo (di, ..., d,). Por ejemplo, X(d,n — d) denota la Grassmanniana. También
tenemos que en la notacién de Grothendieck, X (dy, ...,d) = A,(dy, ..., d,,). Mas generalmente,
X(dy, ..., d,,) es una variedad algebraica incrustada en el producto de Grasmannianas Gr(d;, n),
llamada la Variedad Bandera Parcial de tipo (dy, ..., d,).

El grupo G = GL,(C) actia transitivamente en X (dy, ..., d,,). Sea P = P(dy, ..., d,,) el grupo
de isotropia de la bandera estandar = ({e1){e1,ea) - -+ ) € X(dy, ..., dy,). Entonces P(dy, ..., d,,)
consiste en las matrices triangulares superiores invertibles por bloques con bloques diagonales
de tamano dy, ..., d,,, es decir, de la forma

Ay, 0 -+ 0
D
0 0 --- Aqg,

donde cada A, denota un bloque de la matriz A. Ademds, podemos ver que P(dy,...,d,)
contiene a B < G subgrupo de Borel, por lo que P(dy, ..., d,,) es un subgrupo parabolico. Como
X = G/P, se sigue que X es suave de dimension >, ., _;,, did;.

En particular, tenemos la variedad X := X(1,1,...,1) de banderas completas, también lla-
maba la Variedad Bandera Completa, la cual se identifica con el espacio homogeneo G/B de
dimension n(n — 1)/2. Enviando cualquier bandera completa en la correspondiente bandera
parcial de un tipo dy, ..., d,,) ya dado, obtenemos el morfismo

¢0: X =G/B— G/P(dy,....dy,) = X(dy, ..., dy,).

Claramente, f es G—equivariante con fibra P/B en el punto base B/B (la bandera candnica
completa). Por lo tanto, f induce un fibrado cuyas fibras son el producto de variedades bandera
completas en C%, ..., C% . Esto nos permite reducir preguntas en el contexto de variedades
bandera al caso de variedades bandera completas.
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Definicién 4.5. Las banderas canénicas (también conocidas como banderas coordenadas) co-
rresponden a permutaciones del conjunto {1, ...,n}, via asignarle a la bandera

0cC <6i1> C ”'<ei17€i2a"'7€id> C---
la permutacion o tal que o(k) = ix, Vk
Ahora introduciremos la nocién de Célula de Schubert y Variedad de Schubert en G/B. Es
posible considerar al grupo simétrico S,, como un subgrupo de GL,(C) via su accién natural
en la base candnica {ey, ..., e, }. Entonces las banderas candnicas (completas) son exactamente
F, := oF, donde F denota la bandera candnica completa. Ademas, S,, se identifica con el

cociente S := Ng(D)/D, donde Ng(D) denota el normalizador de D (proposicién 4.1) en G.
Ahora formularemos una proposicién analoga a la proposicion 4.1.

Proposicién 4.6. (1) Los puntos fijos de D en X son las banderas candénicas F,, o € S.
(2) X es la union disjunta de las drbitas Cy :== BF, =UF,, 0 € S.

X.= |J &

(3) Sea X, := C,, entonces
Te€S,7<0

donde T < o si y solo si se tiene que
(7(1), ..., 7(d))* < (0(1),...,0(d)* ,Vde{l,...,n—1}
(el asterisco denota un reordenamiento de valores ascendentes en la tupla)
Observacion 4.7. El orden partcial < en S es conocido como el Orden de Bruhat.

Definicién 4.8. Definimos por C, := BF, a la célula de Schubert y X, := C, a la variedad
de Schubert asociada.

Gracias a la proposicion anterior, tenemos que X, C X, si y solo si esto también se cumple
para las imagenes de X, y X, en Gr(d,n), donde d € {1, ...,n—1}. Esto junto con la proposicién
4.3 nos lleva a una caracterizacién del ordenamiento de Bruhat en variedades de Schubert.
También notar que los puntos fijos de D en X, son las banderas canénicas F,, donde 7 € S'y
T <o0.

Ahora describiremos las células de Schubert U F,,. Notemos que el grupo de isotropia

Ur, = UNoUo ' = U,
estd definido por a;j = 0 cuando i < j y 07 (i) < o7 (j). Sea U el conjunto complementario
de U, definido por a;j = 0 cuando i < j y o~ 1(i) > o~1(j). Entonces U? = UNoU o7 1" es
un subgrupo, y se verifica que el morfismo del producto U? x U, — U es un isomorfismo de

variedades. Por lo tanto, el morfismo U? — C,, g — gF es también un isomorfismo. Se sigue
que cada célula C, es isomorfa a un espacio afin de dimensién

dim(Cy) = card({(i,j) | 1 <i<j<n,o (i) > (j)} = card({(i,5) | 1 <i < j <n,o(i) >0c(j)}.

Estos ltimos conjuntos consisten en todas las inversiones de la permutacion o cuyo cardinal
es el largo de o el cual denotaremos por /(o). Por lo tanto, tenemos que C, = C'@) = AU9)(C).

Mas generalmente, debemos definir las células y variedades de Schubert en cualquier variedad
bandera parcial X (dy, ...,d,,) = G/P, donde P = P(dy, ..., d,,). Estas son parametrizadas por el
cociente S,,/(Sg, X -+ x Sy, ) =: S/Sp. Més especificamente, cada cociente médulo Sp contiene
una tnica permutacién o tal que tenemos que o(1) < -+ < o(dy), o(d; +1) < -+ < o(dy +

L= = —tU denota el inverso aditivo de la matriz traspuesta de U



10 BENJAMIN VEGA

dg),...,o(dy+ - +dp—1)<---0(dy+---+dy) = c(n). De forma equivalente, tenemos que
o < o1 para todo 7 € Sp. Esto define el conjunto S¥ de representantes minimales de S /Sp.

Ahora las células de Schubert en G/P son érbitas C,p := BoP/P = UoP/P C G/P,
o € ST, y las variedades de Schubert X, p son sus clausuras. Luego se verifica que el morfismo
¢ : G/B — G/P se restringe a un isomorfismo C, = BoB/B = BoP/P = C,p, y por lo
tanto, a un morfismo birracional X, --» X,p para cualquier o € ST

Ejemplo 4.9. Ademas de la Grassmanniana, la otra variedad bandera mas simple es la variedad
de incidencia I = I, la cual consiste en los pares (V;,V,,_1), donde V; C C" es una recta, y
V,—1 C C" es un hiperplano que contiene a V;. Denotando por P"~! = P(C") (resp. P"! =
P((C™)V) ) el espacio proyectivo de rectas (resp. hiperplanoes) en C", entonces I C P"~! x P!
se define como por la ecuacion bi-homogenea

Ty + o+ xpy, =0

donde x1, ..., z, son las coordenadas estandar de C", y las variables y1, ..., ¥, son las coordenadas
duales de (C™)V. Luego se verifica que las variedades de Schubert en I son

L ={V1,Va1) € I | Vi C Ey_yEr, -1 C Vaoal,

donde, 1 <i,7 <nyi# j. Porlo tanto, I; ; C I estd determinada por las ecuaciones

.....

xi+1:...:xn:y1:...:yj_lzo_

Se sigue que [; ; es singular para 1 < j < ¢ < n, donde su lugar singular es I, = I;—1,+1,
mientras que es suave en cualquier otro lugar.

Ejemplo 4.10. Para cualquier variedad bandera G/P y cualquier o € ST, el pullback de la
variedad de Scubert via f : G/B — G/P es facil de identificar con la variedad Xy, ,,, donde
09,p denota un elemento maximal en S*. M4s en especifico, si P = P(dy, ..., d,,) de tal forma que
Sp = Sa, X -+ X Sy,,, entonces oo p = (00,4, - - - ,00,4,,) (donde le damos sentido a la notacién).
Los productos o p, donde o € ST son los representantes maximales de los cocientes médulo
ST . Entonces f se restringe a un fibrado localmente trivial X,,, , — X,p cuya fibra es P/B.

00,P
En particular, el ejemplo anterior nos muestra una forma de construir variedades de Schubert
singulares en la variedad de banderas completas, via el pullback de la variedad de incidencia.

Definicién 4.11. La Célula opuesta de Schubert (resp. variedad) asociada a o € ST es 07 :=
00Csyo (resp. X7 := 00X,,0). Observar que C7 = B~ F,, donde

a11 0 ce 0
_ Q21 Q22 - 0
B~ = i i
Qp1 Ap2 - Qpnp

es el subgrupo apuesto de Borel respecto de B. También se tiene que X7 tiene codimension
(o) en X.

4.3. Clase de Schubert.

Definicién 4.12. Sea X una variedad algebraica proyectiva suave de dimension n. Entonces X
admite una orientaciéon candnica, y por lo tanto, un generador canénico del grupo de homologia
Hy,(X), el cudl definiremos como la clase fundamental [X]|. Por la dualidad de Poincaré, el
morfismo H;(C) — Ha,—j, a — aN[X] es un isomorfismo para todo j.

De manera similar, cualquier variedad algebraica suave ¥ C X de dimension p tiene una
clase fundamental en H,,(Y). Utilizando la dualidad de Pincarpe, la imagen de esta clase en
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H,,(X) proporciona la clase fundamental [Y] € H*(X, Ox), donde ¢ = n—p es la codimensién
de Y. En particular, obtenemos la clase fundamental de un [z] que es independiente de z y
genera el grupo Hy,(X). Mas generalmente, se define la clase fundamental [Y] € H*(X, Oy)
para cualquier variedad algebraica (posiblemente singular) ¥ de codimension c.

Definicién 4.13. Dados «a,  en el anillo de cohomologia H*(X,Ox), sea {(«, 3) el coeficiente
de la clase [z] en el producto copa a U . Entonces (,) es una forma bilineal en H*(X, Ox)
llamada el emparejamiento de dualidad de Poincaré. Este es no degenerado sobre los racionales,
respectivamente sobre los enteros en el caso donde el grupo H*(X, Ox) es libre de torsién.

Proposicion 4.14. Sea X una variedad algebraica proyectiva y Y, X C X. Cada componente
irreducible C' de Y N Z satisface que dim(C) > dim(Y) + dim(Z), es decir, codim(Y) <
codim(Y') + codim(Z). Decimos que Y y Z se encuentran adecuadamente en X si codim(C') =
codim(Y') + codim(Z) para cada C. Luego en H*(X,Ox), tenemos:

Yiuizl =3 velcl.

donde la suma se toma sobre todas las componentes de Y N Z, y v. es la multiplicidad de
intersecciones de 'Y y Z a lo largo de C', un numero entero positivo. Ademds, v, =1 si y solo si
Y y Z se encuentran transversalmente a lo largo de C, es decir, existe un punto x € C' tal que
x es un punto suave de 'Y y de Z, y el espacio tangente de x satisface que T,Y + T, 7 =T,X.
Entonces x es un punto suave de C y T,C' =T, Y NT,Z.

En particular, si Y y Z son variedades tales que dim(Y') + dim(Z) = dim(X), entonces Y
se encuentra adecuadamente con Z si y solo si su interseccion son finita. En este caso tenemos
que ([Y],[Z]) = > .cynyz Ma, donde m, denota la multiplicidad de las intersecciones de Y y Z
en z. En el caso de intersecciones transversales, esto se simplifica en ([Y],[Z]) = |Y N Z|.

Volviendo al caso de una variedad bandera, acid tenemos sus clases de cohomologia de las
subvariedades de Schubert, la llamada clase de Schubert. Dado que X es la unién disjunta de
células de Schubert, las clases de Schuber forman una base aditiva de H*(X, Ox). En particular,
este grupo es libre de torsion.

Lema 4.15. Sea X una variedad bandera yY,Z C X, y sean Yo CY y Zy C Z abiertos no
vacios de puntos suaves. Entonces existe un abierto no vacio Q0 C G tal que para cualquier
g € Q, Y se encuentra adecuadamente con gZ, y Yo N gZy es suave y denso en Y N gZ.
Por lo tanto, [Y] U [Z] = [Y N gZ], para cualquier g € . En particular, si la dimension
dim(Y) + dim(Z) = dim(X), entonces Y se encuentra transversalmente con gZ para todo
g € QCG. Porlo tanto, Y NgZ es finito y ([Y],[Z]) = |Y NgZ|, para cualquier g € Q C G.

Demostracion. Consideremos el morfismo ¢ : G x Z — X, (g,2) — gz. Este es un morfismo
sobreyectivo, equivariante bajo la acciéon de G en GG x Z multiplicando por la izquierda al
primer factor. Como X = G/P), se sigue que ¢ es localmente un fibrado trivial. Por lo tanto,
sus fibrados son variedades de dimensién dim/(G) +dim(Z) — dim(X). Lo siguiente a considerar
es el producto fibrado V := (G x Z) x, Y y el pullback o™ : V' — Y de ¢. Entonces ¢* es
también localmente un fibrado trivial cuyas fibras son variedades. Se sigue que la variedad V es
de dimensién dim(G) + dim(Z) — dim(X) + dim(Y'). Sea 7 : V' — G ser la composicién de las
proyecciones (Gx Z)x xY — G xZ — G. Entonces la fibra de 7 en cualquier g € G se identifica
con la interseccion de Y NgZ. Ademas, existe un abierto no vacio 2 C G tal que la fibra de 7 en
los puntos de €2 son o vacios o equidimensionales de dimensién dim/(Y') + dim(Z) — dim(X), es
decir, de codimensién codim(Y') 4+ codim(Z). Esto prueba que Y se encuentra adecuadamente
con gZ para todo g € 2 C G. De igual manera, la restriccién g : G X Zyg — X es localmente
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un fibrado trivial con fibras suaves, por lo que el producto fibrado Vj := (G X Zy) X x Yy es un
abierto no vacio de V el cual esta compuesto por puntos suaves. Dada la suavidad obtenida,
se sigue que Yy N gZy es suave y denso en Y N ¢gZ, para todo ¢ en algun (probablemente muy
pequeno) abierto de G. Esto implica que, a su vez, todas las multiplicidades de intersecciones
de Y N Z son 1.

Por lo tanto, tenemos que [Y] U [gZ] = [Y N gZ] para cualquier g € Q. Ademas, [Z] = [¢gZ]
dado que G es conexo, por lo que [Y]U[Z] =Y NngZ]. O

Como consecuencia, el la variedad bandera completa X, cualquier variedad de Schubert X,
se encuentra adecuadamente con cualquier variedad de Schubert opuesta X7. (De hecho, el
subconjunto abierto €2 se encuentra con el subconjunto abierto BB~ = BU™ =2 B x U~ de G,
ademéds X, es invariante bajo la accién de B y X7 es invariante bajo la accién de B~). Entonces,
X, N X7 es equidimensional de dimentién dim(X,) + dim(X™) — dim(X) = l(o) — I(T)

Proposicion 4.16. Para cualesquiera 7,0 € S, la interseccion X, N X7 es no vacia si y solo
si T < o. Entonces X, N X" es una variedad.

Definicién 4.17. Dados 7,0 € S tales que 7 < o, la correspondiente Variedad de Richardson
se define como X[ := X.

Notar que X7 es D—invariante cuyos puntos fijos son las banderas canénicas F, = xB/B
donde = € S satisface que 7 < x < 0. Se sigue que X] C X;,/ siysolosiT <r<zx<o<o.
Por lo tanto, las variedades de Richardson deben ser vistas como andlogos geométricos de
intervalos dados por el orden de Bruhat.

Las variedades de Richardson suelen ser utilizadas para describir estructuras locales de una
variedad de Schubert a lo largo de subvariedades.

Proposicién 4.18. Sean 7,0 € S tales que T < 0. Entonces X, N7C™ es una vecindad abierta
D—invariante del punto fijo F,. en X, el cual se encuentra con X7 a lo largo X,NC". Ademds,
el morfismo
UNTU T % (XeNCT) =, (g,2) > gz

es un incrustamiento abierto con imagen X, N 7C™. (Recordar que U N TU- 7% es isomorfa
a CY(1) como variedad, y el morfismo UNTU-771 — X, g+ gF, es un isomorfismo en C. ).
De forma adicionla, si (1) = (o) — 1, entonces X, N X7 es isomorfa a la recta afin. Como
consecuencia, X, es suave a lo largo de su divisor de Schubert X, .

1

Demostracion. Notar que 7C% es una vecindad abierta D—invariante de F, en X, isomorfa a la
variedad TU~7~!. Como resultado, se sigue que es isomorfa a (UN7U~771) x (X, NCT) via el
morfismo producto. Por otro lado el morfismo U~N7U -7~ — X, g — gF; es un incrustamiento
cerrado con imagen C7. Se sigue que el morfismo

UNTU T H%xC™ = X,(g,7) — gz

es un incrustamiento abierto con imagen 7F, y se tiene que 7F = X7 = O7. Intersectando
con la subvariedad X, (invariante bajo la accién del subgrupo U N 7U 77 ') se completa la
demostracion de la primera afirmaacién. 0

Las variedades de Richardson también aparecen cuando se multiplican clases de Schubert.
De hechp, por la proposicién 4.16, tenemos que en H*(X,Ox):
[Xo]UIXT] = [X7].
Como dim(X7) = l(o) — I(7), se sigue que el emparejamiento de dualidad de Poincaré
([Xo], [XT]) =1si 0 =7,y 0 en cualquier otro caso. Esto implica el siguiente resultado.
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Proposicién 4.19. (1) Las bases {[X,} v {X7} = {[Xoyo} de H*(X,Ox) son duales para
el emparejamiento de dualidad de Poincaré.
(2) Para cualquier variedad algebraica Y C X, tenemos que

Y]=) a"(V)IX,],

ceSs

donde a®(Y) = ([Y],[X?]) = |[Y N gX?| para cualquier g € G. En particular, los coefi-
cientes de [Y] en una base de clases de Schubert son no negativos.

(3) Sea
PCIUIXG] =), (Y)[Xa] en H(X, Ox),

TO
zeSs

entonces las constantes de estructura a%, son valores enteros no negativos.

Finalmente, notar que todos estos resultados se adaptan a cualquier variedad bandera G/P.
De hecho, el morfismo f : G/B — G/ P induce un morfismo de anillos f* : H*(G/P,O(G/P)) —
H*(G/B,0O(G/B)) el cual envia toda clase de Schubert [X] a la clase de Schubert [X,q, ], don-

de 0 € ST. En particular, f* es inyectivo.

5. GRUPO DE PICARD DE UNA VARIEDAD BANDERA

Proposicién 5.1. El grupo Pic(X) es libremente generado por las clases de los divisores de
Schubert X,s,, dondei € {1,...,n—1}. Cualquier divisor amplio de X (respectivamente generado
por sus secciones globales) es linealmente equivalente a una cmobinacidn positiva (respectiva-
mente no negativa) de estos divisores. Ademds, cualquier divisor amplio es muy amplio

Demostracion. La célula abierta de Schubert Cj,, tiene commo complemento la unién de divi-
sores de Schubert. Como C, es isomorfa al espacio afin, su grupo de Picard es trivial. Por lo
tanto las clases de Xyg,, ..., Xss,_, generan el grupo Pic(X). Si tenemos una relacién ménica
S 4 Xy, = 0 en Pic(X), entonces existe una funcién racional en X que tiene unicamente
o un cero o un polo de orden a; a lo largo de X, ;,. En particular, f es una funcién regular que
no se anula en la variedad afin C,,. Asi, f es constante y a; = 0 para todo .

Cada divisor de Schubert X,,,, es el pullback bajo la proyeccién X 25 Gr(d,n) del tinico
divisor de Schubert en Gr(d,n). Como el divisor anterior es una seccién de un hiperplano en
el incrustamiento de Pliicke, se sigue que X, ,, es generado por sus secciones globales. Como
consecuencia, cualquier combinacién de divisores no negativa es generada por sus secciones
globales. Ademas, el divisor 23;11 Xsys, € muy amplio, dado que el morfismo producto X —

3;11 Gr(d,n) es un incrustamiento cerrado. Por lo tanto, toda combinacién positiva de divisores
es muy amplia.

Por el contrario, sea D = Z;:ll a; X5, un divisor globalmente generado (resp. amplio) en X.
Entoncespara cualquier curva Y C X, el nimero de interssecciones ([D], [Y]) es no negativo
(resp. positivo). Ahora tomando para Y una curva X, entonces

n—1 n—1

(DLIYD) = Q_ ailXes ] [X,,]) = Y sl [XV], [X,,]) = a.

i=1 i=1

Esto concluye la demostracion O
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