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Motivacion

Consideremos para n € N, el R-espacio vectorial V = R”" dado un sistema de ecuaciones,
cada cual describiendo una recta vectorial, podemos pensar la solucion de este (en caso
de existir) como la interseccién de las rectas descritas por las ecuaciones del sistema. Este
andlisis puede llevarse al contexto de sistemas de ecuaciones no lineales, describiendo
curvas en V y mds aun, nos interesa estudiar esto en el caso de variedades algebraicas sobre
un cuerpo general k.
Este trabajo estd, en particular, dedicado al desarrollo inicial del cédlculo de la teoria de
intersecciones sobre variedades Grassmanianas, denominada calculo de Schubert. Con este
objetivo en mente, presentamos en los capitulos de este documento los siguientes contenidos,
en el capitulo I abordamos resultados de dlgebra lineal y multilineal asi como de topologia
que serdn utiles para el desarrollo y conclusion de resultados importantes mas adelante.
En el capitulo II se discutirdn la definicion, construcciones y resultados sobre las variedades
Grassmannianas como variedades proyectivas.
Concluimos este documento con el capitulo III dedicado a la discusién en cohomologia que
da lugar a la teorfa de interseccién denominada calculo de Schubert.
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Capitulo 1. Introduccién y Preliminares

Preliminares

En esta seccién se recopilan definiciones y resultados que son utilizados de forma recu-

rrente en este texto. Ademads de estas, se utilizaran diversos resultados de dlgebra lineal y
topologia. Se detallan referencias ttiles tanto para estos topicos como para lo que se aborda
en este apunte en las referencias del capitulo que se encuentran al final del mismo.

Definicion 1.2.1 — Aplicacion Alternante. Sean V,W dos k-espacios vectoriales y sea
n € N. Una aplicacién n-multilineal f : V" — W es llamada alternante si f(vi,...,v,) =
0 para todos vy,...,vx € V tales que v; = v; para algln i # j

Observacion. Considerando v; +-v; en las i-ésima y j-ésima entradas de f, obtenemos que
para una permutacién o de los indices i € {1,...,n}

f(va(l),...,va(n)) =sign(o) - f(vi,...,vn).

Definicién 1.2.2 — Algebra Tensorial. Sean V,W dos k-espacios vectoriales. El pro-
ducto tensorial de V'y W es un par (V@ W, T), donde V ® W es un k-espacio vectorial
yT:VxW —V®W es una aplicacion bilineal, tal que para toda aplicacién bilineal
¢ :V xW — P, existe una aplicacion lineal y : VW — Ptal que ¢ = yoT.El digebra
tensorial (TV,®) es la suma directa

TV .= Pve
d>0

donde V&0 :=k, VI =V y V& — vV y el producto @ definido parav € V', w e
V@I y@w e VP es la imagen universal de (v,w) en V®'1/ que se extiende por su
bilinealidad a todo T'V.

Definicién 1.2.3 — Algebra exterior. Sea V un k-espacio vectorial. El dlgebra exterior
de V es la k-dlgebra cociente

AV =TV/I

donde I es el ideal {v®v:v € V}. Si denotamos 7w : TV — AV la proyeccién candnica,
entonces definimos el producto exterior como v Aw := (v ®w). Finalmente, denotamos
la d-ésima potencia exterior de V como

/\dV =T <V®d>

y de esta forma tenemos que

AV =@\’

d>0
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donde \OV = ky AN'V=V.
Observacion. El producto exterior (o producto cufia) es una forma multilineal alternante.

Definicion 1.2.4 — Menores. Sea A una matriz de tamafio m X n, y sea k € N con
k < min{m,n}. Denominamos menor de orden k x k al determinante de una matriz de
tamafo k x k obtenida mediante la eliminacion de m — k filas y n — k columnas desde A

Observacion. Considerando la forma de obtener k filas de entre m en total, y luego k

columnas de entre n en total, se tiene que la cantidad de menores de tamafio k x k es () ()

Definicion 1.2.5 — U-producto. Sea X un espacio topoldgico y A, B grupos abelianos.
Sean ¢ € CK(X;A) y w € C!(X;B), luego ¢ es una funcién del conjunto de k-simplex

desde X a A y v es una funcién del conjunto de /-simplex desde X a B. Si ¢ : AK* — X

es un (k+1)-simplex en X, sus restricciones G| vormi] Y G‘ o] SOD respectivamente
EARRS) AR +

k y I simplex en X. Esto nos permite definir la aplicacién ¢ — y € C**/(X;A®B) en
términos de ¢ y y:

)

Y por la propiedad universal del producto tensorial, definimos una tnica aplicacién
U-producto:

(9 —w) (o) =9(ol, . )ov(ol|,

Vit

—: C(X;A)®CY(X;B) — C*T(X;A®B)
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@. Variedades Grassmannianas
= B

Grassmanniana de un espacio vectorial "

Iniciamos esta seccion presentando la variedad Grassmaniana 'y como esta puede verse
como una generalizacién de la variedad algebraica dada por la proyectivizacién de un
espacio vectorial V.

Definicion 2.1.1 Para un k-espacio vectorial V, definimos su proyectivizacion P(V')
como el conjunto de rectas en V, es decir P(V) =V / ~. Para la relacién de equivalencia
~ dada por ser colineales, es decir, x,y € V satisfacen x ~ y si existe A € k* tal que x = Ay

Definicion 2.1.2 Sea V un k-espacio vectorial y d € N. Definimos la Grassmaniana
Gr(d,V) como el conjunto de todos los subespacios vectoriales de V de dimension d, es
decir

Gr(d,V):={W CV : W subespacio vectorial y dimy(W) =d}
Escribimos ademds Gr(d,n) := Gr(d, k"), la Grassmanniana del espacio vectorial k".

Observaciones.

1. Para d = 1 tenemos que Gr(1,V) = P(V). Més ain Gr(1,n+ 1) = P". Esto nos
permite confirmar la intuicién de que la variedad Grassmaniana puede verse como
una generalizacion del espacio proyectivo.

2. SiV = k"1, sabemos que los subespacios lineales de P" estdn dados por P(W) C P",
donde W C V es un subespacio vectorial. De esta forma, denotamos

G(d,n) ={W CP": W es un d-plano}
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Con esta notacién, G(0,n) = P".

Para n,m € N tales que n < m. Sean vy,...,v, € k. Entonces vi A... A
v, = 0 siy solo si, el conjunto de vectores {vy,...,v,} es linealmente dependiente.
Sean vy,...,v, € K™y wy,...,w, € k" linealmente independientes. En-

tonces, los productos tensoriales alternantes de ambos conjuntos vi A...Av, y wi A... Awy,
son linealmente dependientes, como elementos de A" k™ si y solo si, los espacios generados
por los elementos iniciales coinciden, es decir, Vecty(vy,...,v,) = Vecty(wy, ..., wy).
Sea 0 < n < m, y consideremos la aplicacién Pl : G(n,m) — p(7)-! (k)
que mapea subespacios lineales Vecty(vy,...,v,) € Gr(n,m) en la clase del tensor alter-
nante de la forma vi A... Avy € AN"kK™ = k(r:), es decir, [vi A...Av] en p(n)-1 (k).

Observacion. La aplicaciéon anterior corresponde a una incrustacion, esta se denomina
incrustacion de Pliicker de Gr(n,m). Para un subespacio n-dimensional, L € Gr(n,m) las

coordenadas homogéneas de PI(L) € P(%)~! se llaman coordenadas de Plucker de L.

Corolario 2.1.4 La Grasmaniana Gr(d,V) admite un atlas algebraico, dotdndolo de
estructura de variedad algebraica proyectiva.

Demostracion. Como Gr(m,m) corresponde a un unico punto (que corresponde a una
variedad), podemos asumir que n < m. Luego, por la construccién anterior un elemento
W E P() 1 tiene preimagen via Plucker no vacia, que corresponde a un tensor de la forma
Vi A ... Avg. Ahora bien, esto se tiene si y solo si el mapeo f : k" — A™F1k", dado por
v — v/ o tiene rango m — n. Podemos ver que este mapeo siempre tiene rango a lo menos
m — n, verificando que todos los (m —n+ 1) x (m —n+ 1) menores (como se definen en
1.2.4) de la matriz correspondiente a f son nulos. Estos nos dice que la condicién para @ de
estar en Gr(m,n) es cerrada, por lo que se concluye el resultado.

O

Ejemplo: Utilizaremos la demostracién de 2.1.4 para ver que la Grassmanniana Gr(2,4) es
dada por la condicion de anulacion de los dieciséis 3 x 3-menores de una matriz de tamafio
4 x 4 correspondientes a la aplicacién lineal k&* — A3k*. Es decir, Gr(2,4) corresponde a
un subconjunto de P> dado por 16 ecuaciones ctibicas.

Observaciones topoldgicas sobre una Grassmanniana

En la siguiente seccion presentaremos caracteristicas topoldgicas de la Grassmanniana,
como su irreductibilidad y estudiaremos propiedades dadas por su complemento ortogonal.
SeaUy C G(n,m) C P(%)~! el abierto afin dado por el lugar donde la coordenada ey A... Aey
es no-nula. Entonces por 2.1.1 un subespacio vectorial L € Gr(n,m) esta contenido en Uy si
y solo si corresponde al espacio generado por las filas de una matriz de tamafio m X n de
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la forma (A|B) para una matriz A de tamafio m X m invertible y B de tamafio m x (m — n)
cualquiera. Notar que al multiplicar por izquierda por A~!, obtenemos que Uy es la imagen
de la aplicacion

f: Am(mfn) ~ kmx(mfn) U
A™'B=:C+ Generado por las filas de (E,,|C)

No es dificil notar que cambiando la matriz C, se obtiene espacio diferente desde las filas
de (E;|C), de lo que se puede concluir la biyectividad de f. Mds atin, como los menores
maximales de (E,,|C) son funciones polinomiales en las entradas de C, vemos que f es en
efecto un morfismo. Reciprocamente, la entrada (i, j) de C puede obtenerse desde f(C),
salvo cambio de signo del menor maximal de (E,,|C), donde tomamos todas las columnas de
E,, salvo la i-ésima, junto con la j-ésima columna de C. Asi, f~! es también un morfismo,
lo que confirma nuestra afirmacion.
Esto nos permite formular la siguiente proposicion.
Sea Uy C G(n,m) C P(%)~! el abierto afin dado por el lugar donde la
coordenada e A ... A ¢y es no-nula. Entonces
1. Up = Am(m=n) eg yuna variedad afin. Mds aun, por lo discutido anteriormente, es
precisamente el espacio afin.
2. La Grassmanniana Gr(n,m) puede cubrirse por los espacios afines de la forma dada
en 1.

Del segundo punto del resultado anterior, concluimos el siguiente corolario respecto a la
reductibilidad de la Grassmanniana.

Corolario 2.2.2 G(n,m) es una variedad irreducible de dimensién m(m — n)

Observacion. La construccion detallada al principio de esta seccién nos permite describir la
Grasmanniana como el espacio de las matrices de tamafio m X n de rango mdximo (mdédulo
operaciones fila). Luego, como cada matriz de la forma anterior es equivalente a una matriz
escalonada, podemos pensar la Grassmaniana Gr(n,m) como las matrices escalonadas de
rango maximal.

La ultima observacidn, junto con la construccidn al inicio nos permiten formular el siguiente
isomorfismo.

Para cada 0 < n < m se tiene el isomorfismo Gr(n,m) = Gr(m —n,m)

Demostracion. Consideremos la biyeccion entre conjuntos f : Gr(n,m) — Gr(m —n,m),
que envia un subespacio vectorial n-dimensional L C k" en su complemento ortogonal

LY = {xeck™|{x,y) =0, Vyc L}

Donde, (x,y) es de forma estdndar dada la forma bilineal dada por el producto punto de
k™. Probaremos ahora que f es en efecto un morfismo. Para esto, veremos qué se tiene
para las coordenadas afines de la construccion inicial. Sea L € Gr(n,m) el espacio generado
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por las filas de la matriz (E,,|C), con las entradas de la matriz C € k""" sjendo las
coordenadas afines de L. Computando la igualdad,

(En|C) ( E_C ) =0, podemos ver que L es el generado por las filas de la matriz (—C*|E,,_,)
m-—n

Concluimos notando que los menores maximales, es decir, las coordenadas de Plucker
de L* corresponden a polinomios en las entradas de la matriz C, de lo que sigue que f
es un morfismo, y dada la biyeccién del comienzo de la prueba, se tiene el isomorfismo
buscado. ]

Observacion. Tenemos que G(d,n) = Gr(d + 1,n+ 1), ya que cada d-plano en P" estd
dado por P(W), donde k4*! = W C k"*!. De esta forma, tenemos que dim(G(d,n)) =

(d+1)(n—d).

Referencias del capitulo

= Phillip A. Griffiths & J. Harris, "Principles of algebraic geometry"
= Gathmann. Andreas, Notas de clases "Algebraic Geometry"


https://www.mathematik.uni-kl.de/~gathmann/de/alggeom.php

3.1

[3. Teoria de Intersecciones

Comenzamos este capitulo, presentando los conceptos sobre Grassmannianas necesarios
para enfocarnos posteriormente a nuestro objetivo final: la teoria de intersecciones en
Gr(n,m).

Condiciéon de Schubert

Buscaremos una condicién necesaria y suficiente para que un d-plano en P” (es de-
cir G(d,n)) tenga interseccion no vacia con una sucesion de subespacios vectoriales en
P

Definicién 3.1.1 — Condicién de Schubert. Sea A) C A; C ... C A; una sucesién
creciente de (d + 1) subespacios vectoriales en P” (también llamada Bandera),
= Decimos que un d-plano L C P" satisface la condiciéon de Schubert definida por
esta bandera si dim(A;NL) > i, paracadai=1,...,d.
= El conjunto de todos aquellos d-planos L corresponde a un subconjunto de G(d,n)
al que denotamos por Q(Ag---Ay)

Ejemplo. Si fijamos una linea Ay en P? y tomamos A; = 3. Entonces, el subconjunto
Q(ApA1) de G(1,3) representa el conjunto de lineas L C P que satisfacen dim(LNAg) > 0
y dim(LNA;) > 1. Ahora bien, la ultima condicién se verifica claramente, lo que nos
permite afirmar que Q(ApA;) representa el conjunto de lineas L que intersectan Ag.

En adelante, escribimos las coordenadas de Plucker [vj, A... Av;,] en el proyectivo
como p(jo---Jja)-
Escribimos los siguientes resultados para concluir la seccion.

Proposicion 3.1.1 Sea 0 < ap < --- < az < nuna sucesion de enteros y parai=1,...,d
sean A; los subespacios vectoriales a;-dimensionales en IP* cuyos elementos son de la forma
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[p(0),...,p(a;),0,...,0]. Entonces, (Ag---Ay) consiste precisamente de los puntos de la
forma (---,p(jo...ja), ) en G(d,n) satisfaciendo p(jo...js) = 0 siempre que j; > a;
para algun i.

Demostracion. Consideremos un d-plano L C P" que satisface la condicion de Schubert
dim(A;NL) >iparai=0,...,d. Si tomamos un punto P, = [p;(0),..., pi(n)] € A;NL tal que
Py, ..., P, son linealmente independientes. Entonces, Fy, ..., P; forma una base de L. Luego,
podemos representar L como un punto en G(d, n) mediante la incrustacién de Plucker como
p(jo--ja) =[Pj,\---APj,). Si jj > ay paracierto A, como P, € A;, tenemos que p;(j) =0
para j = (a;+1),...,ny por tanto la matriz (p;(jg)) toma la forma

=1 7)

donde el bloque nulo es de tamafio A x (d — A + 1). Asi, por la expansion del determinante
sobre las d — A + 1 se tiene que el menor formado por (p;(jg)); p<q €s cero, luego Pj, ..., P;,
son linealmente dependientes, por tanto p(jo--- jz) = [Pj, \... APj,] = 0.
Reciprocamente, si consideramos un punto (---,p(jo---jg), --) en G(d,n) satisfa-
ciendo p(jo---js) = 0 cada vez que j; > a; para algin i, escogemos una coordenada
no nula p(kg---ky) tal que maximiza la suma Z?:o k.. Reemplazando cada p(jo---ja)
por p(jo---ja)/plko---kq) podemos asumir que p(ko---ky) = 1. Ahora, sabemos que
(«+-,p(jo---Jja)---) representa el d-plano L generado por los puntos P; = [p;(0),..., pi(n)],
con pi(j) = p(---ki—1jkir1) para j =0,...,n y para i = 0,...,d. Fijando j > a;, de-
bemos mostrar que p;(j) = 0. Como p(ko---k;) # 0, tenemos que k < @; y por tanto
kj < j. De esta forma, la suma Zf:()kc es estrictamente menor que j + ). k., lue-
g0 pi(j) = p(---ki—1jkjt1---) = 0 por la maximalidad de ¥¢_ k.. Entonces, tenemos
que P, € A; y luego Py,...,P, € A;NL son (i+ 1) puntos linealmente independientes.
Asi, L satisface la condicién de Schubert dim(A; L) > i para i = 0,...,d. Es decir,
(- pljo---ja)s---) estd en Q(Ag---Ag).
O

Sean Ag C ... C Ay y Bp € ... € B; dos sucesiones estrictamente
crecientes (respecto a la inclusion) de espacios vectoriales en P” tales que dim(A;) = dim(B;)
parai=0,...,d. Entonces, existe un automorfismo lineal de " que deja invariante G(d,n)
y que mapea Q(By---By) en Q(Ag---Ay)

Demostracion. Como tenemos dim(A;) = dim(B;) para cada i, existe una matriz invertible
(n+1) x (n+1) (a;j) € GLy41(k) tal que la transformacién lineal 7 en P" en si mismo
definida por la férmula

T([p(0)..... p(n)]) = §p<i>a,~o,...,gp<i>am

cumple que 7T (B;) = A; paratodo i =0,...,d. Ademds, T la imagen de un d-plano L C P"
es otro d-plano T'(L) C P" y si L satisface la condicién de Schubert dim(B; N L) > i para
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todo i, entonces 7' (L) satisface la condicién de Schubert dim(A; N7 (L)) > i para todo i
porque T (B;) = A;.

Sean (d + 1) puntos P, = [p;(0),...,pi(n)] parai=0,...,d tales que generen L. Enton-
ces, los (d + 1) puntos T'(P;) generan T (L). Ahora, T (P;) es de la forma [¢;(0),...,qi(n)]
con

n
qi(j) = Zacjp(C), Vji=0,...,n.
c=0

Se sigue de un cdlculo directo que las coordenadas de Pliicker g(jo- - jq) = det(qi(jg)) en
T (L) son una combinacién lineal de las coordenadas de Pliicker p(jo-- - js) = det(pi(jg))
enL.

En otras palabras, existe una transformacion lineal A[g;j] de P" en si mismo que lleva
G(d,n) es simismo y Q(By---Bg) en Q(Ag---Ag). Como (a;;) es no singular, es evidente
que Ala;;] es invertible y su inversa es A([a;;]7!).

0

Corolario 3.1.3 Sea By C ... C B, una sucesion estrictamente creciente (respecto a la
inclusién) de espacios vectoriales en P". Entonces, Q(By - - - B;) consiste de los elementos
en G(d,n) para los que las coordenadas ¢(jo - - - j4) satisfacen ciertas ecuaciones lineales,
es decir, Q(By - - - By) es la interseccién de G(d,n) con un cierto subespacio vectorial en
PV, Mas aun, el espacio vectorial corresponde a un hiperplano si y solo si se tiene que
dim(By) = (n—d—1) ydim(B;) = (n—d+i)parai=1,...,d.

Demostracion. Para i = 0,...,d sea a; = dim(B;) y sea A; el subespacio vectorial a;-
dimensional en P cuyos puntos son de la forma (p(0),..., p(4;),0,...,0). Por 3.1.2, existe
un endomorfismo lineal S de PV, tal que un punto P de G(d,n) se encuentra en Q(By---By)
si y solo si S(P) se encuentra en Q(Ag---Ay). Ahora bien, por 3.1.1 sabemos que S(P)
se encuentra en Q(By---By) siy solo si cada coordenada ¢(jo - - - j4) es nula siempre que
Ji > a; se tenga para algun i.
Como cada ¢g(jo--- jg) es una combinacion lineal dada de coordenadas p(jo--- j;) de P,
concluimos que P se encuentra en Q(By---By) si y solo si las coordenadas ¢g(jo--- ja)
satisfacen ciertas ecuaciones lineales. Mas aun, el numero de ecuaciones linealmente in-
dependientes es el numero de sucesiones jj--- j; tales que j; > a; se tiene para algin
i=1,...,d. Pero esto ultimo claramente solo se satisface para una sucesion si y solo si
tenemos ap = (n—d—1)ya;= (n—d+i) parai=1,...,d. Lo que prueba el corolario.
[

El anillo de Cohomologia de G(d,n)

Definicion 3.2.1 — Variedad Bandera. Una Bandera F, en un espacio vectorial de
dimension finita V sobre un cuerpo k, es una sucesion estrictamente creciente (respecto a
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la inclusién de subespacio) de subespacios vectoriales:
Fo:{0}=VpCViCWVC...CV,=V

Si definimos d; = dimV;, entonces, las dimensiones se ordenan en una sucesion estricta-
mente creciente.

O=dy<di<dry<...<dpr=m

Donde m = dimV.
Una bandera es llamada completa si d; = i para cada i, en caso contrario es llamada
bandera parcial.

Observacion. Para una bandera se tiene que n < m, por otro lado, una bandera parcial
siempre puede obtenerse de una bandera completa quitando determinados subespacios.
Reciprocamente, agregando los espacios adecuados, una bandera parcial siempre puede
extenderse a una bandera completa.

Fijando una bandera
F.Z{O}ZF()QFI g...an:V

Donde cada F; es un k-subespacio vectorial i-dimensional de V. Sea A una particién con m
partes satisfaciendo

n—-m>M>M0>...>24,>0

Llamaremos a estas particiones admisibles. Dada una bandera F, y una particién admisible
podemos formular la siguiente definicion.

Definicién 3.2.2 — Variedad de Schubert. Definimos variedad de Schubert de tipo
A respecto a la bandera F, X, 5 (F,) como la subvariedad de la Grassmanniana

i (Fo) = {[Q] € G(n,m) | dim (QNF,,_,1i—p,) > i}

Comentario. Las clases de homologia y cohomologia de una variedad de Schubert depen-
den solo de la particion A. Para cada particion A, obtenemos una clase de homologia, y una
clase de homologia (dual a la clase de homologia por dualidad de Poincaré). Notacién: En
general, se omiten de la particion los términos que se anulan. Seguiremos esta notacion, por
ejemplo escribiendo X o en vez de Xy.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que las clases de Schubert forman una base
aditiva para el anillo de cohomologia de la Grassmanniana. Empezamos presentando la
siguiente definicion.
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Definicion 3.2.3 — Células de Schubert. Sea {e¢,...,e,} una base ordenadade V' y
sea F, la bandera dada por los F; := Vecty(ey,...,e;). Definimos la Célula de Schubert
Zil e (F,) como

0 ,para j<m—n+1—24
Q] € G(n,m)|dim(QNF;) =4 i ,param—n+i—A<j<m—n+1—2Ay
m param—A, < j

Definicion 3.2.4 Dada una particién A, definimos el peso de la particién como

A=Y A
i=1

Observacion. La célula de Schubert Z;'Ll 5 (Fs) es isomorfa a A™ Podemos
luego, expresar la Grassmanniana como la unién disjunta de las células de Schubert

Gn,m)= || Zy(FR)
A admisibles

(n—m)—[A|

Consideremos oy, 5 las clase de cohomologia dual (por Poincar€) a la clase fundamental
de la variedad de Schubert X3 3

m"*

El anillo de cohomologia H*(G(n,m),Z) es libre de torsion. Las clases
de cohomologia de variedades de Schubert 6 generan una base aditiva de H*(G(n,m),Z),
tomando A en el conjunto de particiones admisibles.

El Cdlculo de Schubert

Concluimos en esta seccidn, presentando el formalismo simbdlico, denominado calculo
de Schubert, usado para resolver problemas de conteo y corresponde a la denominada teoria
de intersecciones de la Grassmanniana.

En general, dado que los tépicos abordados en esta seccion son de mayor complejidad, esta
serd particularmente expositiva en cuanto a resultados y consideraremos principalmente el
caso de la Grassmanniana Compleja, es decir k = C. Finalmente, se detallardn referencias
al final del capitulo.

Iniciaremos nuestro desarrollo desde la topologia algebraica. En la seccion anterior, vimos
que G(n,m) es una variedad (en particular compleja) de dimensién (n+ 1)(m —n). Desde
la topologia algebraica, tenemos que el grupo de cohomologia con coeficientes enteros
H'(G(n,m),Z) se anula cuando i ¢ [0,2(n+ 1)(m —n)] y ademds, la suma directa,

H*(G(n,m), Z) = QY H'(G(n,m), Z)
i
es un anillo graduado bajo el U-producto. Mas aun, G(n,m) es orientable, de modo que

existe un isomorfismo natural de el 2(n+ 1)(m — n)-ésimo grupo de cohomologia con Z, la
imagen en Z de un elemento u es llamado el grado de u y se denota por deg(u).
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Cuando varias subvariedades intersectan propiamente a un conjunto
finito de puntos, el numero de puntos, contando multiplicidad, corresponde al grado del
producto de las clases de cohomologia correspondientes.

Idea. En términos generales, el teorema se tiene del hecho que estudiar las clases de coho-
mologia "convierte” la interseccién en U-producto.

Presentamos ahora, el teorema principal del calculo de Schubert. Que afirma que las
células de Schubert determinan completamente la cohomologia de G(n,m).

— El teorema de la Base. Visto aditivamente H*(G(n,m),Z) es un
grupo abeliano libre y los ciclos Q(ag - - -ay) forman una base.

Por construccion, la clase de cohomologia de una subvariedad X de G(n,m) se encuentra
H?P(G(n,m),7Z) cuando X es irreducible y de dimensién [(n+1)(m —n) — p].

Observacién Ahora probaremos que Q(Ag---Ay) es irreducible de dimensién Zfzo(ai —1i)

con a; = dim(A;). Para esto suponga que A; consiste de los puntos (p(0), --- , p(n)) y el
espacio S de las (d+ 1) x (n+ 1)-matrices [p;(j)] con p(j) = 0= p;(j) cuando j > qg; para
i=0,---,d. Sea Sp un subconjunto abierto de S de matrices donde sus menores maximales

p(jo--+ja) = det[pa(jg)] no son todas cero. Dado que S es un espacio affn, se sigue que
So es irreducible y en consecuencia, (A —0---Ay) es irreducible. Por otro lado, sea S; el
subconjunto de S de matrices [p;(j)] donde su submatriz [p;(a;)] esla (d+1) x (d +1)-
identidad. Entonces S| se encuentra en Sy y 7(S;) es el subconjunto abierto de Q(Ag---Ay)
de puntos (---, p(jo---ja), ) con p(ag---ay) # 0, por esto la aplicaci’on 7 induce un iso-
morfismo analitico de Sy con 7£(S;) y como S es un espacio afin de dimensién Y& (a; — i),
la dimensién de Q(Ag---Ay) es la misma.

Podemos entonces reformular el teorema de la base como sigue

— El teorema de la Base 2.0. Cada grupo de cohomologia de dimen-
sién par H?P(G(n,m),Z) es un grupo abeliano y los ciclos de Schubert Q(ag - - -a,) con
p=[(n+1)(m—n)—Y" j(a;—i)] forman una base. Ademds, cada grupo de dimensién
impar se anula.

Ejemplo. Considerar la variedad de Grassmann G(0,m) de elementos de P”, de modo
que, las coordenadas de Plucker coinciden con sus coordenadas usuales. Asi, tenemos
G(O,m) =P" y Q(Ao) :Ao.

Ahora bien, el teorema de la base nos dice que H*”(IP",Z) para 0 < p < m es un grupo
ciclico libre generado por la clase Q(m — p) de un espacio vectorial (m — p)-dimensional, y
todos los otros grupos se anulan.

La base {---,Q(ag---ag),---} del grupos H*”(G(d,n),Z) y la base
{--.Q(n—ay, - ,n—ap),---} del grupo H*[@+)(=)=Pl(G(d,n),Z) son duales bajo el
emparejamiento v, w — deg(v-w) de la dualidad de Poincaré.
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Observacién. Esta proposicién nos dice que un elemento cualquiera v € H*?(Gr(n,m),Z)
se escribe de forma Unica como sigue

v:ZS(m—ad,...,m—ao)Q(a0-~'ad)
donde los enteros 6 (m —ag, ..., m— ap) estan dados por
o6(m—ay,....m—ag) =deg(v-Q(m—ay,...,m—agp))

En particular, si v es la clase de cohomologia de una subvariedad irreducible X C G(n,m).
Entonces cada entero 6 (m —ay,...,m — agp) es no-negativo pues corresponde a la cantidad
de puntos con multiplicidad en la interseccién de X y Q(By - By) para espacios vectoriales
B; adecuados. Estos nimeros fueron llamados originalmente Gradzahlen o grados de X.
Sea Y una subvariedad irreducible de G(n,m) de dimension p y sean los enteros €(ag - - - ay)
sus grados. Si la interseccion X NY es un conjunto finito de puntos, entonces, el numero
#(X NY) de puntos contados con multiplicidad es el grado del producto entre

Z5(m—ad,...,m—ao)Q(ao---ad) .y €(ag,...,aq)Q(m—ay,...,m—ap)
Aplicando la proposicién anterior, tenemos

#XNY) :ZS(m—ad,...,m—ao)e(ao,...,ad)

— La féormula determinante. Para toda sucesion de enteros 0 < ag <
.-+ < ay < n se tiene la siguiente férmula en el anillo de cohomologia H(G(d,n),Z)

G(a()> G(ao—d)
Qap---as)=| :
G(ad) G(ad—d)

donde por convencion, escribimos ¢ (h) = 0 para i ¢ [0, (n —d)].

Este teorema, junto con el teorema de la base, implica que el los ciclos especiales de
Schubert generan el anillo de cohomologia como Z-algebra. Mas aun, reduce el problema
de determinar el producto de dos ciclos de Schubert arbitrarios en el caso donde uno (o en
este caso, cada uno) es un ciclo especial de Schubert. Este caso nos lleva al tercer teorema
principal, que es el que sigue.

— Formula de Pieri. Para cualquier sucesion de enteros 0 < ap < ... <
ag<nyparah=0,...,(n—d) se tiene la siguiente férmula en el anillo de cohomologia

H*(G(n,m),Z):

.Q(ao- o -ad) o G(h) = ZQ(b() o0 -bd)
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donde la suma recorre las sucesiones de enteros by < - < by que satisfacen
0<by<ap<b;<ar<---<bs;<ay yZ?:Obi :Zgzoai—(l’l—d—/’l).

Ejemplo, Usemos este resultado para determinar L en P? que intersectan simultinea-
mente a cuatro lineas L1, L,,L3 y Ly4. En la seccion anterior, vimos que tales lineas L son
representadas por los puntos de la interseccién

0= ﬁQ(L,-,IPﬁ).

i=1

Buscamos entonces, calcular el grado de Q(1,3)*. Notemos que, por definicién se cumple
que ©(1,3) = (1) y la férmula de Pieri de 3.3.6 nos dice que Q(1,3)c(1) = XQ(bg - by),
con0<by<1<bh; <3yby+by =3.

Obtenemos de los cilculos anteriores lo siguiente, Q(1,3)> = Q(0,3) +Q(1,2). Luego, la
ultima proposicién nos da

00,32 =0,0(1,2)2=0, y deg(€(0,3)-Q(1,2)) = 1.

Asi encontramos el grado deg(Q(1,3)*) = 2. Alternativamente, usando nuevamente la
formula de Pieri obtenemos Q(1,3)3 = 2€(0,2) y una tercera vez nos da Q(1,3)* =2Q(0,1).
Ahora bien, como Q(0,1) es la clase de un tinico punto, su grado es 1.

Conclusiones y Ejemplos

Calculemos el numero de lineas L en P? que intersectan simultdneamente
a cuatro curvas dadas C1,C,C3 y Cy.
Considere c¢; € H*(IP?,Z) las clases de cohomologia de cada C; y £ la clase de cohomolo-
gia de una linea en L. Tenemos que ¢; = 0;¢, donde J; es el grado de C;. Luego, las lineas
intersectando una curva C; dada son representadas por los puntos de una subvariedad
X; de Gr(1,3) y como la clase de cohomologia x; de X; es de la forma x; = §;Q(1,3)
concluimos

X1 X2 x3x4 =28 8 63 04 (0,1)

y por ende, cuando el numero de lineas intersectando Cy,C>,C3,Cy es finito y se toma en
cuenta multiplicidad de soluciones, entonces el numero de lineas es dado por 28, &, 63 4.

Para analizar los X; mas detalladamente, necesitamos considerar el subconjunto Z del pro-
ducto 3 x G(1,3) consistente de los pares (P, Q) tales que el punto P € IP? se encuentra en
la linea representada por Q. Realizando célculos no demasiado complejos, como aquellos
de las secciones anteriores, podemos probar que Z es una variedad compleja de dimensién
5 que se puede describir como un sistema de ecuaciones polinomiales (de hecho, cuadra-
ticas bihomogeneas). Sea entonces p : P> x G(1,3) = P3y g: P3 x G(1,3) — G(1,3) las
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proyecciones usuales. Entonces, claramente tenemos X; = ¢(ZN p~'(C;)) en un sentido
conjuntista, y se puede ver que, x; = ¢.(z- p*c;), donde z es la clase de cohomologia de Z,
donde p* es la operacién inducida en los grupos de cohomologia inducida por p y donde
g+ es dual por Poincaré de ¢*. Similarmente tenemos Q(1,3) = g.(z- p*¢), y consecuente-
mente, la relacion ¢; = §;¢ implica la igualdad x; = 8;q.(z- p*¢) = 6;Q(1,3), corroborando
la igualdad.

Veamos que dos ecuaciones cuddricas en P* tienen, en general, dieciséis
lineas en comun.

Una forma cuddrica Q en P" estd definida como el conjunto de ceros de un polinomio
homogéneo F de grado 2 y podemos usar sus m = (";2) coeficientes para representar Q
en un punto ¢ € P!, Primero, observemos que las rectas en una cuddrica en P*, son
representadas por puntos ¢ en la variedad 3-dimensional irreducible G(1,4). Consideremos
W C P x G(1,4) el conjunto de los pares (g, £) tales que g representa una cuadrica Q en P*
y £ representa una recta en Q. Sea pry : W — P'*y pro : W — G(1,4) las proyecciones. Una
fibra de pr representa las cuddricas Q tales que contiene una recta dada L. Sean Fi, F>, F3
polinomios homogéneas lineales independientes definiendo L. Entonces, el polinomio F

definiendo Q es de la forma
F =G Fi+GyF, + F5G3 3.1

donde G; son polinomios lineales homogéneos adecuadas. De esta forma, los polinomios
de la forma 3.1 forman un espacio vectorial de dimension (4 + 4 + 4) = 12, por tanto la
fibra de pry es P'!. Tenemos entonces que W es una variedad irreducible de dimensién
11+dim(G(1,4)) = 17. Una fibra general de pr;, que representa rectas en una cuadrdtica
general Q es por tanto irreducible de dimensién (17 — 14) = 3.

Sea Q una cuddrica en P*, sea X = G(1,4) representando las rectas en Q y sea x la clase
de cohomologia de X. Por el teorema de la base, tenemos que x = AQ(0,4) + uQ(1,3) y
por la proposicion, tenemos que A = deg(xQ(0,4)) y u = deg(x(1,3)). Ahora, ninguna
recta en Q puede pasar por un punto P € P* que no esté en Q, por tanto X NQ(1,3) = 0,
luego A = 0. Por otro lado, un subespacio lineal A; intersecta Q en una cuddrica Q; en
esta copia de P? y exactamente 4 rectas en Q; intersectan una recta Ag en Ay, ya que A
intersecta 1 en dos puntos distintos, por tanto intersecta una recta a cada recta en cada
punto. Asi, X N1 Q(ApA1) consiste en los 4 puntos, luego tenemos que u = 4. Sea Q' otra
cuédrica en P*, entonces el ndimero de rectas comunes de Qy @', contando multiplicidades,
es igual a deg(x?) = 42 deg(Q(1,3)?) = 16.
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