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CARACTERIZACION DE P!

En toda esta seccién, C es una curva proyectiva suave irreducible, de género
g(C)YERY(C,we). Asi, para todo L = O (D) € Pic(C) se tiene
X(C, Oc(D)) = x(C, O¢) + deg(D)
o equivalentemente, se tiene que
(D) -U¢(K¢c—-D)=deg(D)+1-g(C).
Recuerdo: El Teorema de Abel-Jacobi sefiala que el morfismo sobreyectivo
T T
deg : Pic(C) — Z, L= O¢ (Z s -pi) — deg(L)défZ s
i=1 i=1
es inyectivo (i.e., para todos p,q € C, se tiene p ~ q) < C = PL.

Si C es una curva proyectiva suave irreducible, g(C) =0 < C = PL. J

Sobre k = C, las curvas de g = 1 médulo isomorfismo estdn en biyeccién
def

con H/SLy(Z), con H={z € C, Im(z) >0}. Para g > 2, Riemann noté
que ellas forman una familia de 2! (C,T¢) = 3g — 3 parametros (moduli).
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CARACTERIZACION DE P!

Prueba: Si C' = P! entonces wp1 = Op1 (-2) y luego g(P') £ hO(P!, wp1) = 0.
Si g(C) =0y p,qe C puntos distintos, entonces D = p—q tiene deg(D) =0
y deg(K¢c - D) =2g-2-deg(D) =-2<0. Asi,

{(D) =¢(D) - (K¢ -D)Edeg(D)+1-g=deg(D)+1=1.
Luego, ¢(D) =1y el sistema lineal

|D| = {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D} = P‘P)~1 » {pt}
tiene un dnico divisor efectivo, i.e., E=0. Asi, p - qdéfD ~F=0. O
Recuerdo: Vimos que para todo L = 0c(D) € Pic(C') se tiene que

L es amplio® si y sélo si deg(D) > 0.

En lo que sigue, discutiremos criterios numéricos en términos de deg(D) que
permitan concluir que L es globalmente generado o muy amplio.

li.e., algiin miltiplo positivo L®™ define un incrustamiento en un espacio proyectivo.
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RECUERDOS DE POSITIVIDAD

Sea X proyectiva suave irreducible y D = Y7 n; - Y; un divisor en X, con
T
Supp(D) := Y ¢ X cerrado (soporte de D)
i=1
Dada Y <€ X hipersuperficie irreducible, definimos su multiplicidad en D por

multy (D) = { 1(1)1 :n}; =Y; para cierto i € {1,...,r}
Finalmente, recordemos que el sistema lineal asociado a D estd dado por
|D|:=PH’(X, Ox(D)) = {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D}

y que el lugar de base del divisor D esta dado por
Bs(D) := {z € X, s(x) = 0 para toda s e H (X, Ox (D))}

def

={x e X, x e Supp(FE) para todo E > 0 efectivo tal que E ~ D}

& () Supp(E).
Ee¢|D|



POSITIVIDAD EN CURVAS ALGEBRAICAS

Luego, el fibrado en rectas L = Ox (D) es globalmente generado, i.e.,
or: X —|D| 2 P (P)-1 &5 un morfismo regular,
si 'y sélo si Bs(D) = @. Mas atn, L es muy amplio? si y sélo si

(a) L separa puntos, i.e., para todo par de puntos distintos z,y € X,
existe una seccion s € HY(X, L) tal que s(z) =0y s(y) # 0.

(b) L separa tangentes, i.e., para todo z € X y todo v € T, X existe una
seccion s € HY(X, L) tal que s(z) =0y (dys)(v) #0.

Sea C curva proyectiva suave irreducible y sea L = 0 (D). Entonces:
© L es globalmente generado < ¢(D —p) =¢(D) — 1 para todo p e C.

@ L es muy amplio < ¢(D -p—q) =¥¢(D) — 2 para todo par de puntos
p,q € C (no necesariamente distintos).

%j.e., @1, define un incrustamiento cerrado.



POSITIVIDAD EN CURVAS ALGEBRAICAS

Prueba: Para (1), sea p € C'y consideramos 0 - O¢(—p) - Oc — O, — 0.
Tensorizando por O¢(D) se tiene 0 > Oc(D —p) - Oc(D) - 0, >0y

0 — H'(C, 00(D - p)) == H'(C, 60(D)) > k.
Asi, {(D) = h9(C,Oc(D)) = dimyker(8) +rg(8) = £(D - p) + b, con
b=rg(8) €{0,1}. Luego, {(D -p) =¥¢(D) o bien (D) -1 (*).
Por otro lado, la aplicacién siguiente es inyectiva para todo p € C"
Yp:|D-pl2PPP)L o DI2PD) B s Evp
Asi, (D —p) = £(D) si y sélo si 1, es sobreyectiva, y esto dltimo equivale

(ipor definicion!) a que para todo divisor efectivo E > 0 tal que E ~ D se
tiene que p € Supp(FE), i.e., p € Bs(D).

Luego, D es globalmente generado < ¢(D —p) = ¢(D) -1 para todo p e C.
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POSITIVIDAD EN CURVAS ALGEBRAICAS

Para (2), podemos asumir (1): L muy amplio es globalmente generado, y si
U(D-p-q)=4L(D)-2 para todos p, q € C' entonces como en (*) tenemos
UD)-2=4(D-p-q)=4(D-p) o bien {(D-p)-1,

por lo que necesariamente /(D —p) = (D) — 1 para todo p e C. Asi,
o1, : C —> |D| 2 P“P)71 es regular, donde ¢(D) =0(D -p-q) +2 > 2,
y no-constante (pues /(D) > 2). Sélo resta verificar que ¢y

(a) L separa puntos: Vp+ qe C existe E >0 con E~ D, peSupp(F) y
q ¢ Supp(FE). Esto equivale a que ¢ no es un punto de base de |D — p|
y, por (1), equivale a £/((D-p) -q) = (((D)-1)-1=4(D) - 2.

(b) L separa tangentes: Vpe C existe E >0 con E ~ D, p € Supp(FE)
pero mult,(E) = 1. Esto equivale a que p no es un punto de base de
|D —p|y, por (1), equivale a su vez a que ¢(D —2p) = {(D) - 2.

Asi, (a) y (b) estan aseguradas por la condicién ¢{(D-p—q) =4(D)-2. [



CRITERIOS NUMERICOS DE POSITIVIDAD

Recuerdo: Un divisor D en una curva C' es especial si /(Kc—-D) >0 (i.e.,
h'(C,Oc(D)) > 0). En caso contrario, £(D)Edeg(D) +1 - g(C).

Por ejemplo, todo divisor D con deg(D) >2¢g(C) -1 es no-especial.
Sea C' curva proyectiva suave irreducible de género g(C) =gy L= Oc(D).

© Si deg(D) > 2g, entonces L es globalmente generado.
@ Sideg(D) >2g+1, entonces L es muy amplio.

Prueba: Sean p,q € C. En (1), tanto D como D — p son no-especiales, y asi

(D)% deg(D)+1-gy (D -p)=deg(D-p)+1-g = (deg(D)+1-g)-1,
i.e.,, {(D—-p)=¢(D) -1 para todo peC, i.e., L es globalmente generado.

En (2), los divisores D, D—py D—p—q son no-especiales, y el mismo célculo
dal(D-p-q)=4(D)-2Vp,qeC,y por ende L es muy amplio. O
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GRADO DE UNA VARIEDAD

Ejemplo: Si C = P! entonces L = Opi(d) es amplio < deg(L) £'d > 0.

b P o o 5 - def
Mas atin, en P! todo divisor amplio es muy amplio (pues o1, = 17 Veronese).

Antes de poder dar mas ejemplos en curvas de género > 1, necesitamos
definir la nocién de grado de una variedad proyectiva X — P". J

Sea j : X — P™ variedad proyectiva y m € Z. Para todo .% € Coh(X)
definimos .Z (m) = .Z ® Ox(m) donde Ox(m) := j* Opn(m)= Opn(m)|x.
En particular, el Teorema de anulacién de Serre implica que la funcién
hy 2 — Z, m— x(X, F(m)) =Y (-1)'h (X, F (m))
i>0
verifica que h.z(m) = h°(X,.#(m)) para todo m > 0. Decimos que h.# es
la funcién de Hilbert de . respecto al incrustamiento j: X — P".

Sea j: X — P" una variedad proyectiva y sea .# € Coh(X). Entonces,
hz(m) € Q[m] es una funcién polinomial con coeficientes racionales. J
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POLINOMIO DE HILBERT

Idea de Prueba: Como HY(X,.Z (1)) = H'(P", (j..% ) ® Opn(m)) para todo
i > 0, basta suponer que X =P" y probar el resultado por induccién en n € N:

Sin =0, entonces .#(m) = .% paratodom € Zy hg(m) es constante. Para
simplificar los calculos, supongamos que .7 es localmente libre: el hiperplano
v: H=P"! < P"induce 0 - Opn(-1) - Opn > O — 0 y asi

0— F(m-1) — F(m) — Fy(m) — 0,
donde .Zy; := F|y haz coherente en H = P"!. Luego,
X(B", 2 (m)) = X(P", #(m ~1)) + X(H, Zx (m)),
i.e., hg(m)—hgz(m-1)=hg,(m). Por induccién, hz,(m) e Q[m].

Limpiando denominadores, basta probar que si f : Z — Z funcién tal que
g(m):= f(m) - f(m—1) es un polinomio en Q[m], entonces f también.

Dejamos esto como Ejercicio (ver Hartshorne, Ch. |, Proposition 7.3). [
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GRADO DE X < P

Sea j: X < PV variedad proyectiva irreducible de dim(X) = n. Definimos

hx(m) = hgy (1y(m) = x(X, Ox(m)) polinomio de Hilbert de X — PV
El grado deg(X) de X es n! veces el coeficiente principal de hx(m).

def

Ejemplo: Sea X = V(f) € P" una hipersuperficie definida por un polinomio
homogéneo no-nulo de grado d. Entonces, se prueba (Ejercicio)
hx(m) = (n+m)_(n+m—d> = dm—nl+ y asi deg(X) =d.
n n (n-1)!
Ejemplo: Sea C curva de género g y sea L = O¢(D) muy amplio, i.e.,
@1, : C = P" incrustamiento cerrado, con n€"¢(D) —1. Entonces, dado que
Oc(1)E o* 7 0pn (1) 2 L calculamos el polinomio de Hilbert de (C, L) como
hc(m)dffX(C, Oc(m)) = x(C,L®™) = x(C, Oc(mD))
Ldeg(mD) +1-g=deg(D) - m+1-g
En particular, deg; (C) := deg(¢r(C)) = deg(D).



CURVAS ELIPTICAS

El Teorema de Bertini implica que deg(¢r(C)) coincide con la cantidad de
puntos en ¢y, (C) N H, donde H =~ P"! hiperplano general en P". J

Sea C una curva eliptica, ie.,, g(C) =1 < wc 2 Oc. Si L~ 0c(D) es un

fibrado en rectas con deg(D) =3 (e.g. D =p+q+r) entonces L es muy

amplio, pues deg(D) =3>2g +1, y ademas £(D) = deg(D) = 3. Asi,
op:C — PP? incrustamiento cerrado.

donde la curva imagen tiene grado deg(¢(C)) = deg(D) = 3. Luego,

Toda curva eliptica es isomorfa a una cabica suave en P?. J

De manera similar, si C' es una curva de género 2 entonces todo fibrado en
rectas L = Oc(D) con deg(D) > 5 = 2g + 1 es muy amplio. Ademas, si
deg(D) = 5 entonces /(D) E5+1-2=4. Asi,

Toda curva de género 2 es isomorfa a una curva suave de grado 5 en P3. )
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POSITIVIDAD DEL DIVISOR CANONICO K¢

Sea C' una curva proyectiva suave irreducible de género g. Notar que si g =0
(resp. g =1) entonces C 2 P! y |K¢| = & (resp. |K¢| es un punto).

Si g > 2, entonces we 2 Oc(K¢) es globalmente generado. |

Prueba: Basta verificar que {( K¢ —p) = £(K¢) — 1 para todo p € C, donde
ya vimos que /(K¢ —p) = ¢(K¢) o bien /(K¢) - 1.

Sil(Kc-po) = E(Kg)d:efg para cierto pg € C, consideramos el divisor D = pg

D) -l(Kc —po) =(D) - gEdeg(D)+1-g=2—g, i.e., {(D)=2.
Por otro lado, para todos ¢, € C' tenemos que deg(D —g—-7)=-1<0y
luego /(D —q-1r)=0=4(D) -2, por lo que L 2 Oc(D) es muy amplio:

pr:C —> P! seria un isomorfismo, contradiccion pues g > 2. [
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CURVAS HIPERELIPTICAS

Terminologia clasica (Max Noether, 1883)

Un g/, en C es un par (L, M) donde L = &¢(D) € Pic(C) con deg(L) =d,
y M cH°(C, L) globalmente generado de dimy (M) =r + 1, que define

op:C — M| =P".

En particular, si 7 > 1 entonces deg(¢ps) = d (ver Clase 18).

Una curva proyectiva suave irreducible C' es hipereliptica si posee un gJ,
i.e., existe f:C — P! regular de deg(f) = 2.

Ejemplo importante: Si g(C) = 2, entonces deg(wg) = 29-2 =2y
dim; HO(C, wo)d§f2 =1+1, i.e., toda curva de género 2 es hipereliptica y
la aplicacién canénica ¢, : C —> P! es de deg(p) = deg(wc) = 2.

Sea C' curva proyectiva suave irreducible de género g > 2. Entonces,

we 2 Oc(Ke) es muy amplio < C no es hipereliptica.
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CURVAS HIPERELIPTICAS

Prueba: we es muy amplio < ((Kc-p—-q) = {(K¢) — 2% 45— 2 para todos

p,q€C,ysabemos que /(Kc—p-q)=g—-20g-1.Si D:=p+gq,
UD)-U(Kc-p-q)Fdeg(D)+1-g=3-g,

y luego £(D) =10 ¢(D) = 2. Basta analizar si existe D = p+q con ¢(D) = 2:

Si C posee un g3 (i.e., C hipereliptica) dado por M ¢ H(C, L), entonces

cualquier s € M ~\ {0} determina E = div(s) >0 con deg(F) = deg(L)deFZ
i.e., £ = pg+qo para ciertos po,qo € C. Ademas, por definicién de g3 se

tiene £(E) > 2 en tal caso, y por ende we no es muy amplio.
Si weo no es muy amplio, existe D = p + ¢ tal que (D) = 2, entonces el par
(Oc(D),H°(C, 6c(D))) es un gs en C pues deg(D) =2y |D|zP!. [

Si C es una curva proyectiva suave irreducible de género g > 2, entonces
deg(3K¢) =6g-6>2g+1y luego L =wg 3 es muy amplio, donde se

calcula ¢(3K¢)E (6g-6) +1-g=5g -5, i.e., siempre o, : C' > P96,
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SI f: X - Y MORFISMO DE CURVAS,
;,COMO COMPARAR ¢g(X) CON g(Y)?



RAMIFICACION

En todo lo que sigue, f: X — Y es un morfismo regular no-constante entre
curvas proyectivas suaves irreducibles que lo asumiremos separable, i.e., la
extension de cuerpos f*: k(YY) < k(X)) es separable (e.g. car(k) =0).

Recuerdo: El fibrado cotangente relativo a f se define mediante
frwy e —>Q} — 0,
donde la sucesion es exacta por la izquierda cuando f es étale.
Si tensorizamos « por (f*wy )" obtenemos
Ox — wx ® (f*wY)v, i.e., S€ HO(X,O.)X ® (f*wY)v).
Construccion: Dado que f es separable, por suavidad genérica existe un

abierto denso U ¢ X tal que f|y : U — Y es étale, i.e., aly es inyectivo y
luego s|y # 0. En particular, s # 0 y tiene sentido definir

Ox(Ramy) := Ox(div(s)) 2wx ® (fwy)",
el divisor de ramificacion de f, donde ademas Q} = f*(wy) ® Oram,-
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RAMIFICACION

Asi, para p € X el coeficiente en Ramy es la dimension® del tallo (Q})p:
Consideramos parametros locales u € Oy ¢(,y y v € Ox ;. Luego, el pullback
f" Oy pp) — Oxp

verifica f*(u) = v®w para cierto elemento invertible w ¢ 0%, Y cierto
e = e,(f) € N*! llamado el indice de ramificacién de f en p e X.

Como dv genera el Ox ;-médulo wx ;, y que du genera el Oy, ¢(,y-médulo
Wy, f(p), la sucesién exacta que define a Q} implica que la dimensién de

(Q})p es el menor entero no-negativo m tal que a(du) pertene a (v™) - dv.
Asi, dado que f*(u) = v“w podemos calcular
a(du) Ed(f*(u)) = d(v°w) = ev®  w dv + v° dw,

y luego el coeficiente de p en Ramy es e, (f) —1, a menos que car(k) >0y
que ella divida a e,(f). En el dltimo caso, el coeficiente es > e,(f).

3En estricto rigor, es el largo como médulo.
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TEOREMA DE RIEMANN-HURWITZ

Sea f: X — Y es un morfismo regular separable no-constante entre curvas
proyectivas suaves irreducibles. Decimos que f tiene

@ ramificacién salvaje (wild) en p € X si car(k) >0 divide a e,(f).

@ ramificacion moderada (tame) en p € X en caso contrario.

La construccién anterior se resume en el siguiente resultado.

Teorema de Riemann-Hurwitz (Hurwitz 1891, Hasse 1935)

Sea f: X - Y es un morfismo regular separable no-constante entre
curvas proyectivas suaves irreducibles. Entonces,

wx 2 f*(wy) ® Ox(Ramy),

donde Ramjy = ¥y n;, - p es un divisor efectivo que verifica n, = e, (f) - 1
(resp. ny, > ep) si f tiene ramificacion moderada (resp. salvaje) en p e X.
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CONSECUENCIAS DE RIEMANN-HURWITZ

Sea f: X - Y como en el Teorema de Riemann-Hurwitz:

Entonces, 2g(X) -2 = deg(f)(29(Y") - 2) + deg(Ramy).

En particular, si f tiene ramificacién moderada en todo p € X, entonces

29(X) -2 =deg(f)(29(Y) -2) + 3 (ep(f) - 1).

peX

Prueba: Basta tomar el grado de los divisores en el Teorema de Riemann-
Hurwitz, y recordar que deg(f*wy ) = deg(f) deg(wy). O

Entonces, g(X) > ¢g(Y). Mas ain, g(X) = g(Y) < f es un isomorfismo,
o bien X 2 Y = P!, o0 bien X e Y son curvas elipticas. J

Prueba: Como Ram; > 0, g(X) -1 > deg(f)(g(Y)-1). Si g(Y) =0
entonces claramente g(X) > g(Y) y ademas g(X) = ¢g(Y) = 0 implica
X 2Y 2Pl Sig(Y)>1, como deg(f) > 1, tenemos que g(X) > g(Y).
Ademas, g(X) = g(Y) implica g(X) =g(Y) =1 o bien deg(f) = 1. O
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(GRACIAS POR LA ATENCION

Con el lenguaje que aprendimos, hay mucha Geometria Algebraica que
podemos aprender de otras personas, y ensefiar a Ios demés.

NN
RN '

Figure: ALEXANDER GROTHENDIECK en Vietnam (1967).




