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35.2 TEOREMA DE RIEMANN-ROCH
PARA CURVAS ALGEBRAICAS
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REFORMULANDO RIEMANN-ROCH

Recordemos que si C' es una curva proyectiva suave e irreducible definida
sobre k = C, entonces Riemann (1857) y Roch (1865) prueban que

¢(D) - (K¢ - D) = deg(D) - g(C) + 1
para todo L = 0 (D) € Pic(C), donde £(D) £ h0(C, 6 (D)).

Usando dualidad de Serre, probaremos esto para k algebraicamente cerrado.J

Dualidad de Serre: En una curva proyectiva suave irreducible C' tenemos
@ 1'(C,0c(D)) = W(C, 6c(Kc - D)) € U(Kc - D).
@ 4(C)¥h’(C,wc) = h'(C, bc).
Asi, {(D) - (K¢ - D) se reescribe como h(C, Oc (D)) - h'(C, Oc(D)).
De manera similar, el término 1 - g(C') se reescribe como
1-9(C) =1-1h'(C,bc) = h(C, bc) - h'(C, 6c)

pues C' es una curva proyectiva irreducible.



REFORMULANDO RIEMANN-ROCH

Cultura general (género aritmético)

Si C curva proyectiva irreducible (no necesariamente suave), se define su
género aritmético como p,(C) := h(C, 07).

Recuerdo: Si X variedad proyectiva de dim(X) = n y .% € Coh(X), se
define (X, ) = ¥;50(-1)'h (X, ). Ademss, si 0 > .F -G - H# -0
es una sucesion exacta de haces coherentes entonces

X(X7g) = X(Xvﬁ) +X(X7°%ﬁ)'

Con la notacién anterior, el Teorema de Riemann-Roch se reduce a probar
que para todo L = O (D) € Pic(C) se tiene que
X(Ca ﬁC(D)) = X(Ca ﬁC) + ng(D)

Estrategia: Relacionar ¢ (D) y O¢, e interpretar deg(D) como la carac-
teristica de Euler-Poincaré de algin haz.



RELACIONANDO O¢(D) Y O¢

Recuerdo: Sea X variedad proyectiva suave irreducible y j : D — X hiper-
superficie irreducible (i.e., un divisor primo). Entonces, Zp = Ox(-D) y
hay una sucesién exacta de &'x-mdédulos

0— Ox(-D) — Ox — j.Op — 0
donde H'(X, j.Op) = H'(D, Op) para todo i > 0.

Si D =%!,n;-Y; divisor efectivo (i.e., n; > 0 para todo i) entonces se
tiene la misma sucesién exacta, pero j.Op es el cociente de Ox por el ideal
de funciones regulares que se anulan en Y; con multiplicidad > n;.

Caso particular importante: Sea C curva proyectiva suave irreducible y
D =7 n;-p; divisor efectivo, donde sélo escribimos los n; > 1. Entonces,

HO(D, 0p) = @ Ocy, /my:.
i=1
Luego, dado que dim(D) = 0, tenemos que
X(D, ﬁD) = hO(D, ﬁD) =N +...+ nrdzef eg(D).



RELACIONANDO O¢(D) Y O¢

Mas adn, notar que si L € Pic(C') y D = p es un dnico punto, entonces
(escogiendo una vecindad p € U < C tal que L|y = Oy) la férmula de
proyeccién implica
L®Op=L®j.0p=j.(j*L®bp)=j.0p=Op,
i.e., todo fibrado en rectas en un punto es trivial. Analogamente, y denotando
j«Op por Op, tenemos que
L ® Op = Op para todo divisor efectivo D en la curva C.

Teorema de Riemann-Roch

Sea C' una curva proyectiva suave irreducible, de género ¢(C) £ h0(C,we).
Entonces, para todo L = Oc (D) € Pic(C) se tiene que

X(C,0c(D)) =x(C, Oc) +deg(D)
o equivalentemente, se tiene que

(D) -U¢(K¢c—-D)=deg(D)+1-g(C). )




TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Prueba: D es diferencia de divisores efectivos D = E — F'. Obtenemos
0— Oc(-E) — Oc — Op — 0
sucesion exacta asociada a F, y una sucesion exacta asociada a F
0— Oc(-F) — O6c — Op — 0.
Tensorizando por L = O¢(E), con L® Oy~ Opy L® O = O, tenemos
0— O0c — Oc(E) — O — 0, (*)
U—>ﬁc(E—F)§ﬁc(D)—>ﬁc(E)—>ﬁF—>0, (**)

y (*) implica x(C, 0c(E)) = x(C, 6c) + x(E, Op) = x(C, 0¢) + deg(E),
pues x(E, Og) = deg(E). Similarmente, (xx) implica que x(C, 0c(F)) =
X(C,0c(D)) +deg(F). Asi, deducimos que

X(C, 0c(D)) = x(C, Oc(E)) - deg(F)
= X(C, Oc) + (deg(E) - deg(F)) ='x(C, O¢) + deg(D) [



CONSECUENCIAS DIRECTAS DE RIEMANN-ROCH

Sea C curva proyectiva suave irreducible de género g(C) = g.

Q@ Si D = K¢, entonces el Teorema de Riemann-Roch se reduce a
LK) - L(0)Eh0(Cwe) - hO(C, Oc) = g - 1Z deg(Kc) — g + 1.
Asi, tenemos que deg(wc)défdeg(Kc) =2g — 2. En particular,
deg(T¢) = deg(-K¢) = 2 - 29 (Teorema de Gauss-Bonnet)

@ Notar que /(D) = h°(C, 0c(D)) =0 si deg(D) < 0: si existiera E > 0
tal que £ ~ D entonces deg(D) = deg(E) > 0, una contradiccién. Asi,
como deg(K¢ - D) =2g -2 —deg(D), tenemos que:

Si deg(D) >2g - 1 entonces /(K¢ — D) = h'(C,0c(D)) =0
y en tal caso (D) = deg(D) - g + 1 > g (Riemann-Roch).

Decimos que D es un divisor especial si
((Kc - D) >0 o, equivalentemente, h'(C, 0c(D)) > 0.
En caso contrario, se tiene /(D)= deg(D) +1 - g(C).




CONSECUENCIAS DIRECTAS DE RIEMANN-ROCH

© Supongamos que deg(D) =2g -2 pero D ¢ K¢ (i.e., no existe
fek(C) con D-K¢g=div(f)). Entonces, {(D) =g- 1.
En efecto, tenemos que

UD)E29-2-g+1+4(Kc—-D)=g-1+£(Kc- D).
Luego, si /(K¢ — D) > 1 existiria E > 0 efectivo tal que £~ Ko - D,
y tendriamos que deg(FE) = deg(Kc - D) =0,i.e, E=0yasi D~ K¢.
En otras palabras, todo divisor D con deg(D) = deg(K¢) cumple
D ~ K¢ siy sélosi (K¢ - D) =h'(C,0c(D)) %0,

i.e., D es especial.



RIEMANN-ROCH PARA CURVAS ELIPTICAS

Supongamos w¢ = O trivial (i.e., K¢ =0), entonces gdéth(C, we) = 1.

Reciprocamente, si g = 1 entonces deg(K ) = deg(—K¢) =0 gracias a (1).
Asi, el Teorema de Riemann-Roch se reduce a

UD) - ¢(K¢ - D) = deg(D).

En particular, si D = —K¢ obtenemos ¢(-K¢) = £(2K¢) > 1 pues si s €
H%(C,we) \ {0} es no-nula, entonces s®% € H’(C,wE?) es no-nula.

En otras palabras, el we verifica h%(C,we) # 0y hO(C, we) # 0,y por ende
we = O es trivial. De este modo:

g(C) =1siysélosiwe = 0c
y decimos que C' es una curva eliptica. Para g = 1, Riemann-Roch nos dice:
(D) =4(-D) + deg(D).
Asi, {(D) =deg(D) si deg(D) >1y ¢(D)=0sideg(D)=0y D 0.



CARACTERIZACION NUMERICA DE AMPLITUD

Sea C curva proyectiva suave irreducible y L 2 0 (D) € Pic(C'). Entonces,
L es amplio si y sélo si deg(L) % deg(D) > 0. J

Prueba: Ya hemos vimos que si L amplio, deg(L) > 0. Supongamos
deg(D) >0, y notemos que por Riemann-Roch se tiene que para m > 0
¢{(mD) - {(K¢ —mD) = h°(C, 6c(mD)) Emdeg(D) +1 - g > 0.
—
Asi, reemplazando L por L®™, podemos suponer D efectivo. Luego,
0— 0¢c(-D) — Oc — Op — 0
que al tensorizar por Oc(mD), nos da una sucesién exacta
0— Oc((m-1)D) — Oc(mD) — Op — 0.
En cohomologia, obtenemos una sucesion exacta larga
0 — H%(C, 6c((m -1)D)) — H°(C, 6c(mD)) - H(D, Op)
— H'(C, 0c((m-1)D)) — H'(C, 6c(mD)) — 0
por anulacién de Grothendieck, pues dim(D) = 0.
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CARACTERIZACION NUMERICA DE AMPLITUD

Si hy == hY(C, Oc(mD)) entonces hy_1 > hyn > hini1 > Bunyo > - y asi,
dado que h,, < +o0, obtenemos que

H'(C, Oc((m-1)D)) = H'(C, Oc(mD)) isomorfismo para todo m > 0.
Asi, la aplicacion siguiente es sobreyectiva para todo m > 0
HO(C, Oc(mD)) — H'(D, 6p) @ Ocy, [}
donde el divisor D = }.7_; n;-p; esta dado por n; >Z_01y p; € C. En particular,
ev, : H(C, 6c(mD)) —» 6c(mD),
es sobreyectivo para todo x = p; que aparece en D = Y.7_; n;-p; con n; > 0.

Por otra parte, s € H(C, 0c(mD)) con div(s) = mD es tal que s(z) # 0
para x % pi,...,pr. Asi, M := Oc(mD) es globalmente generado, i.e.,

o C — P(H(C, M)Y) = P" es un morfismo regular.
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CARACTERIZACION NUMERICA DE AMPLITUD

Como M ¢ O¢ (para m > 0 se tiene {(mD) > 2 por Riemann-Roch)

tenemos que ¢y es un morfismo no-constante. Mds adn, dado que C' es

una curva proyectiva, se tiene que ¢j; es un morfismo finito y por ende
4 Opn(1) 2 ME Go(mD) es amplio.

Luego, L = Oc(D) es amplio también. O

Ejemplo: Sea C una curva proyectiva suave irreducible de género g(C) = g.
El resultado anterior y deg(wc) = 29 — 2 implican que C es:

Fano w¢ amplio g=0 Kk(C) =-00
Calabi-Yau <{ wecz0¢ g=1 t=1{ k(C)=0
Can. polarizada we amplio g2 k(C) =
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GENERALIZANDO RIEMANN-ROCH

Hecho (Ejercicio de Lectura, ver Lema 5.2.12)

Sea C' curva proyectiva suave irreducible y £ — C fibrado de rg(E) = 7.
Entonces, £/ admite una filtracién decreciente

FEicEyc---cE. 1CFE,.=F
por sub-fibrados vectoriales E; — C de rg(E;) = i.

Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irreducible, y sea £ — C
un fibrado vectorial de rg(FE) = r. Definimos el grado de E' como el entero

def

deg(F) := deg(det(FE)) = deg(A"F)
donde det(E) 2 A"E € Pic(C') es el fibrado en rectas determinante.

Veamos el caso 1-dimensional del Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch,
probado por F. Hirzebruch (1954) y generalizado por Grothendieck (1957).
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TEOREMA DE HIRZEBRUCH-RIEMANN-ROCH

Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch (HRR)

Sea C curva proyectiva suave irreducible de género g(C') = g. Entonces,
para todo fibrado vectorial E' - C de rg(F) =y deg(F) =d, se tiene

X(C, E) =1g(E)x(C, Oc) + deg(E) =r(1-g) +d.

Prueba (induccién en r): Podemos asumir r > 2 y considerar la filtracién
Eic<FEyc--cE,q<E,:=F por sub-fibrados F; - C de rg(FE;) =i con

0 —E, — Eiyyg — L; d§fEi+1/Ei — 0 sucesién exacta de fibrados
con L; € Pic(C'). Asi, nos reducimos a probar que para toda

0 — EF — F — @ —> 0 sucesion exacta de fibrados en C'

se tiene HRR para E'y @ implican HRR para F'. Para ello, observamos que:
(a) rg(F) =rg(E) +1g(Q).
(b) det(F) = det(E) ® det(Q) y luego deg(F') = deg(F) + deg(Q).
(c) x(C,F) =x(C,E) +x(C,Q). O
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HIRZEBRUCH Y GROTHENDIECK

Figure: ALEXANDER GROTHENDIECK y FRIEDRICH HIRZEBRUCH.

La version general del Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch establece

X(X,E) = chh(E)td(X).

Para mas detalles, recomiendo las notas de Andreas Gathmann (2002-2003).
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GROTHENDIECK-HIRZEBRUCH-RIEMANN-ROCH

El Teorema de Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch, que afima que
para f: X —- Y se cumple ch(fi.7°)td(Y) = f.(ch(.Z7°*)td(X)).
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Figure: Teorema de GHRR.




APLICACION A EXTENSION DE FIBRADOS

Construccién: Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e irreducible,
y sean E y @ fibrados vectoriales en X. Una extensién de () por E es una
sucesion exacta corta de fibrados vectoriales
0 —-E%Frl.g 0 (S)
Decimos que la extensién (S) escinde! (o que es trivial) si F = E® Q. Es
un Ejercicio cldsico de algebra probar que
(S) es trivial < Existe una seccién s: @ — F' verificando o s =1dg.

Si Q = L € Pic(X) tenemos la sucesion exacta tensorizada siguiente
0—E®L' —»F®L' > 0x — 0. (S)® LY

Luego, (.S) es trivial si y sélo si existe una seccién s: Ox — F'® L" tal que
mos=1Idg,. Sabemos (ver Clase 22) que esto equivale a la existencia de

se HY(X,F® L") tal que I'(r)(s) =1 ¢ H'(X, O%). (*)

YEn inglés, split.
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APLICACION A EXTENSION DE FIBRADOS

Al considerar la sucesién exacta larga en cohomologia

. —H(X,FoL') —— el D) H(X, Ox) = k:—>H1(X E®LY) —> -

y como Im(I'(7)) = ker(d), (*) equivale a que la clase de cohomologia
d(s) = 0(1) sea nula en HY(X,E® L") 2xExt' (L, E).

En conclusién, (.5) es trivial < 6(g) =0 en HY(X,E®LY).

Lo anterior, junto con HRR, permite clasificar los fibrados vectoriales en P*.

Teorema de Birkhoff-Grothendieck (1957)

Sea E — P! un fibrado vectorial de rg(E) = 7 en P!. Entonces,
E= ﬁpl(dl) @ ﬁ]pl(dQ) DD ﬁpl (dr)
para (nicos enteros dj < dg < -+ < d,..

Conjetura (Hartshorne)
Sin > 7, todo fibrado E de rango 2 en P" escinde E = Opn(a) ® Opn (D).
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TEOREMA DE BIRKHOFF-GROTHENDIECK

Prueba: Si m > 0, entonces HY(P', EV(m) ® wp1) = 0 por anulacién de
Serre aplicado al haz coherente .% = EY @ wp1. Luego, por dualidad de Serre
tenemos HO(P!, E(-m)) = 0 para m > 0.

Por otra parte HRR en P! (con g hO(P!, Op1(-2)) = 0) implica
R(PYLE)=r(1-g)+d+h'(C,E)>d+r.

def

Reemplazando E por E(f) = E ® Opi(¢), y notando que det(E({)) =
det(E) ® Op1(rt), tenemos que deg(E(¢)) = d + rf. Asi, podemos asumir
que d = deg(FE) € {0,-1,...,—(r-1)} y con ello h°(P, F) > 1.

Asi, fijamos m € N maximal tal que h°(P*, E(-m)) # 0.

Sea s ¢ H(P', E(m))~ {0} correspondiendo a un morfismo de &p1-médulos
s : Op — E(m), ie, s : (E(m))Y —» Op1. La imagen Im(s") =
Op1(=D) 2 Opi (—k) es el haz de ideales de cierto D > 0 de grado & > 0.

Dualizando, Opi1(k) = E(-m) y luego obtenemos Op1 - E(-m — k) que
corresponde a una seccién no-nula de E(-m —k). Como m maximal, k = 0.
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TEOREMA DE BIRKHOFF-GROTHENDIECK

De lo anterior, obtenemos &p1 — E(—m) y asi una sucesion exacta

0— Opi(m) —E—Q—0, (S)
donde Q = @/~ Op1(d;) por hipétesis de induccién.
Debemos demostrar que la extensién (S) es trivial:

Observemos que d; < m para todo i: si e.g. ¢ :=d; —m—1 >0 entonces,
tensorizando (.S) por el fibrado en rectas &p1(—m — 1) obtenemos

0— Opr(-1) — E(-m-1) — Op({) Q" — 0,
y con ello obtendriamos una sucesién exacta en cohomologia
0 — H'(P', E(-m - 1)) — H'(P', 01 (£)) e H'(P', Q") — 0

con hO(PY, Op1(~1)) = hY(PL, Opi(-1)) = 0. Asi, hO(PY, Op1(£)) 2 1 im-
plicaria h®(P!, E(-m - 1)) # 0, contradiciendo la maximalidad de m.
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TEOREMA DE BIRKHOFF-GROTHENDIECK

Considerando la sucesién exacta dual de (.S), obtenemos una extensién
r—1

0— P Opi(-d;) — EY — Opi(-m) — 0, (S)Y
i=1
cuya clase asociada J(g)v pertenece al grupo de cohomologia

H (P!, Op1 (m) ® Q) = Té}lHl(Pl, Opr(m - d;)) =0,
p=ll

donde la dltima anulacién se obtiene pues m —d; > 0 (Ver Clase 22).
Luego, E = Opi1(m) @ @ es una suma directa de fibrados en rectas.

La unicidad de los d; < -+ < d, se deduce del hecho (Ejercicio) que podemos
recuperar d; a partir de h/ (P!, E(m)) para ciertos j € {0,1} ymeZ. [
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