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34.8 IMAGENES DIRECTAS
SUPERIORES
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EL FUNCTOR R'f,

En lo que sigue, f : X — Y es un morfismo regular entre variedades
algebraicas y .% es un Ox-médulo.

Recuerdo: El functor imagen directa
f+: Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — f..7 es exacto por la izquierda
con (fo.Z)(V)E.Z(f71(V)) para V C Y abierto. Sus functores derivados
R'f. : Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — R'fo.7
se llaman imagenes directas superiores.

En particular, RVf,(.%) = f..Z y toda sucesién exacta corta
0 —% —>9Y—#—0

de Ox-mdédulos induce una sucesién exacta larga en Qcoh(Y)
0
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1 1 Y
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DESCRIPCION CONCRETA DE R'f,(.%)

R'f.(.F) es el haz asociado al prehaz que a cada V € Y abierto asigna
v — H(f(V), ) J

Prueba: Sea .# — T* resolucién inyectiva, donde R’ f(.F) EH(f.(Z%)).
La definicién de f, implica que H*(f.(Z*)) es el haz asociado al prehaz

V— H(D(f'(V),I)SH (f1(V), Z). O

Caso particular importante: Si Z es un haz flasque en X (e.g. un haz
inyectivo en Qcoh(X)) entonces H'(f~1(V),Z) = 0 para todo i > 1 y luego

R'f.(Z) =0 para todo i > 1.



TEOREMA DE IMAGENES DIRECTAS DE LERAY

Teorema de imagenes directas de Leray

Sea f: X — Y morfismo regular entre variedades algebraicas, y .7 haz
quasi-coherente en X tal que R”f,(.%) =0 para todo p > 1. Entonces,

H'(X,.Z) 2 H(Y, f..7) para todo i > 0.

Prueba: Sea .# < Z° resolucién inyectiva, dada por el complejo exacto
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0
0—»F s L, 7t 4,72 ..
Por hipétesis, R?f. (.F) €' HP(f.(Z*)) = 0 para todo p> 1, i.e.,

0— fo7 — f. I° — f. I' —> - es un complejo exacto.

Asi, Af*f —> f+Z° resolucion en Qcoh(Y). Como T’ es flasque, cada
f+Z" es flasque (por definicién de f.) y asi f..# — f.Z° resolucién flasque.
El Teorema de de Rham implica que

H(Y, f*ﬁ)iHi(F(Y, s I‘))d%in(F(X,I'))d%in(X,55) Vi>1l. O



MORFISMOS FINITOS

Ejemplo: Supongamos que f : X - Y es un morfismo finito (e.g. la
inclusién de una subvariedad cerrada). Entonces,

Si V Y abierto afin, entonces f~1(V) c X abierto afin.
Luego, el Teorema de Serre implica que HP(f~1(V),.%) = 0 para todo p > 0,
y luego RP f, (%) =0 para todo p > 1. El resultado anterior implica
H'(X,.Z) 2 H(Y, f..7) para todo i > 0.

Recuerdo: Si f: X — Y morfismo regular y .% € Qcoh(X) entonces f..#
es un quasi-coherente en Y, pero no necesariamente coherente (incluso si
F es coherente). Eg. f:A" >Y ={pt} y & = Opn.

Si f morfismo finito y .7 es coherente entonces f,.% es coherente.

Si ¢ : B - A morfismo de anillos noetherianos y M un A-médulo, entonces
M es un B-médulo via b-m := ¢(b) - m, no necesariamente fin. gen. Si A
es un B-modulo finitamente generado via ¢, entonces M también.




PROPIEDADES DEL HAZ R'f,. (%)

Sea f: X — Y morfismo regular y % € Qcoh(X). Entonces:

@ Las imagenes directas superiores R’ f, (.#) son haces quasi-coherentes.
Q Si Y es afin con B=0(Y), R'f.(F) =M con M =H(X,.7).

Prueba: (1) se obtiene pues los functores derivados preservan las categorias
de partida y llegada. Para (2), recordamos que si Y es afin entonces

I': Qcoh(Y) — B-Mod, ¥4 — I'(Y,¥) es exacto.
En particular, para todo complejo #* en Qcoh(Y') se tiene que
HY(D(¢®)) 2 T(H'(#"*)) para todo i > 0.
Luego, si .# — Z* resolucién inyectiva en Qcoh(X )y #® := f, Z°, entonces
Rif (F)EH (f. %) = H(*). Asi, D(H(J#*)) esta dado por
(Y, Rf,(F)) = H(D(Y, £. 7)) ¥ H(D(X,T°) B (X, 7),
i.e., Rif,(F) =M con M =H(X,.%). O



MORFISMOS PROYECTIVOS

Un morfismo regular f: X — Y es un morfismo proyectivo si existe
n € N*! tal que f se factoriza como

Xty xpn

W

Y
donde ¢ : X < Y xP™ es un incrustamiento cerrado, i.e., todas las fibras
X, = f~}(y) = P" son proyectivas (en un mismo ambiente).

Ejemplos:
© Si X es proyectivay f: X — Y regular con Y arbitraria, entonces f
es proyectivo pues el grafo de [ verifica
X —5T(f) —>Y
conT'(f)c X xY cP"xY, yluego X es un cerrado de P" x Y.
@ Si f proyectivo entonces f es un morfismo cerrado (ver Clase 8).
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TEOREMA DE GRAUERT-GROTHENDIECK

Teorema (Grauert 1960, Grothendieck 1958)

Sea f: X - Y morfismo proyectivo y .7 haz coherente en X. Entonces,
R'f.(.%) son haces coherentes en Y para todo i > 0.

Prueba: Consideramos f: X — Y xP" Yy, y recordemos que R f, (%)
es el haz asociado al prehaz

V = Hz(fil(v)79) = Hi(prg/l(v)7[’*§)'
Luego, podemos suponer que X =Y x P" y que f = pry-.
Como la coherencia es una propiedad local, podemos suponer que Y es afin
con B =0(Y). En tal caso, R"f.(#) 2 M con M = H'(X, 7). Luego,
basta verificar que H'(X,.%#) es un B-médulo finitamente generado:
El Lema de Serre (ver Clase 22) implica que existen r € N*! y m > 0 con

Ox(-m)®" — .Z morfismo sobreyectivo de &'x-médulos,
donde Ox (~m)<Epri, Oy @ pris, Opn(-m) = Oy ® Opn(-m).



TEOREMA DE GRAUERT-GROTHENDIECK

Asi, obtenemos una sucesién exacta de haces coherentes en X =Y x P"
0—9 — Ox(-m)® — .F —0

Luego, la conclusién se obtendria por induccion descendente en 7 € N al
considerar la sucesién exacta larga en cohomologia

. > H(X,9) - H(X,Ox(-m))®" - H(X,.7) - H*Y(X,9) - -

donde H"' (X, %) = I'(Y,R™! f,9) es un B-médulo finitamente generado
por hipétesis inductiva.

Resta verificar que H (X, Ox(-m)) es un B-médulo finitamente generado:

Sea d € Zy calculemos H'(X, &'x (d)) usando cohomologia de Cech respecto
al cubrimiento afin

Vi=Y xU;2Y xA" de X =Y xP”, donde i € {0,...,n}.



TEOREMA DE GRAUERT-GROTHENDIECK

Notando que C*(¥,0x(d)) =2 B®y C*(% ,Opn(d)), obtenemos que
HI(X, 0x(d)) 2 Fy (X, Ox(d)) = B @ Fly (B, O ()
=B O Hi(]P)nv ﬁﬂ”” (d))>

Leray

y luego H'(X, Ox (d)) es finitamente generado, pues H!(P", Opn (d)) es de
dimension finita. Asi, H'(X,.%) es finitamente generado. O

Tanto Grothendieck como Grauert demuestran una version mas fuerte de
este resultado, donde sélo asumen que f es un morfismo propio. J
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APLICACION A MORFISMOS FINITOS

Sea f: X — Y un morfismo proyectivo tal que
Para todo y € Y, la fibra f~*(y) € X es un conjunto finito.

Entonces, f es un morfismo finito.

Prueba: El resultado es local en Y, por lo que asumimos que Y es afin. A
priori, no sabemos si X es afin (a posteriori, si lo es pues f finito).

El Teorema de Grauert-Grothendieck implica que f.Ox es un haz coherente
en'Y, donde f,0x = M con M = H(X, 0x) £ 0(X).

Luego, 0(X) es un (Y )-médulo finitamente generado via
froY) — 0(X),
lo que implicaria que f es un morfismo finito si supieramos que X es afin.

La idea es cubrir Y por abiertos afines VV ¢ Y tales que f~1(V) sea afin, de
tal suerte que el argumento anterior nos permita concluir.
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APLICACION A MORFISMOS FINITOS

Sea y € Y en la imagen de f, con fibra dada por f~1(y) = {z1,...,2,}, y
sea f: X —— Y xP" Y . ¥V factorizacion del morfismo proyectivo f.
H
21 T2 X
e -

f\~ H' l Pry

’—O\.Q\/Y

Sea H ¢ Y x P" hiperplano (vertical) tal que ¢(x1),...,¢(x,) ¢ H. Como
L es incrustamiento cerrado, H nt(X) es cerrado en Y x P" y luego H' :=
pry (H nu(X)) es un cerrado en Y, pues f es un morfismo proyectivo.

Asi, y € V := Y \ H' vecindad abierta afin tal que (V) = pry! (V) ne(X)
es cerrado en (Y xP")\ H = Y x A" variedad afin, y luego f~1(V) afin. [
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EL CASO DE CURVAS ALGEBRAICAS

Sea C' curva proyectiva irreducible. Si f:C — X un morfismo regular
no-constante hacia X una variedad arbitraria, f es un morfismo finito. J

Prueba: Como C' es proyectiva, f es un morfismo proyectivo. Asi, basta
notar que sus fibras son conjuntos finitos:

En caso contrario, existiria 2o € X con dim(f~!(z0)) > 1y luego (C curva
irreducible) se tendria f~!(z0) = C, i.e., f(C) = {zo} y f constante. O

Hecho importante (Férmula de Proyeccién)

Sea f: X — Y morfismo regular entre proyectivas irreducibles, y sea
C ¢ X curva irreducible. El grado de C respecto a f es

3 ) 0 si f(C) = {pt}
d:= degf(C') = { deg(flc:C — f(C)) si f(C)<cY curva irreducible

donde deg(f|c) £ [k(C) : k(f(C))]. Entonces, para todo D € Div(Y)
f*D-C =deg;(C)(D- f(C)) (FORMULA DE PROYECCION)

13/ 19




CARACTERIZACION DE FIBRADOS AMPLIOS

Sea X variedad proyectiva irreducible y L € Pic(X) sin puntos de base,
e, or: X — P(HY(X,L)") 2 P" es un morfismo regular.

Entonces, L es amplio si y sélo si las fibras ¢7!(y) son conjuntos finitos.

Prueba: Dado que X proyectiva, ¢y, es un morfismo proyectivo.

(<) Si las fibras de ¢y son conjuntos finitos, ¢y es un morfismo finito.
Luego, dado que Opn (1) es amplio y ¢y, finito, ¢} Opn (1) = L es amplio.

(=) Si Lz Ox(D) es amplio, D-C > 0 para toda curva irreducible C' ¢ X .
Luego, si por contradiccién existe yo € P" tal que dim(¢;'(yo)) > 1, basta
considerar C € 7' (yo) una curva irreducible.

Por definicion, ¢ (C) = {yo} y luego, por la férmula de proyeccién, tendriamos
D.C=giH C=d(H p1(C)) =0
donde H € P" es un hiperplano, una contradiccion. O
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35.1 DUALIDAD DE GROTHENDIECK
Y DUALIDAD DE SERRE
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DUALIDAD DE SERRE

En 1955, Jean-Pierre Serre publica “Un théoreme de dualité”, probando que
si F es un fibrado vectorial holomorfo en una variedad compacta compleja

H'(X,E)2H" (X, E" ®wx)"

donde n =dim(X) y wx dgdet(Q}() es el fibrado en rectas canénico.

La demostracién de Serre usa técnicas de Andlisis Funcional (espacios de
Fréchet, teoria de Fredholm, técnicas L2, teoria de Hodge, etc):

*p: HAPUX,E) > AP X, EY),

donde #P4(X,E) = {a e T(X,A\P1Q% ® E), Ap(a)=0}.
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DUALIDAD DE GROTHENDIECK

El 15 de diciembre de 1955, Alexandre Grothendieck envia una carta a Serre:

“Pensando un poco sobre tu teorema de dualidad, me di cuenta
que su generalizacion es mds o menos evidente y que se encuentra
implicitamente en tu articulo (...).

Estoy muy convencido, bastardo, que las secciones §3 y §4 del
Capitulo 3 se pueden hacer sin ningiin calculo.”

Figure: A. GROTHENDIECK y J.-P. SERRE, disfrutando un vinito (1958).



DUALIDAD DE GROTHENDIECK

Teorema (Grothendieck, 1957)

Sea X variedad proyectiva suave irreducible de dim(X') = n. Entonces:

Q dim; H"(X,wx) = 1. En particular, toda aplicacién k-lineal no-nula
t:H"(X,wx) — k es un isomorfismo.
Decimos que ¢ es un morfismo de traza, o simplemente una traza.
@ Sea .7 € Coh(X). Para toda traza ¢t : H*(X,wx) — k asociamos un
morfismo de functores contravariantes en %

D :Homx (7, wx) — H"(X,7)", f—> D(f) :=toH"(f),
donde H"(f) : H"(X,.#) - H"(X,wx) inducido por f:.7 - wx.
Entonces, la transformacién natural

D :Homx(-,wx) — H"(X, )" es un isomorfismo.
© El isomorfismo D se extiende a un isomorfismo functorial en %
D :Ext'(F,wyx) — H"(X,.7)" para todo i > 0.

17 / 19



DUALIDAD DE GROTHENDIECK-SERRE

En particular, la eleccién de una traza t : H*(X,wx) —> k determina
Ext'(Z,wx) x H"(X,.#) — k emparejamiento perfecto.

Es importante notar que la dualidad de Grothendieck implica:

Teorema (Dualidad de Serre)

Sea X variedad proyectiva suave irreducible, dim(X) =n y wx = det(Q2}).
Para todo fibrado E — X, la eleccion de t : H*(X,wx) — k determina un
emparejamiento perfecto

H(X,E) x H"(X,E" ® wy) — k para todo i > 0.
En particular, H/(X,E) 2 H" (X, E¥ @ wyx)".

Prueba: Si & haz de secciones de E, basta aplicar dualidad de Grothendieck
y usar que H" (X, EY @ wx) = Ext"™"(&,wx) (ver Clase 24). O
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CASOS PARTICULARES IMPORTANTES

Sea X variedad proyectiva suave irreducible de dim(X) = n. Entonces:

© Fibrados en rectas. Si L = 0x (D) es un fibrado en rectas en X, con
LY = 0x(-D), entonces la dualidad de Serre se reduce a

H'(X, 0x (D)) 2 H" (X, Ox(Kx - D))"

para todo i € {0,...,n}.
@ Nuimeros de Hodge. Si F = 0x, entonces

H'(X,0x) 2 H"(X,wx)".

Mas ain, dado que wx ® (5 ”)Y = Q% (ver Ejercicio 1.4.15) tenemos
que para p + g = n _hay isomorfismos:

HY(X, Q%) 2 HI(X, (Q%)" owx) 2 HP(X,Q%)".
Luego, si definimos el nimero de Hodge
hP(X) = dimy, HI(X, Q% ),
entonces h?9(X) = h?P(X) para todo p,q >0 tales que p + ¢ = n.
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